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GEOMETRIA JEDNOWARSTWOWYCH KRATOWNIC QUASI-
POWIERZCHNIOWYCH GENEROWANYCH NA ELIPSOIDZIE
OBROTOWEJ

Streszczenie. Ksztattowanie klasycznych kratownic powierzchniowych opiera sie na
zatozeniu przynalezno$ci ich weztéw do zadanych powierzchni. Technicznie uzasadniong
alternatywajest generowanie takich kratownic dwukrzywiznowych, ktérych wezty nie musza
kategorycznie naleze¢ do powierzchni ksztattujacych. W pracy przedstawiono geometryczny
spos6b tworzenia obiektéw tego rodzaju, zwanych kratownicami quasi-powierzchniowymi
nawycinkach elipsoid obrotowych.

GEOMETRY OF ONE-LAYER AND QUASI-SURFACE TRUSSES MADE
ON ROTATIONAL ELLIPSOID

Summary. AIll truss joints of classic surface trusses usually belong to surfaces
approximated by those trusses. However, the so-called quasi-surface trusses, omitting this
requirement, can be made as well. The article describes the methods of designing and linking
ofgeosims of one-layer and quasi-surface trusses generated on rotational ellipsoid

1. WSTEP

Tres$¢ pracy jest kontynuacja, opisanej w [1], koncepcji budowy modeli geometrycznych
tzw. kratownic quasi-sferycznych. Postugujac sie $rodowiskiem graficznym programu
AutoCAD, przedstawiono tam sposéb ich ksztattowania, przyjawszy:

a) umieszczony w poéiprzestrzeni ortogonalny uktad osi prawoskretnych o wspétrzednych

kartezjanskich [x,y,z],

b) regularnie rozmieszczone punkty oddalone miedzy sobg o warto$¢ wersorow Vx=Vy=Vz,

c) wspétsrodkowa wzgledem uktadu osi pétsfere S o promieniu R = 51Vx|, ksztattujaca
kratownice quasi-powierzchniowg K ,

d) ptaszczyzny pz prostopadte do osi ,z” w punktach o catkowitych liczbach i=0,1,2,...,n.
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Uzyskane linie ksztattujace oa—pzn S,asgnimi odpowiednio zorientowane réwnolezniki

potsfery (rys.l), aproksymowano tamanymi £ »cp.zi, ktérych wierzchotki Wzj,j lezg zawsze
w punktach o catkowitych wspdtrzednych.

Rys.l. Dob6r linii ksztatltujacych S2. powierzchnie i , zastgpowanych tamanymi £z (p2 - ptaszczyzny sieczne
powierzchni 7, W,,,j - wierzchotki tamanych tzi)

Fig. 1. Selection of generating lines 51{ for surface 7t and of broken lines L2 (pzi - cutting planes of surface,
W7zjj - vertex of broken lines £ ,.)

Dla przyblizen tamanych £ 7 do linii ksztattujagcych si przyjeto trzy kryteria:

- Kryterium I. Wszystkie punkty tamanej £ 2 lezg po przeciwnej stronie linii oX niz $rodek
krzywizny tej linii lub nalezg do o2 (rys.2a).

- Kryterium Il. Wszystkie punkty tamanej tz\ lezg po tej samej stronie linii 02 co $rodek
krzywizny linii ksztattujacej lub nalezg do 52 (rys.2b).

- Kryterium Ill. Punkty tamanej L2 lezg po dowolnej stronie liniio., lub w tej linii (rys.2c).

Rys.2. Przyktady aproksymacji rownoleznikow 020 i Oz4 tamanymi L20i t24 wedtug:
a) | kryterium , b) Il kryterium, c) 11l kryterium

Fig.2. Examples for approximation of the parallels of lattitude 0z0 and Oz by broken lines £z0 and Lz4, using:
a) I-st criterion , b) Il-nd criterion , c) Il1-rd criterion

W szystkie tamane maja wspéline ptaszczyzny symetrii oznaczone a ,P ,y'\ 8.
Wykorzystujagc kolejno kryterium I, Il i 11l potagczono miedzy sobg odpowiednie wierzchotki

Wzijtamanychtzi, £" , £2', lezagce na poszczeg6lnych warstwach otrzymujac kratownice
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przestrzenne , K" i K"‘(rys.3-5). Prety kazdej kratownicy stanowig modele
geometryczne krawedzi wielo$cianu wypuktego, aproksymujacego poéisfereit zgodnie z
przyjetym Kkryterium.

Rys.4. Model geometryczny kratownicy quasi-sferycznej K"

Fig.4. The geosim of quasi-spherical truss K.”
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Rys.5. Model geometryczny kratownicy quasi-sferycznej K 1

Fig.5. The geosim of quasi-spherical truss K "1

Na podstawie przyktadéw, prototypowych, jednowarstwowych kratownic przestrzennych,
otrzymanych w wyniku aproksymacji przyjetej pdisfery, sformutowano ich wspélng
wiasciwosc:

Kratownica quasi-powierzchniowa, przyblizajaca wedtug 1, Il lub IIl kryterium poétsfere o
promieniu R = i|V X|, moze byé¢ zbudowana z 24 przystajacych zestawow pretéw tworzgcych
dwa réwnoliczne zbiory tzw. modutéw i antymoduléw.

Korzystajac z tej wtasciwosci podano dla wybranej kratownicy K" : liczbe typéw i liczbe
weztdw kazdego typu oraz liczbe typéw pretdw o réznych diugosciach i dtugosé pretéw
poszczeg6lnych typéw (tab.1i2 -wg oznaczeh z rys.4).

Typ, wymiar i liczba elementéw sktadowych (Tab.l - pretéw,Tab.2 - weztéw) kratownicy
quasi-sferycznej K" ,aproksymujacej zgodnie z kryterium Il pétsfere o promieniu R=5Vx|
Type dimensions and size of constituent elements (Tab.1- truss members, Tab.2 - truss joints)

ofthe quasi-spherical truss K" , with R=5jVx|, by the 11-nd criterion of approximation.

Tabela 1 Tabela 2
Nr preta 1 2 3 4 5 Typ wezfa wj W2 W3
Dtugosci Liczba
9 (5 3 110 (2 2(2 3 16 12
preta wezféow
Liczba

pretéow
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W koricowej czesci pracy [1] przedstawiono przykiady taczenia dwu i wiecej kratownic

guasi-powierzchniowych, generowanych na pétsferze o promieniu R = 10V2 |vj zgodnie z
kryterium Il (rys.6 i 7), wskazujac na ich szczeg6lne zalety w poréwnaniu do kratownic

budowanych w sposéb klasyczny. Pewna liczba pretéw i weztéw jest wspélna dla
fragmentéw taczonych kratownic.

Rys.6, Rys.7. Przyktadowe modele potaczen fragmentéw kratownicy quasi-sferycznej, generowanej na pétsferze

o promieniu R = 10V2 |VX| zgodnie z Il kryterium aproksymacji

Fig.6, Fig.7. Examples for linking of geosims of fragments of quasi-spherical truss, generated on a hemisphere

with radius R = 10V 2 |V x| by Il-nd criterion of approximation

Uktadaja sie one w ptaska linie tamana, zwang linig nasadow g potgczenia, co pozwala na:
- rozbudowe obiektow architektury budowlanej przez proste tagczenie kratownic ze soba,
- tatwe powiekszanie (np. utatwiajace transport do wnetrza koputy duzych gabarytowo
urzadzen), pomniejszanie lub catkowite zamykanie otworéw (np. komunikacyjnych),
- modernizacje obiektow z zachowaniem statej ich szczelno$ci (np. z uwagi na duzga
czysto$¢, specjalny klimat czy pod - lub nadci$nienie panujace we wnetrzu).
Ponadto wieloscian wypukty, ktérego krawedzie sa pretami kratownicy quasi-
powierzchniowej, przyblizajacej potsfere i , moze stanowi¢ model deskowania do wznosze-
nianp. monolitycznych przekry¢ skorupowych wykonywanych z betonu.
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Ksztattowanie tzw. kratownic quasi-eliptycznych odbywa si¢ z zastosowaniem procedury
analogicznej do uzytej podczas tworzenia kratownic quasi-sferycznych.

2. KRATOWNICE QUASI-POWIERZCHNIOWE APROKSYMUJACE WYCINKI
ELIPSOID OBROTOWYCH

2.1. Kratownica quasi-powierzchniowa oparta na elipsoidzie obrotowej o dylatacji
wzgledem jednej osi

Niech wspétczynniki dylatacji [2] dla osi,y" i,z” wyjSciowej sfery i przeksztatcanej w
elipsoide obrotowa e, wynoszg odpowiednio b = ¢ = R. Poniewaz do sfery n nalezy wiele
weztdw kratownicy quasi-sferycznej [1] niech dylatacja wzdtuz osi ,,x” zachowa te wtasci-

Rys.8. Modele geometryczne: a) kratownicy quasi-sferycznej K ” aproksymujacej péisfere n o promieniu

R=5V2 |v, | zgodnie z Il kryterium, b) kratownicy quasi-eliptycznej K ” aproksymujacej elipsoide
zgodnie z Il kryterium (a=2R, b=c=R, R=5~J2 |V Xj;a,b,c - p6tosie elipsoidy £t)

Fig.8. The geosims: a) of quasi-spherical trass K ” generated on a hemisphere n with radius R=5 s/2 |V X by

the 1l-nd criterion of approximation, b) of quasi-eliptical truss K - generated on rotational ellipsoid Z', by

the Il-nd criterion of approximation (a=2R, b=c=R, R=5J2 JV xj;a,b,c - semi axes of ellipsoid ¢\ )

wos$¢ w kratownicy opartej na elipsoidzie obrotowej s,. Nastagpi to, je$li p6to$ a elipsoidy
bedzie miata dtugos$¢ réwna catkowitej wielokrotno$ci promienia R. Ze wzgledéw uzytkowo-
estetycznych (réznice w proporcjach dtugosci osi elipsoidy e,) zatézmy a = 2R. Wybierajac
wspbtrzedna Xj z przedziatu <-2R, +2R> , z zatozenia bedacg liczba catkowita , prowadzimy
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ptaszczyzne p.X prostopadta do osi ,x”. lloczynem elipoidy s, i ptaszczyzny p X jest okrag
rGwnoleznikowy o)X zastepowany tamang & x(analogicznie do metody z rys.l). Wezty
generowanej kratownicy K.- ,aproksymujacej zadang elipsoide et, beda narozami, ajej prety

krawedziami wieloscianu wypuktego, przyblizajacegoet zgodnie z obranym kryterium.
Rysunek 8a przedstawia rzuty podstawowe koputy kratownicy, opartej na poétsferze n o

promieniu R = 5722 jvj, natomiast rys.8b obrazuje rzuty podstawowe koputy kratownicy
quasi-powierzchniowej, opartej na potowie elipsoidy obrotowej e, o pétosiach a=2R, b=
¢ =R. W obu przypadkach stosowano Il kryterium aproksymacji.

2.2. Kratownica guasi-powierzchniowa oparta na elipsoidzie obrotowej o réwnej
dylatacji wzgledem dwéch osi

Przyjmijmy tym razem wspo6tczynniki dylatacji dla osi ,x” i ,y”,wyjsciowej sfery S o
promieniu R, wynoszace odpowiednio a = b = 2R, pozostawiajagc ¢ = R. Tak jak poprzednio
réznice w proporcjach dtugos$ci osi elipsoidy e2 dobrano z przyczyn uzytkowo-estetycznych.
Rysunek 9 przedstawia rzuty podstawowe kratownicy guasi-powierzchniowej, przyblizajacej

elipsoide 6,, zbudowanej przy zatozeniach: R =5 %2 |[Vx|, Il kryterium aproksymacji.

Rys.9. Model geometryczny kratownicy quasi-eliptycznej K ? aproksymujacej elipsoide £2zgodnie z Il
kryterium (a=b=2R, ¢c=R, R=5-JI |V X;a,b,c - pdlosic elipsoidy £2)
Fig.9. The geosim of quasi-eliptical truss K" generated on rotational ellipsoid £2by the 11-nd criterion of

approximation (a—b—2R, c=R, R=5 x/2 N X]; a,b,c —semi axes of ellipsoid £2)
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”

Zaktadajac potozenie biegunéw powierzchni e2 na osi ,z” mozemy przez te oS
poprowadzi¢ cztery ptaszczyzny symetrii kratownicy (patrz rys.2). Piagta ptaszczyzna symetrii
wyznaczona jest przez osie ,x” i ,y” ukladu ortokartezjanskiego. Podobne wtasciwosci
posiada analizowana wcze$niej kratownica aguasi-powierzchniowa, oparta na elipsoidzie
obrotowej e,. Zatem kratownice K?i maja rowniez budowe modularna, podobnie jak
kratownice guasi-sferyczne.

Znane sg publikacje dotyczace geometrii kratownic powierzchniowych opartych na
elipsoidzie obrotowej [3,4]. Ich ogdlng cecha jest nalezenie weztéw kratownicy do
powierzchni £ oraz dazenie do minimum réznicy miedzy najdtuzszym i najkrétszym pretem
kratownicy. Podobnie jak w przypadku kratownic powierzchniowych, opartych na sferze 1,
rowniez i kratownice powierzchniowe, oparte na elipsoidzie £, nie dajg sie taczy¢
bezposrednio ze soba w blizniacze zespoly. Natomiast kratownice guasi-eliptyczne maja
walory podobne do kratownic quasi-sferycznych.

3. ZLOZONE KRATOWNICE QUASI-POWIERZCHNIOWE JEDNOWARSTWOWE
OPARTE NA WYCINKACH SFERY I ELIPSOIDY OBROTOWEJ

Zauwazmy, ze dla przyjetych wielko$ci promienia R sfery it ,wspotczynnikéw dylatacji a,
b, c¢ elipsoid s, i e2 oraz przyjmowanego konsekwentnie Il Kkryterium aproksymacji

prawdziwe sg twierdzenia:

Twierdzenie 1
W ezty kratownic quasi-powierzchniowych, przyblizajacych sfere lub elipsoide obrotowa
sg identycznie rozmieszczone w ptaszczyznach okregéw rownikowych o tych samych
Srednicach.

Azl

Rys. 10. Przyk#ad tgczenia dwéch fragmentéw kratownic: strona lewa - fragment modelu geometrycznego
kratownicy K" ,R=5x/2 jVx| ,strona prawa- fragment modelu geometrycznego kratownicy K."
(a=2R, b=c=R, R=54 1 |Vx|)

Fig. 10. Example of geosim ofa combination oftwo fragments of trusses: left- the fragment of truss K" ,

R=541. |V | right- the fragment oftruss K." (a=2R, b=c=R, R=5J 1 [V x|)



Geometria jednowarstwowych 53

Rys. 11. Przyktad taczenia dwoch fragmentéw kratownic: strona lewa - kratownica K., R=1041. |Vx], strona
prawa - kratownica (a=b=2R, c=R, R=5V 2 jVx|)
Fig.11. Example of a combination of two fragments of trusses: left - the fragment of truss K." ,

R=10x/2 IVxI,right - the fragment of truss (a=b=2R, c=R, R=5-J2 |V X|)

Twierdzenie 2

Prety kratownic quasi-powierzchniowych, przyblizajacych sfere lub elipsoide obrotowa
dzielone na potowy ptaszczyznami okregéw réwnikowych, sg zawsze do nich prostopadte.
Jesdli okregi rownikowe dwéch dowolnych powierzchni spos$réd i , s, i s2 sg przystajace, to
przystaja do siebie punkty podziatu tych pretow.

Wykorzystano powyzsze twierdzenia w ksztattowaniu przyktadowych modeli geome-
trycznych ztozen kratownic quasi-powierzchniowych, aproksymujacych koputy zbudowane z
potaczen ,éwiartek” odpowiednio dobranych sfer i elipsoid obrotowych, co pokazujg rys. 10 i
rys.l 1.

Rys.12. Przyktady potaczen kratownic ztozonych
Fig. 12. Examples of sets of trusses built in the manner shown on preceding drawing
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Mozliwa jest dalsza rozbudowa zespotéw kratownic quasi-powierzchniowych, aproksy-
mujgcych wycinki powierzchni s, s, i e2 i tworzenie konstrukcji wielonawowych i
wielorzedowych, czego przyktadem sg przedstawione na rys.12 modele geometryczne
kratownic ztozonych z fragmentéw kratownic quasi-powierzchniowych, pokazanych na
poprzednim rysunku.

Inng mozliwo$¢ wykorzystania odpowiednich cze$ci oméwionych wcze$niej kratownic
quasi-powierzchniowych w ich ztozeniach pokazano na rys. 13.

Rys. 13. Przyktad odmiennego tgczenia fragmentéw kratownic
Fig. 13. Selected example for linking of fragments of the trusses
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Abstract

All trussjoints of classic surface trusses usually belong to surfaces approximated by those
trusses. However, the so-called quasi-surface trusses, omitting this requirement, can be made
as well. The article describes the rules applied for surface approximation, the method of
designing and linking of geometrically similar models (geosims) of one-layer and quasi-
surface trusses generated on a sphere or on rotational ellipsoid. In particular, the article
presents the examples for linking of geosims of those trusses. Determination and visualisation
of structures of the trusses are realised with the help of application of AutoCAD.



