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SIATKI DWUWARSTWOWE
OPRACOWANE NA PODSTAWIE TETRAEDRU

Streszczenie. W pracy przedstawiono trzy sposoby podziatu tréjkata sferycznego, ktdre
pozwalajg z 4-$cianu foremnego otrzymac¢ wieloSciany pochodne o wiekszej liczbie Scian.
Liczby $cian generowanych wielo$cianéw ujeto w tabele systematyzujgce. Pokazano sposoby
tworzenia wieloscianéw prototypowych dla konstrukcji dwuwarstwowych w zaleznosci od
rodzaju przeksztatcenia i sposobu ustawienia wzgledem osi Srodkowej.

GENERATION TWOLAYER NETWORKS OF A TETRAEDR

Summary. In this work are presented 3 kinds of division of a spherical triangle that enable
to get from the regular 4-polyhedron derivated polyhedrons with bigger amount of walls.
They were presented ways of generating for prototype polyhedrons for twolayer constructions
depending from the kind of transformation and the way of setting in relation to the centre axis.

1. WPROWADZENIE

Praca dotyczy siatek dwuwarstwowych, ktére mogg stanowi¢ zasade geometryczng
konstrukcji przekry¢: kratownic, tarczownic itp. Trojkaty réwnoboczne stanowigce $ciany
czworo$cianu foremnego, sg dzielone na mniejsze trojkaty jednym z trzech podanych
sposobéw. Przyjeto do rozwazan podziat tréjkatéw ptaskich zamiast sferycznych, jak to
zaproponowat T. Tarnai w pracy [1], Numeryczne obliczenie punktéw podziatu kazdej
krawedzi wymaga na wejsciu wspétrzednych sferycznych jej poczatku i kofica. Podziat katéw
widzenia kazdej krawedzi ze $rodka sfery pozwala obliczy¢ dtugosci krawedzi tréjkatow
mniejszych. W otrzymanej siatce sferycznej tuki okregdw zastepowane sg cieciwami, co daje
pewien wieloscian wpisany w sfere. WieloScian ten poddawany jest dalszym
przeksztatceniom, co w konsekwencji prowadzi do skonstruowania siatki dwuwarstwowej.
Liczby $cian generowanych wielo$cianéw ujeto w tabele systematyzujace.
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2. ZASADY PRZEKSZTALCANIA WIELOSCIANOW

Woprowadzajac uproszczenie polegajace na rozpatrzeniu zagadnienia interpolacji tréjkata
ptaskiego, odpowiadajgcego krzywoliniowej siatce wielo$cianu, z elementéw trojkata
rbwnobocznego siatki wyjSciowej mozna zbudowaé¢, metodg podziatéw, kolejne trojkaty
mniejsze.

Siatka tréjkatow matych powinna przy tym spetnia¢ warunki [2], [3]: 1) elementem siatki
jest maty tréjkat rownoboczny o statej powierzchni, 2) podziat trojkata wyjsciowego na mate
oczka musi by¢ liczbg catkowitg, 3) siatki wykre$lone na $cianach 4-$cianu powinny byé
spéjne, tzn. linie siatek powinny schodzi¢ sie na krawedziach 4-$cianu, a oczka potozone na
obu $cianach o wspélnej krawedzi powinny stanowi¢ tréjkat rownoboczny.

Rys. 1. Trzy schematy podziatu tréjkata rownobocznego
Fig.l. Three schemes of equilateral triangle division

Trzy sposoby podziatu trojkata przedstawiono schematycznie na rys. + na ptaskiej siatce
tréjkatdow réwnobocznych, powstatej z réwno oddalonych od siebie trzech grup prostych
réwnolegtych, przecinajacych sie pod katem 60°.

Wi ielo$ciany, ktérych budowa wynika z | rodzaju przeksztatcenia, majg schematy podziatu
trojkata zbudowane z trzech rodzin prostych réwnolegtych do bokéw tego tréjkata.

W Il przeksztatceniu schematy podziatéw tréjkatéw sag siatkami zbudowanymi z trzech
rodzin prostych réwnolegtych do trzech wysokosci tych tréjkatéw. Przy zetknieciu tréjkatow
bokami oczka siatki uzupetniajg sie w przypadku tej srodkowej symetrii.

Trzeci rodzaj podziatu obejmuje przeksztatcenia wielo$ciandw prawych i lewych,
zwanych wielosciananti dwukrotnymi [1]. Wielo$ciany te powstajg przez podziat
rbwnobocznych tréjkatéw wyjsciowych trzema rodzajami prostych réwnolegtych do
odpowiednich prostych, taczacych okre$lony punkt podziatu boku tréjkata z przeciwlegtym
wierzchotkiem tego tréjkata.

J. Fulinski podat i udowodnit w pracy [2] nastepujace twierdzenie: jezeli bok tréjkata
réwnobocznego o wielkos$ci n na rys. 2 podzielimy w stosunku k : (n - k) i punkt A3dzielagcy
bok potaczymy z przeciwlegtym wierzchotkiem, otrzymamy odcinek d, ktérego kwadrat
réwny jest kwadratowi boku tréjkata n2pomniejszonego o iloczyn odcinkéw k(n - k):

d2=n2- k(n - k) = n2+ k2-n *k
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Wzér wyraza zatem liczbe oczek (w
tréjkacie przeksztatconym) o bokach o dtu-
gosci wyniktej z podziatu na réwne czesci.
W trzecim sposobie podziatu ,liczbe oczek”
otrzymujemy dodajac ,utamki” trojkatow
réwnobocznych. Podzial na $cianie czwo-
roscianu moze sktada¢ sie z réznych
tréjkatéw i czworokatéw, za$§ ich suma
zawsze daje catkowitg liczbe tréjkatow
réwnobocznych.

Wzér na liczbe $cian w czworoScianie
otrzymujemy wiec po przemnozeniu liczby
oczek w trojkacie przez cztery. Podstawiajac
woéwczas we wzorze kolejne liczby naturalne
za n ik, otrzymamy tabele 1, odzwierciedla-
jaca wieloSciany powstate w trzech rodza-
jach przeksztatcen.

Rys. 2. Rysunek do twierdzenia w tekscie
Fig.2. Figure to theorem in the text

Na podstawie analizy tabeli 1 dochodzimy do wniosku, Ze istniejg tylko dwa przek-
sztatcenia wielo$cianéw o $cianach z tréjkatéw réwnobocznych. Pierwsze przeksztatcenie
wyraza sie wzorem:

N =4 en2

(gdzie: n jest kolejng liczbg naturalng) i przedstawia uktad wielo$cianéw jednokrotnych:
4-, 16-, 36-Scian,... itd., dzielac tabele na dwie tréjkatne, symetryczne czesci.

Drugie przeksztatcenie, wyrazone wzorem: N = 4m3 mn2 zawierawielo$ciany takze
jednokrotne (oznaczone kropka): 12-, 48-, 108-$cian,.. itd., lezace na dwusiecznej tej
tréjkatnej tabeli, ktérg dzieli symetrycznie.

Powyzej i ponizej tej dwusiecznej sa dwie rodziny wieloscianéw dwukrotnych.
Wi ielo$ciany dwukrotne, czyli wielosciany prawe i lewe, majg te samg siatke ze wzgledu na
lustrzane odbicie siatek w rozwinieciu, przy czym przez nazwe siatki rozumie sie rozwiniecie
$cian wielo$cianu na ptaszczyzne.

W tabeli mozna takze wyodrebni¢ wielo$ciany - nazwijmy je umownie wielo$cianami
»translacyjnymi” - pochodzace z podwojenia liczb ni k w podanym wzorze. Przyktadem
dwukrotnych wielo$cianéw ,translacyjnych” sg wielo$ciany:

28-§cian (n = 2, k=3) i 112-4cian (n =4, k = 6),
52-$cian (n = 3, k = 4) i 208-§cian (n =6, k = 8)

Na rysunku 3 pokazano, dla przyktadu, po cztery kolejne rozwigzania podziatéw tréjkata
sferycznego na trzech wspdétwierzchotkowych $cianach czworo$cianu foremnego dla

wymienionych trzech grup przeksztatcen.



Trojkatna tabela wielo$cianéw tworzonych z 4-$cianu foremnego w trzech przeksztatceniach
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Tabela 1
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Rys. 3. Przykiady kolejnych rozwigzan trzech sposobéw podziatu tréjkata sferycznego na trzech przywierz-
cholkowych $cianach 4-$cianu foremnego. Oznaczenia liczb: w liczniku podano wielo$cian, w
mianowniku - ilo$¢ trojkatow matych wyniktych z podziatu i przemnozonych przez cztery $ciany
4-$cianu

Fig.3. Examples of following solutons for three kinds of divisions of a spherical trangle on three walls at the
vertices of the regular tetrahedron. Number signs: the polyhedron as a numerator; as a denominator the
number of small triangles coming from the division multiplicated by the 4 walls of the tetrahedron



Uktad wieloscianéw generowanych z 4-$cianu foremnego wg kolejnosci liczby Scian
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3. TWORZENIE SIATEK DWUWARSTWOWYCH

Z kazdego wieloscianu tabeli 1 mozna otrzymacé przez transformacje nowy wieloscian. Dla
wielo$cianu o N $cianach mozna uja¢ liczbowo przeksztatlcenie w nastepujacy sposob: |
rodzaj przeksztatcenia da wieloScian o 3 mN $cianach, w Il rodzaju przeksztatcenia 4 < N

4
$cianach i w Il rodzaju przeksztatcenia otrzymujemy —eN $cian.

Ze zbioru tabeli 1 utworzono tabele 2 szeregujac w pierwszej kolumnie wielo$ciany wg
kolejnosci liczby $cian. W tabeli tej podano wielosciany wg wymienionych trzech rodzajow
przeksztatcen.

Chcac teraz utworzyé siatke dwuwarstwowa poprzez odpowiednie potgczenie dwoéch
wieloscianéw zgodnie z prototypowymi przeksztatceniami, nalezy siatke wielo$cianu

4
wyjsciowego W potaczy¢ zgodnie ze wzorami: Pl =3 «W, Pil =4 «W, PIH= --W .

Przyktady konstrukcji dwuwarstwowych:

W4 0w 12w 16 w388 -
Pl 12" Pl 36" Pl 48°"'" Pl 1164

wWo_4 W_ 12 w_ 16 W, "
Pil 16" PIl 48" Pil 64° Pil

wWo_ . w12 9w W s itd
PIH "PIH 16" PIH T pHI

przy czym * oznacza, ze przeksztatcenie nie istnieje.

Istotg tabeli 2 jest pokazanie wszystkich mozliwych przeksztatcenn wielo$cianéw, czyli
takich potgczen wielosciandéw, z ktérych otrzymuje sie konstrukcje dwuwarstwowe. Poza
podanymi w tabeli, Innych przeksztatcen z 4 - Scianu foremnego nie ma. W tabeli podano

wszystkie mozliwe kombinacje.

4. KONSTRUKCJE PROTOTYPOWE

Prototypami konstrukcji generowanych z czworos$cianu foremnego sa trzy przeksztatcenia:
przeksztatcenie 12-$cianu tréjkatowego w 36-$cian trojkatowy, rys.4,
przeksztatcenie 12-Scianu tréjkatowego w 48-$cian trojkatowy, rys.5,
przeksztatcenie 36-$cianu tréjkatowego w 48-$cian tréjkatowy, rys.6.

Schematy na rysunku 4, 5 i 6 wykonano przy uwzglednieniu trzech mozliwych ustawien
kazdego wielo$cianu wzgledem osi $rodkowej tak, aby odpowiednie grupy wierzchotkéw

byty na wspdlnym poziomie.
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Oznaczenia

.................. krawedzie 4-$cianu/edges of the 4-polyhedron,
--------------- krawedzie 12-$cianu/edges of the 12-polyhedron,

krawedzie s-Scianu/edges of the s -polyhedron ,
tgczniki/connections

Rys.4. Schemat ideowy prototypowego przeksztatcenia | rodzaju 12-$cianu w 8-$cian potforemny, tj. siatke
macierzystg 36-$cianu tréjkatowego w trzech ustawieniach wzgledem osi $rodkowej

Fig.4. Schematic diagram of the prototype first kind transformation of the 12-polyhedron into a halfregular
8-polyhedron, namely basic network of a triangle 36-polyhedron in 3 settings in relation to the symmetry
axis
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a) Pierwszy rodzaj przeksztatcenia prototypowego

Przeksztatcajac 4-Scian foremny w | rodzaju, otrzymuje sie w efekcie przeksztatcenia ten
sam wielo$cian. Z tego powodu przy rozwazaniu siatek dwuwarstwowych tworzonych z
4-$cianu foremnego zachodzi konieczno$¢ postuzenia sie wieloScianem o wiekszej liczbie
$cian. Dlatego jako prototyp | rodzaju wzieto przeksztatcenie 12-$cianu w 36-$cian, wg tab. 2.
Dwunastoscian powstaje wg Il sposobu przeksztatcenia 4-$cianu foremnego jak na rys. 3
przez podzial wysokos$ciami czterech tréjkatéw ptaskich i wyeliminowanie siatki sferycznej
tego 4-$cianu. Otrzymuje sie w ten sposéb 12 trojkatéw réwnoramiennych jak na rys. 4.

Ten 12-Scian ma 8 wierzchotkéw i 18 krawedzi. Teraz na kazdej $cianie 12-$cianu
tréjkatowego ustawia sie takie ostrostupy, ktérych wierzchotki lezg na wspélnej sferze tak,
aby tworzytly one po odpowiednim potaczeniu cztery szesciokaty foremne i cztery tréjkaty
rbwnoboczne. Otrzymuje sie w ten spos6b 8-$cian potforemny o 12 wierzchotkach i 18
krawedziach. Ten 8-$cian pétforemny jest siatkg macierzysta 36-$cianu tréjkatowego. Aby
otrzymac¢ petna forme 36-$cienng, tzn. wieloscian tréjkatowy, nalezy 4 tréjkaty réwnoboczne
zamieni¢ na 12 trojkatow réwnoramiennych, a 4 szesciokaty zamieni¢ na 24 trojkaty
rbwnoramienne. Przy tej zamianie wszystkie dodatkowe wierzchotki winny leze¢ na
wspolnej, wspotsrodkowej sferze z wierzchotkami 8-$cianu potforemnego. 36-Scian
trojkatowy ma 20 wierzchotkéw i 54 krawedzie.

Krawedzie ostrostupéw postawionych na $cianach 12-$cianu stanowig prety taczace dwie
warstwy, tj. warstwe 8-$cianu poiforemnego i 12-$cianu trojkgtowego. Na rys. 4 linie
przerywane oznaczajg zaréwno prety taczace dwie warstwy, jak i uzupetniajace krawedzie,
zamieniajace 8-Scian w 36-$cian tréjkatowy.

W ustawieniu na rys. 4a jedna ze $cian 4-$cianu foremnego jest ustawiona w najnizszym
potozeniu poziomym, a jeden z wierzchotkéw 4-$cianu jest najwyzej potozony; gdy jest na
odwrét, woéwczas ustawienie jest jak na rys. 4c, tzn. pozioma $ciana jest w potozeniu
najwyzszym, ajeden z wierzchotkéw jest w potozeniu najnizszym. W ustawieniu jak na rys.
4b dwie krawedzie 4-Scianu sg na przeciwlegtych poziomach i sg do siebie prostopadte.

b) Drugi rodzaj przeksztatcenia prototypowego

Drugi rodzaj przeksztatcenia 4-$cianu foremnego w 16-$cian z tab.2 réwniez nie daje
czytelnego obrazu konstrukcji dwuwarstwowej. Dlatego zamiast z 4-Scianu foremnego lepiej
wyjs¢ z 12-Scianu tréjkatowego, ktéry powstaje tak, jak to podano w | rodzaju
przeksztatcenia. Przez $rodki krawedzi tego 12-Scianu prowadzimy promienie wilo$cianu i na
nich w réwnych odlegtosciach (od $rodka wielo$cianu) obiera sie wierzchotki, ktére po
potaczeniu jak na rys. 5 utworzg 20-$cian nieforemny. Ten 20-$cian ma 4 szeSciokaty
powstajgce w miejsce $cian 4-$cianu, 4 trojkaty rbwnoboczne powstajace w miejsce czterech
wierzchotkéw 4-$cianu i 12 tréjkatéw réwnoramiennych, powstajgce w miejsce krawedzi 4-
$cianu, jak na rys.5.

Utworzony 20-$cian nieforemny jest siatkg macierzysta 48-$cianu. Zamieniajac te siatke
macierzysta na 48-$cian tréjkatowy, otrzymujemy w miejsce szeSciobokéw 24 tréjkaty, a w
miejsce tréjkatéw réwnobocznych powstaje 12 trojkatéw réwnoramiennych.

Zgodnie ze wzorem, ze wielo$cian przeksztatcony musi mie¢ 4 razy tyle $cian tréjkatnych
co wielo$cian wyjsciowy, 12-$cian trojkatowy daje 48-$cian tréjkatowy z tabeli 1i 2.

taczac odpowiednio wierzchotki siatki 12-Sciennej z siatkg macierzystg 48-Scianu,
otrzymujemy konstrukcje dwuwarstwowsg.

Na rys. 5 linie przerywane sgjednocze$nie krawedziami uzupetniajgcymi, zamieniajgcymi
20-$cian nieforemny w 48-$cian tréjkatowy.
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krawedzie 12-§danu/edges of the 12-polyhedron,
krawedzie 20-$cianu/edges of the 20-polyhedron,
taczniki / connections

Rys.5. Schemat ideowy prototypowego przeksztatcenia Il rodzaju 12-$cianu w 20-$cian nieforemny, tj. siatka
macierzystg 48-$cianu tréjkatowego, w trzech ustawieniach wzgladem osi srodkowej

Fig.5. Schematic diagram of the prototype second kind transformation of a 12-polyhedron into an irregular
20-polyhedron namely basic network of a triangle 48-polyhedron in 3 settings in relation to the
symmetry axis
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krawedzie 8-Scianu /edges of the 8-polyhedron,
krawedzie 20-$cianu/edges of the 20-polyhedron,
tgczniki / connections

Rys. 6. Schemat ideowy prototypowego przeksztatcenia 111 rodzaju 8-$cianu pdétforemnego, tj. siatki macie-
rzystej 36-$cianu tréjkatowego w 20-$cian nieforemny, tj. tj. siatke macierzysta 48-$cianu tréjkatowego,
w trzech ustawieniach wzgladem osi $Srodkowej

Fig.6. Schematic diagram of the prototype sthird kind transformation of a halfregular 8-polyhedron nemely basic
network of the triangle 36-polyhedron into 20-polyhedron namely basic network of a triangle 48-
polyhedron, in 3 settings in relations the symmetry axis
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c) Trzeci rodzaj przeksztatcenia prototypowego

W trzecim rodzaju przeksztatcenia jako prototyp przyjeto przeksztatcenie 36-$cianu
tréjkatowego w 48-$cian tréjkatowy zgodnie z tabelg 2.

Siatkg macierzystg 36-Scianu trojkatowego jest 8-Scian pdtoremny, ktéry powstaje tak jak
to opisano w | rodzaju przeksztatcenia na rys. 4. WieloScian ten ma 8 wierzchotkéw i 18
krawedzi. Petng forme 36-$cienng otrzymujemy tak jak to opisano w | rodzaju
przeksztatcenia.

Ze $rodka 8-$cianu pétforemnego rzucamy $rodki jego krawedzi, jak na rys. 6, na wspot-
Ssrodkowg sfere (z tym 8-$cianem), otrzymujac wszystkie 18 wierzchotkéw i 36 krawedzi,
powstatego w ten spos6b 20-$cianu nieforemnego, bedacego siatkg macierzysta 48-Scianu
tréjkatowego. Ten 20-$cian skiada sie z 4 trojkatbw réwnobocznych, 12 tréjkatéw
réwnoramiennych i 4 sze$ciokatéw réwnobocznych. Aby otrzymaé petng forme 48-$cienng,
tzn. wielo$cian tréjkatowy, nalezy 4 tréjkaty réwnoboczne zamieni¢ na 12 trojkatéw
rbwnoramiennych, a 4 sze$cioboki zamieni¢ na 24 trojkaty. Przy tej zamianie wszystkie
dodatkowe wierzchotki winny leze¢ na wspélnej, wspotsrodkowej sferze z wierzchotkami
wyzej podanego 20-$cianu.

Kazdemu trojkatowi 8-Scianu péHoremnego odpowiada tréjkat réwnoboczny siatki
macierzystej 48-$cianu. Kazdemu wierzchotkowi 8-$cianu poétforemnego odpowiada 12
trojkagtéw rownoramiennych siatki macierzystej 48-$cianu.
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Abstract

The work presents two-layer networks which truss joints o layr on two spheres of free
radiusses. Elements of each network correspond with shouders and apexes of polyhedrons.
The example is the retrader and polyhedrones derivative with a bigger wall’s number. There
was accepted to considerations the division of flar triangles instead of spherical triangles -
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proposed by T. Tarnai in his work [1], Equilateral triangles which are walls of tetrahedron are
divided into smaller triangles, into one of three presented exaples with assumption conditions
shew in the work [2], [3], Number of generated polyhedrons are enclosed with a systematic
list. And the next there was presented kinds of creation prototype polyhedrons for two-layer
constructions depending from the kind transformation and the way of setting in relation to the
centre axis. There also presented original schemes of this networks.



