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SZCZEGÓLNE POŁOŻENIA ELEMENTÓW PRZESTRZENI 
WZGLĘDEM ELEMENTÓW BAZY I ICH OBRAZY W PEWNYM 
ODWZOROWANIU BIEGUNOWO-STEREOGRAFICZNYM

Streszczenie. W przedstawionej pracy omówiono szczególne położenia podstawowych 
elem entów przestrzeni pewnego odwzorowania O przestrzeni R3 trójwymiarowej na płaszczy
zną.

„Aparat projekcyjny” tego odwzorowania składa się z: paraboloidy obrotowej F2, rzutni, 
będącej płaszczyzną styczną w jej wierzchołku, oraz środka rzutów S" , który jest niewłaś
ciwym wierzchołkiem paraboloidy F2. W ykorzystując biegunowość względem  kwadryki, oraz 
zasady rzutu stereograficznego, w przedstawionym odwzorowaniu O  przyporządkowuje się 
punktowi przestrzeni R3 okrąg prostej pęk okręgów, płaszczyźnie łańcuch pęków okręgów. 
Zbadano w szystkie możliwe położenia podstawowych elementów przestrzeni względem para
boloidy F2 oraz rzutni i określono ich obrazy w odwzorowaniu O.

P A R T IC U L A R  PO SITIO N S OF TH E ELEM EN TS OF SPA C E TO W A RD S 
TH E BA SE A N D  TH E IR  IM A G ES IN CER TA IN  PO LA R -STER EO G R A PH IC  
PR O JEC TIO N

S um m ary . In the article properties o f  a certain geometrical representation O  o f  3D space 
R3 in a plane have been discussed. Using polarity w ith respect to a quadric and the principles 
o f  the stereographic projection, images o f  point, straight line and plane uncluding all their 
possible positions towards a paraboloid P2 and projecting plane have been demonstrated.

W 1996 r. w Zeszytach Naukowych AGH Opuscula M athem atica vo l.l6  opublikowałem 
pracę pt. „Biegunowo-stereograficzne odwzorowanie przestrzeni R3 na płaszczyźnie” [1], 
W ykazałem w niej możliwość odwzorowania podstawowych elem entów przestrzeni, wyko
rzystując zasadę biegunowości względem kwadryk obrotowych oraz ich rzut stereograficzny 
na płaszczyznę.
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W  przedstawionym odwzorowaniu punktowi przestrzeni odpowiada na rzutni okrąg. Dal
sze badania tego odwzorowania dotyczą przypadków, w których w „aparacie projekcyjnym” 
kw adryka obrotowa jest: 1) paraboloidą, 2) elipsoidą, 3) hiperbol oidą dwupowłokową, 4) sfe
rą. Zbadałem szczegółowo przypadek (1), tj. odwzorowanie, w którym jako  kwadrykę przy
jęto  paraboloidę obrotową.

I. O kreślen ie  odw zorow ania

N iech dana będzie paraboloida F2 oraz płaszczyzna styczna do F2 w jej właściwym wierz
chołku W. Płaszczyznę uważamy za rzutnię. Za środek rzutów przyjm ujem y punkt niewła
ściwy S” paraboloidy F2 (rys.l). Każdemu punktowi P przestrzeni R3 przyporządkowana jest 
płaszczyzna a ,  biegunowa względem F2. Przecina ona paraboloidę F2 w stożkowej e, rzeczy
wistej niezdegenerowanej lub zdegenerowanej albo urojonej. Rzutem stereograficznym stoż
kowej e z punktu S" na płaszczyźnie jes t okrąg KP rzeczywisty niezdegenerowany lub zdege- 
nerowany albo urojony [2].

Rys. 1. M odel odw zorow ania <t>
Fig. 1. The m odel o f  representation O

1.1. Definicja 1

Punktowi P przestrzeni R3 przyporządkowujemy w sposób opisany powyżej okrąg KP 
rzutni. Nazywać go będziemy obrazem punktu P w wyniku zastosowanego odwzorowania.
To przyporządkowanie oznaczamy w pracy symbolem <t> mamy więc dla punktu P:

O  (P) = Kp
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O D W Z O R O W A N IE  PO D ST A W O W Y C H  E L E M E N T Ó W  P R Z E S T R Z E N I

II. O dw zorow an ie  <t> punk t u  

II. 1. Tw ierdzenie I
Odwzorowaniem ® punktu P przestrzeni R3 na rzutni jest okrąg KP. M oże on być rzeczy

wisty niezdegenerowany lub zdegenerowany albo urojony.

®(P) = K P

W  zależności od położenia punktu P względem paraboloidy F2 wyróżnia się następujące 
przypadki:

II. 2. Przypadek 1
P jes t punktem zewnętrznym względem paraboloidy F2.
Jeżeli P jes t rzeczywistym  punktem  zewnętrznym względem F2, to jego  odwzorowaniem 

® jes t okrąg Kp rzeczywisty o promieniu niezerowym.
Płaszczyzna biegunowa punktu P względem F2 jest płaszczyzną sieczną, przecinającą ją  w 

stożkowej ( elipsie lub okręgu albo w paraboli ), a jej rzutem stereograficznym z S“ jest okrąg 
rzeczyw isty K p. ( Prostą uważamy tu za okrąg o nieskończenie wielkim prom ieniu.) [3],

II. 2. P rzypadek 1A
Jeżeli P jest punktem  w łaściwym i leży po tej samej stronie rzutni co paraboloida, to punkt 

W ( punkt styczności F2 z rzutnią ) jest punktem zewnętrznym w zględem okręgu KP

11.2. P rzypadek IB
Jeżeli P jest punktem  w łaściwym i leży po przeciwnej stronie rzutni niż paraboloida, to 

punkt W  jes t punktem wewnętrznym okręgu KP

II. 2. Przypadek 1C
Jeżeli P jes t punktem  właściwym i leży na rzutni, to punkt W należy do okręgu K P . 

Płaszczyzna biegunowa punktu P względem F2 przecina j ą  w elipsie przechodzącej przez 
punkt W. Jej rzutem stereograficznym na rzutni jest okrąg KP przechodzący przez punkt W.

11.2. Przypadek ID
Jeżeli P jes t punktem  niewłaściwym rzutni, to jego odwzorowaniem ® jes t okrąg o nie

skończenie wielkim promieniu (prosta), przechodzący przez punkt W.
Płaszczyzna biegunowa punktu P" względem F2 jest płaszczyzną symetrii przecinającą ją  

w paraboli przechodzącej przez punkt W. Jej rzutem stereograficznym jest prosta fP przecho
dząca przez punkt W.

II. 2. Przypadek 1E
Jeżeli P jest punktem niewłaściwym, różnym od S” i nie należącym do rzutni, to jego od

wzorowaniem  ® jes t okrąg KP o nieskończenie wielkim promieniu (prosta), nie przechodzący 
przez punkt W.

Płaszczyzna biegunowa punktu P" względem F2 jest płaszczyzną średnicow ą paraboloidy 
F2, przecinającą ją  w paraboli. Jej rzutem stereograficznym jest prosta fP .
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II. 3. Przypadek 2
P jes t punktem  rzeczywistym powierzchni F2.

II. 3. Przypadek 2A
Jeżeli P jest punktem właściwym, leżącym na paraboloidzie F2, różnym od punktu W, to 

jego  odwzorowaniem O  jest okrąg Kp o promieniu zerowym (punkt), różny od punktu W.
Płaszczyzna biegunowa punktu P względem paraboloidy F2 jest płaszczyzną styczną w 

punkcie P, będącym zdegenerowaną stożkową. Rzutem stereograficznym takiej stożkowej jest 
okrąg Kp , zredukowany do tegoż punktu.

II. 3. Przypadek 2B
Jeżeli punkt P = W, to jego odwzorowaniem na rzutni jest punkt W, to jes t okrąg KP, zre

dukowany do tegoż punktu.
Płaszczyzna biegunowa punktu W względem F2 jes t styczna do niej w tym punkcie, a 

więc jednoczy się z rzutnią. Rzutem punktu P = W  na rzutni jes t punkt W.

II. 3. Przypadek 2C
Jeżeli P jes t punktem  niewłaściwym P" paraboloidy F2, tzn. P” = S", to jego  odwzorowa

niem  na rzutni jes t prosta niewłaściwa rzutni.
Płaszczyzna biegunowa punktu P" = S” jes t płaszczyzną niewłaściwą, styczną do parabo

loidy F2 w punkcie S” . W  rzucie stereograficznym punktowi niewłaściwemu S” paraboloidy 
odpowiada każdy punkt niewłaściwy rzutni.[4],

II. 4. Przypadek 3
P jes t punktem wewnętrznym paraboloidy F2.
W  tym przypadku odwzorowaniem O  takiego punktu jest okrąg urojony.
Płaszczyzny biegunowe punktów wewnętrznych paraboloidy F2 przecinają ją  w stożko

w ych urojonych, których rzutami stereograficznymi są  okręgi urojone.

III. O dw zorow anie i> prostej

III.I. Twierdzenie 2 [1]
Odwzorowaniem O  prostej p, przestrzeni R3 jest pęk okręgów n p. Punktami podstawo

wymi l p, 1’ tego pęku m ogą być punkty rzeczywiste i różne, rzeczywiste i zjednoczone lub 
urojone sprzężone.

<b(p) = n p,

gdzie sym bolem n p oznaczamy pęk okręgów l p, l ’p (KA ,KB ...).
Zauważm y, że odwzorowanie ®(p) = n p prostej p na rzutni jes t określone, gdy dane są 

dwa okręgi KA i KB, będące obrazami dwóch punktów właściwych A i B prostej p lub okrąg 
Ka ( obraz punktu właściwego prostej p ) i prosta f  p ( obraz punktu niewłaściwego prostej p ). 

Prosta f  p jes t prostą potęgow ą pęku okręgów.
W  zależności od położenia prostej p względem paraboloidy F2 otrzymujemy następujące 

przypadki:

II 1.2. Przypadek 1
Prosta p  jes t prostą właściwą, zewnętrzną względem paraboloidy F2.
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Jeżeli p jes t prostą właściwą zew nętrzną względem F2i nie jes t równoległa do rzutni, to jej 
odw zorowaniem  O  je s t pęk okręgów n P = 1 , 1 ’ ( Ka ,Kb ...) przechodzących przez dwa 
stałe punkty rzeczyw iste i różne 1 ,1 ’ ( punkty podstawowe pęku o k ręgów ).

W ówczas każdem u punktowi właściwemu P prostej p odpowiada płaszczyzna biegunowa, 
sieczna F2. Płaszczyzny te tw orzą pęk płaszczyzn o osi 1. Ponieważ prosta p jes t zewnętrzna 
względem  F2, prosta 1 jako  wzajem nie biegunowa prostej p jes t sieczną F2. Posiada z n ią dwa 
rzeczyw iste punkty wspólne, przez które przechodzi każda stożkowa e, pow stała w wyniku 
przecięcia F2 odpow iednią płaszczyzną biegunową. Przez rzuty stereograficzne tych punktów 
na rzutnię przechodzi każdy okrąg pęku okręgów, będący obrazem odpowiedniego punktu 
prostej p.

M ożna tutaj wyróżnić dwa szczególne położenia prostej względem rzutni.

III. 2. Przypadek 1A
Jeżeli prosta p jest zewnętrzna względem F2 i równoległa do rzutni, jej odwzorowaniem <t> 

jes t pęk okręgów FIp = 1 , 1 ’ ( Ka ,Kb ...), którego prosta potęgow a fP przechodzi przez 
punkt W  ( punkt styczności F2 z rzu tn ią ).

Płaszczyzna biegunowa punktu niewłaściwego P” prostej p ( równoległej do rzutni ), 
w zględem F2 jes t jej płaszczyzną symetrii przechodzącą przez w ierzchołek W. Przecina więc 
F2 w paraboli, której rzutem stereograficznym na rzutni jest prosta przechodząca przez punkt 
W.

I I I .2. Przypadek IB
Jeżeli prosta p jes t zewnętrzna względem F2 i leży na rzutni, to jej odwzorowaniem <1> jest 

pęk okręgów FIp = 1, 1’ ( Ka ,Kb ...), którego jednym  z punktów podstawow ych jes t punkt W 
( W  = 1 ).

O dwzorowaniem O  każdego punktu rzeczywistego rzutni jes t okrąg rzeczywisty, zawie
rający punkt W, tak więc W jes t jednym  z punktów podstawowych pęku okręgów, będącego 
odwzorowaniem O  prostej p leżącej na rzutni.

III. 3. P rzypadek 2
p jes t prostą właściwą, styczną do paraboloidy F2.
Jeżeli p jes t prostą w łaściw ą styczną do paraboloidy F2, to odwzorowaniem prostej p jest 

pęk okręgów o punktach podstawowych rzeczywistych i zjednoczonych (1  =1 ’ ).
K ażdy okrąg pęku okręgów jes t styczny w punkcie 1 = 1’ , a prosta potęgow a pęku jest 

w spólną styczną wszystkich okręgów pęku. Prosta 1, będąca osią pęku płaszczyzn bieguno
wych, rzeczyw istych punktów prostej p, przebija F2 w punkcie styczności. Przez ten punkt 
przechodzą rów nież wszystkie stożkowe powstałe w wyniku przecięcia F2 płaszczyznami bie
gunowymi. Rzut stereograficzny tego punktu na rzutnię jes t zjednoczonym punktem pod
stawowym pęku okręgów n P.

III. 3. Przypadek 2A
Jeżeli prosta p jes t styczną do F2 w jej wierzchołku W, to na rzutni odpowiada jej pęk 

okręgów lip  o punktach podstawowych 1 = 1’= W, rzeczywistych i zjednoczonych z punktem 
W.

III. 4. Przypadek 3
p jes t p rostą sieczną paraboloidy F2.
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Jeżeli p jes t prostą sieczną paraboloidy F2, to jej odwzorowaniem O  jes t pęk okręgów o 
punktach podstawowych urojonych sprzężonych. Pęk taki zawiera dwa okręgi o promieniu ze
rowym, sym etrycznie położone względem prostej potęgowej tego pęku.

Prosta 1, będąca osią pęku płaszczyzn biegunowych punktów rzeczywistych prostej p, jako 
wzajem nie biegunowa prostej p, jest prostą zew nętrzną względem F2. Przebija j ą  zatem w 
dwóch punktach urojonych sprzężonych. Rzutami tych punktów na rzutnię będą punkty pod
stawowe pęku okręgów - urojone sprzężone. Rzeczywistym punktom przebicia F2 prostą p 
odpow iadają na rzutni dwa okręgi zerowe, symetrycznie położone względem prostej potęgo
wej tego pęku.

III. 4. Przypadek 3A
Jeżeli p jest prostą prostopadłą do rzutni, to jej odwzorowaniem O  jes t pęk okręgów o 

punktach podstawowych urojonych sprzężonych, a jego prosta potęgowa jes t prostą niewłaś
ciw ą rzutni .

Pęk taki tworzy zbiór rzeczywistych okręgów współśrodkowych oraz okrąg o promieniu 
zerowym, zjednoczony ze środkiem okręgów pęku. Każdemu punktowi w łaściwem u prostej p 
prostopadłej do rzutni odpowiada płaszczyzna biegunowa w zględem F2, przecinająca ją  
w elipsie e ( okręgu ) rzeczywistej lub urojonej. Dla punktu niewłaściwego P" prostej p ( P" = 
S" ) płaszczyzna biegunowa względem F2 jes t płaszczyzną niew łaściw ą co”, przechodzącą 
przez punkt S"i styczną do F2 w punkcie S”. Płaszczyzny biegunowe punktów właściwych 
prostej p oraz płaszczyzna biegunowa niewłaściwa co” punktu niewłaściwego prostej p tworzą 
pęk płaszczyzn, którego osią jest prosta niewłaściwa 1". Zatem wszystkie płaszczyzny biegu
nowe są  równoległe i przecinają F2 w elipsach rzeczywistych lub urojonych, a ich rzuty ste- 
reograficzne na rzutnię (okręgi) przecinają się w punktach cyklicznych. Prosta p jes t średnicą 
paraboloidy F2 i p rostą wzajem nie biegunow ą prostej niewłaściwej 1”. Równoległe płaszczy
zny biegunow e pęku płaszczyzn o osi 1" są  sprzężone z prostą p. Tak więc środki wszystkich 
stożkowych będących przekrojami paraboloidy F2 płaszczyznami biegunowymi leżą na jej 
średnicy p. Rzuty ortogonalne tych środków na rzutnię, zgodnie z kierunkiem rzutu stereogra- 
ficznego, zjednoczą się w jednym  punkcie, będącym środkiem okręgów współśrodkowych. 
Rzeczywistemu punktowi przebicia F2 prostą p odpowiada na rzutni okrąg o promieniu zero
wym, zjednoczony ze środkiem okręgów współśrodkowych.

III. 4. Przypadek 3B
Jeżeli p jes t prostą sieczną paraboloidy F2 i rów noległą do rzutni, to jej odwzorowaniem O 

je s t pęk okręgów o punktach podstawowych urojonych sprzężonych, zawierający dwa okręgi 
o prom ieniu zerowym, symetrycznie położone względem prostej potęgowej przechodzącej 
przez punkt W

Obrazem niewłaściwego punktu P” prostej p na rzutni jest prosta potęgow a pęku przecho
dząca przez punkt W. Punkty przebicia prostej p z F2 są  symetrycznie położone względem 
płaszczyzny głównej paraboloidy F2 (płaszczyzny biegunowej punktu niewłaściwego P” pro
stej p). Zatem  ich rzuty stereograficzne są  symetrycznie położone względem prostej potęgo
wej pęku, który jes t obrazem prostej p.

III. 5. Przypadek 4
p jest prostą niew łaściw ą p = p", nie leżącą na rzutni.
Jeżeli p jes t prostą niewłaściwą p = p”, nie leżącą na rzutni, to jej odwzorowaniem O jest 

pęk okręgów zdegenerowanych o nieskończenie wielkim promieniu i punktach podstawo
wych rzeczywistych i zjednoczonych ( pęk prostych o wierzchołku L ).
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Punktom niewłaściwym prostej niewłaściwej p" odpowiada pęk płaszczyzn biegunowych 
względem  F2, będących jej płaszczyznami średnicowymi. O sią tego pęku jes t średnica 1 para- 
boloidy F2, w zajem nie biegunowa z prostą niew łaściw ą p". Prosta 1 przebija F2 w  punkcie 
przecięcia parabol, powstałych w  wyniku przecięcia paraboloidy F2 płaszczyznam i bieguno
wymi. Punktowi przebicia F2 prostą p odpowiada na rzutni okrąg o prom ieniu zerowym. 
Punkt ten, różny od W, jes t wierzchołkiem pęku prostych, na które odw zorowanie O  prze
prowadza punkty niewłaściwe prostej niewłaściwej p”.

III. 5. Przypadek 4A
Jeżeli p jes t prostą niew łaściw ą rzutni, to jej odwzorowaniem O  jes t pęk prostych przeci

nających się w  punkcie W.

IV. O dw zorow an ie <t> płaszczyzny

IV . 1. Tw ierdzenie 3
Odwzorowaniem <J> płaszczyzny a  jes t łańcuch pęków okręgów, którego środek potęgowy 

je s t punktem  zewnętrznym , wewnętrznym lub należącym do każdego okręgu danego łańcucha 
okręgów. [5],[6],[7].

® (a) = *F

Punktom niewłaściwym płaszczyzny a  odpow iadają na rzutni proste potęgow e pęków 
okręgów przechodzące przez stały punkt L. Punktom w łaściwym odpow iadają okręgi rzeczy
wiste lub urojone. Okręgi te wraz z prostymi potęgowymi tw orzą pęki okręgów, na które od
w zorowują się proste płaszczyzny a.

Odwzorowanie płaszczyzny a  na rzutni jes t określone wystarczająco:
1) trzem a okręgami niewspółśrodkowymi,
2) okręgiem i dwiem a prostymi potęgowymi,
3) okręgiem  i środkiem potęgowym łańcucha okręgów L.

W  zależności od położenia płaszczyzny a  względem paraboloidy F2 rozpatrzym y nastę
pujące przypadki :

IV . 2. Przypadek 1
a  je s t płaszczyzną zew nętrzną w zględem F2.
Jeśli a  jes t płaszczyzną zew nętrzną względem F2, to odwzorowaniem płaszczyzny a .  jest 

łańcuch okręgów, którego środek potęgowy L jest punktem wewnętrznym  okręgów tego łań
cucha.

K ażdem u rzeczywistem u punktowi płaszczyzny a  odpowiada płaszczyzna biegunowa 
względem  F2, przecinająca j ą  w stożkowej rzeczywistej. Płaszczyzny te przecinają się w  jed 
nym punkcie biegunow o sprzężonym z płaszczyzną a . Punkt ten jest punktem wewnętrznym 
paraboloidy F2, jak  również punktem wewnętrznym elips powstałych w wyniku przecięcia F2 
płaszczyznami biegunowymi punktów właściwych płaszczyzny a . Prosta 1, wzajem nie biegu
nowa prostej p" ( niewłaściwej płaszczyzny a  ), przechodząca przez ten punkt, jes t średnicą F2 
i przebija ją  w  pewnym  punkcie, którego odwzorowaniem <t> na rzutnię jes t punkt L, we
wnętrzny względem  okręgów ( rzutów stereograficznych tych elips ).
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IV.2. Przypadek 1A
Jeżeli płaszczyzna a  je s t zewnętrzna względem F2 i równoległa do rzutni, to jej odwzoro

waniem O jest łańcuch okręgów o środku potęgowym L = W, wewnętrznym względem okrę
gów danego łańcucha okręgów.

Odwzorowaniem każdej prostej należącej do płaszczyzny a  jes t pęk okręgów, którego 
prosta potęgowa przechodzi przez punkt W. Punkt W jest środkiem potęgowym łańcucha pę
ków okręgów, który jest odwzorowaniem <t> płaszczyzny a .

IV .3. Przypadek 2
a  jest płaszczyzną styczną do paraboloidy F2.
Jeżeli a  jest płaszczyzną styczną do paraboloidy F2, to jej odwzorowaniem O jes t łańcuch 

okręgów o środku potęgowym L, należącym do każdego okręgu tego łańcucha. Punkt stycz
ności płaszczyzny a  z paraboloidą F2 jest wspólnym punktem płaszczyzn biegunowych 
punktów rzeczywistych płaszczyzny a .  Przecinają się w nich stożkowe, powstałe przecięcia 
F2 tymi płaszczyznami. Odwzorowaniem O punktu styczności płaszczyzny a  jest okrąg o 
prom ieniu zerowym, będący środkiem potęgowym łańcucha okręgów, przez który przechodzi 
każdy okrąg tego łańcucha. Punkt ten jes t wspólnym punktem podstawowym każdego pęku 
okręgów należących do danego łańcucha okręgów.

IV .3  Przypadek 2A
Jeżeli płaszczyzna a  jednoczy się z rzutnią, to jej odwzorowaniem <I> jest łańcuch pęków 

okręgów o środku potęgowym L = W, którego każdy okrąg przechodzi przez punkt W.

IV. 4. Przypadek 3
a  je s t płaszczyzną sieczną względem paraboloidy F2.
Jeżeli a  jes t płaszczyzną sieczną względem paraboloidy F2, to odwzorowaniem 0  płasz

czyzny a  jes t łańcuch okręgów, którego środek potęgowy L jest punktem  zewnętrznym 
względem okręgów tego łańcucha.

Punktom rzeczywistym płaszczyzny a  odpowiadają płaszczyzny biegunowe względem F2, 
przecinające j ą  w stożkowych rzeczywistych lub urojonych. Płaszczyzny te przecinają się w 
prostych przechodzących przez punkt biegunowo sprzężonym z daną płaszczyzną a . Jest on 
punktem zewnętrznym F2, jak  również punktem zewnętrznym elips powstałych w wyniku 
przecięcia F2 płaszczyznami biegunowymi punktów właściwych płaszczyzny a .  Prosta 1, 
wzajemnie biegunowa prostej p" niewłaściwej płaszczyzny a ,  przechodząca przez ten punkt, 
jes t średnicą F2. Przebija ją  w punkcie, którego odwzorowaniem <t> na rzutni jest punkt L, ze
wnętrzny okręgów, będących rzutami stereograficznymi tych elips. W yróżnimy tutaj dwa 
przypadki:

IV . 4. Przypadek 3A
Jeżeli płaszczyzna a ,  sieczna względem F2, jest równoległa do rzutni, to jej odwzorowa

niem O  jest łańcuch okręgów o środku potęgowym L = W, zewnętrznym w zględem okręgów 
tego łańcucha.

IV . 4. Przypadek 3B
Jeżeli płaszczyzna a  jes t prostopadła do rzutni, to jej odwzorowaniem O jest łańcuch 

okręgów, którego środkiem potęgowym jest punkt niewłaściwy L = L” .
Płaszczyzna a  1  jest płaszczyzną średnicową paraboloidy F2 i płaszczyzną biegunową 

pewnego punktu niewłaściwego P”. Ponieważ punkt P" jest biegunowo sprzężony z płaszczy
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zną a ,  jes t on punktem przecięcia płaszczyzn biegunowych rzeczywistych punktów płaszczy
zny a .  Zatem proste potęgowe łańcucha okręgów, będącego odwzorowaniem płaszczyzny 
a ,  przecinają się w punkcie niewłaściwym P ' = L". Jest on środkiem potęgow ym  danego łań
cucha okręgów.

IV. 5. Przypadek 4
a  jes t płaszczyzną niew łaściw ą przestrzeni R3 (a  = a")-
Jeżeli a  je s t płaszczyzną niew łaściw ą przestrzeni R3 (a  = a " ) , to odwzorowaniem <f> k 

punktu niewłaściwego przestrzeni R3 jest prosta właściwa dla P" *■ S”, a dla P ”= S ” - prosta 
niewłaściwa rzutni.

W ynika stąd, że odwzorowaniem C> płaszczyzny niewłaściwej przestrzeni R 3 jest zbiór 
prostych rzutni wraz z jej prostą niew łaśc iw ą.
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A b strac t

In the presented article properties o f  a certain geometrical representation O  o f  3D space R3 
In a plane have been discussed. The „projecting apparatus o f  this representation consists o f a 
paraboloid o f  revolution Fz, projecting plane being tangent to F2 at its vertex W and o f  the 
centre S* o f  projection, being in turn, the other vertex o f the paraboloid. Using the polarity 
with respect to the quadric and the principles o f stereographic projection, to a point o f space 
R3 corresponds a circle, to a line -  pencil o f circles, to a plane -  set o f  pencils o f  circles. All 
possible positions o f basic elements o f  space towards the paraboloid F: and projecting plane 
have been taken under consideration and their projections in the representation <5 have also 
been found.


