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SZCZEGOLNE POLOZENIA ELEMENTOW PRZESTRZENI
WZGLEDEM ELEMENTOW BAZY | ICH OBRAZY W PEWNYM
ODWZOROWANIU BIEGUNOWO-STEREOGRAFICZNYM

Streszczenie. W przedstawionej pracy oméwiono szczegdlne potozenia podstawowych
elementéw przestrzeni pewnego odwzorowania O przestrzeni R3tréjwymiarowej na plaszczy-
zna.

»Aparat projekcyjny” tego odwzorowania sktada sie z: paraboloidy obrotowej F2 rzutni,
bedacej ptaszczyzng styczng w jej wierzchotku, oraz $rodka rzutéw S" , ktory jest niewtas-
ciwym wierzchotkiem paraboloidy F2 Wykorzystujac biegunowos$¢ wzgledem kwadryki, oraz
zasady rzutu stereograficznego, w przedstawionym odwzorowaniu O przyporzadkowuje sie
punktowi przestrzeni R3 okrag prostej pek okregdw, ptaszczyznie tancuch pekéw okregéw.
Zbadano wszystkie mozliwe potozenia podstawowych elementdéw przestrzeni wzgledem para-
boloidy F2oraz rzutni i okre$lono ich obrazy w odwzorowaniu O.

PARTICULAR POSITIONS OF THE ELEMENTS OF SPACE TOWARDS
THE BASE AND THEIR IMAGES IN CERTAIN POLAR-STEREOGRAPHIC

PROJECTION

Summary. In the article properties of a certain geometrical representation O of 3D space
R3in a plane have been discussed. Using polarity with respect to a quadric and the principles
of the stereographic projection, images of point, straight line and plane uncluding all their
possible positions towards a paraboloid P2and projecting plane have been demonstrated.

W 1996 r. w Zeszytach Naukowych AGH Opuscula Mathematica vol.I6 opublikowatem
prace pt. ,Biegunowo-stereograficzne odwzorowanie przestrzeni R3 na ptaszczyznie” [1],
Wykazatem w niej mozliwo$¢ odwzorowania podstawowych elementéw przestrzeni, wyko-
rzystujac zasade biegunowos$ci wzgledem kwadryk obrotowych oraz ich rzut stereograficzny

na ptaszczyzne.
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W przedstawionym odwzorowaniu punktowi przestrzeni odpowiada na rzutni okrag. Dal-
sze badania tego odwzorowania dotyczg przypadkdéw, w ktérych w ,aparacie projekcyjnym”
kwadryka obrotowa jest: 1) paraboloida, 2) elipsoidg, 3) hiperboloidg dwupowtokowg, 4) sfe-
rg. Zbadatem szczegdétowo przypadek (1), tj. odwzorowanie, w ktérym jako kwadryke przy-
jeto paraboloide obrotowa.

I. Okre$lenie odwzorowania

Niech dana bedzie paraboloida F2oraz ptaszczyzna styczna do F2w jej wasciwym wierz-
chotku W. Plaszczyzne uwazamy za rzutnie. Za $rodek rzutéw przyjmujemy punkt niewta-
Sciwy S” paraboloidy F2(rys.l). Kazdemu punktowi P przestrzeni R3przyporzadkowana jest
ptaszczyzna a, biegunowa wzgledem F2 Przecina ona paraboloide F2w stozkowej e, rzeczy-
wistej niezdegenerowanej lub zdegenerowanej albo urojonej. Rzutem stereograficznym stoz-
kowej e z punktu S" na ptaszczyznie jest okrag KPrzeczywisty niezdegenerowany lub zdege-
nerowany albo urojony [2].

Rys. 1. Model odwzorowania <
Fig. 1. The model of representation O

1.1. Definicja 1

Punktowi P przestrzeni R3 przyporzadkowujemy w sposéb opisany powyzej okrag KP
rzutni. Nazywac go bedziemy obrazem punktu P w wyniku zastosowanego odwzorowania.
To przyporzagdkowanie oznaczamy w pracy symbolem t>mamy wiec dla punktu P:

0 (P) = Kp
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ODWZOROWANIE PODSTAWOWYCH ELEMENTOW PRZESTRZENI

Il. Odwzorowanie <>punktu

II.1. Twierdzenie |
Odwzorowaniem ® punktu P przestrzeni R3na rzutni jest okrag KP. Moze on by¢ rzeczy-
wisty niezdegenerowany lub zdegenerowany albo urojony.

®(P) = KP

W zaleznos$ci od potozenia punktu P wzgledem paraboloidy F2wyréznia sie nastepujace
przypadki:

Il. 2. Przypadek 1

P jest punktem zewnetrznym wzgledem paraboloidy F2

Jezeli P jest rzeczywistym punktem zewnetrznym wzgledem F2 to jego odwzorowaniem
® jest okrag Kp rzeczywisty o promieniu niezerowym.

Ptaszczyzna biegunowa punktu P wzgledem F2jest ptaszczyzng sieczng, przecinajacajg w
stozkowej ( elipsie lub okregu albo w paraboli ), ajej rzutem stereograficznym z S* jest okrag
rzeczywisty Kp. ( Prostg uwazamy tu za okrag o nieskonczenie wielkim promieniu.) [3],

Il. 2. Przypadek 1A
Jezeli P jest punktem witasciwym i lezy po tej samej stronie rzutni co paraboloida, to punkt
W ( punkt stycznosci F2z rzutnig )jest punktem zewnetrznym wzgledem okregu KP

11.2. Przypadek IB
Jezeli P jest punktem witasciwym i lezy po przeciwnej stronie rzutni niz paraboloida, to
punkt W jest punktem wewnetrznym okregu KP

Il. 2. Przypadek 1C

Jezeli P jest punktem wiasciwym i lezy na rzutni, to punkt W nalezy do okregu KP.
Ptaszczyzna biegunowa punktu P wzgledem F2 przecina jg w elipsie przechodzacej przez
punkt W. Jej rzutem stereograficznym na rzutni jest okrag KPprzechodzacy przez punkt W.

11.2. Przypadek ID

Jezeli P jest punktem niewtasciwym rzutni, to jego odwzorowaniem ® jest okrag o nie-
skonczenie wielkim promieniu (prosta), przechodzacy przez punkt W.

Ptaszczyzna biegunowa punktu P" wzgledem F2jest ptaszczyzng symetrii przecinajaca ja
w paraboli przechodzacej przez punkt W. Jej rzutem stereograficznym jest prosta fPprzecho-
dzgca przez punkt W.

Il. 2. Przypadek 1E

Jezeli P jest punktem niewtasciwym, ré6znym od S” i nie nalezagcym do rzutni, to jego od-
wzorowaniem ® jest okrag KPo nieskoniczenie wielkim promieniu (prosta), nie przechodzacy
przez punkt W.

Ptaszczyzna biegunowa punktu P" wzgledem F2jest ptaszczyzng $rednicowaq paraboloidy
F2 przecinajgcajg w paraboli. Jej rzutem stereograficznym jest prosta fP .
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Il. 3. Przypadek 2
P jest punktem rzeczywistym powierzchni F2

Il. 3. Przypadek 2A
Jezeli P jest punktem wtiasciwym, lezacym na paraboloidzie F2 r6znym od punktu W, to
jego odwzorowaniem O jest okragg Kp o promieniu zerowym (punkt), ré6zny od punktu W.
Ptaszczyzna biegunowa punktu P wzgledem paraboloidy F2jest ptaszczyzng styczng w
punkcie P, bedagcym zdegenerowang stozkowga. Rzutem stereograficznym takiej stozkowej jest
okrag Kp, zredukowany do tegoz punktu.

1. 3. Przypadek 2B

Jezeli punkt P = W, to jego odwzorowaniem na rzutni jest punkt W, to jest okrag KP, zre-
dukowany do tegoz punktu.

Ptaszczyzna biegunowa punktu W wzgledem F2jest styczna do niej w tym punkcie, a
wiec jednoczy sie z rzutnig. Rzutem punktu P = W na rzutni jest punkt W.

Il. 3. Przypadek 2C

Jezeli P jest punktem niewtasciwym P" paraboloidy F2 tzn. P” = S", to jego odwzorowa-
niem na rzutni jest prosta niewtasciwa rzutni.

Ptaszczyzna biegunowa punktu P" = S” jest plaszczyzna niewtasciwg, styczng do parabo-
loidy F2w punkcie S”. W rzucie stereograficznym punktowi niewtasciwemu S” paraboloidy
odpowiada kazdy punkt niewtasciwy rzutni.[4],

Il. 4. Przypadek 3

P jest punktem wewnetrznym paraboloidy F2

W tym przypadku odwzorowaniem O takiego punktu jest okrag urojony.

Piaszczyzny biegunowe punktéw wewnetrznych paraboloidy F2 przecinajg ja w stozko-
wych urojonych, ktérych rzutami stereograficznymi sg okregi urojone.

I1l. Odwzorowanie i> prostej

I1.1. Twierdzenie 2 [1]

Odwzorowaniem O prostej p, przestrzeni R3jest pek okregéw n p. Punktami podstawo-
wymi Ip, 1’ tego peku moga by¢ punkty rzeczywiste i rézne, rzeczywiste i zjednoczone lub
urojone sprzezone.

<bp) =np

gdzie symbolem n poznaczamy pek okregéw Ip, | ’p(KA ,KB...).

Zauwazmy, ze odwzorowanie ®(p) = n p prostej p na rzutni jest okreslone, gdy dane sg
dwa okregi KAi KB bedace obrazami dwéch punktéw wiasciwych A i B prostej p lub okrag
Ka (obraz punktu wtasciwego prostej p ) i prosta f p( obraz punktu niewta$ciwego prostej p ).

Prosta f pjest prosta potegowga peku okregow.

W zaleznoéci od potozenia prostej p wzgledem paraboloidy F2 otrzymujemy nastepujace
przypadki:

111.2. Przypadek 1
Prosta p jest prosta wtasciwg, zewnetrzng wzgledem paraboloidy F2
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Jezeli p jest prostg wtasciwg zewnetrzng wzgledem F2i nie jest rownolegta do rzutni, to jej
odwzorowaniem O jest pek okregéw nP =1,1" ( Ka ,Kb ..) przechodzacych przez dwa
state punkty rzeczywiste i r6zne 1,1’ ( punkty podstawowe peku okregow).

Wéwczas kazdemu punktowi wiasciwemu P prostej p odpowiada ptaszczyzna biegunowa,
sieczna F2 Ptaszczyzny te tworzg pek ptaszczyzn o osi 1 Poniewaz prosta p jest zewnetrzna
wzgledem F2 prosta ljako wzajemnie biegunowa prostej p jest sieczng F2. Posiada z nig dwa
rzeczywiste punkty wspolne, przez ktore przechodzi kazda stozkowa e, powstata w wyniku
przeciecia F2odpowiednig ptaszczyzng biegunowg. Przez rzuty stereograficzne tych punktéow
na rzutnie przechodzi kazdy okrag peku okregéw, bedacy obrazem odpowiedniego punktu
prostej p.

Mozna tutaj wyrézni¢ dwa szczegélne potozenia prostej wzgledem rzutni.

I11. 2. Przypadek 1A

Jezeli prosta p jest zewnetrzna wzgledem F2i réwnolegta do rzutni, jej odwzorowaniem <
jest pek okregéow FIp =1,1" ( Ka ,Kb ..), ktérego prosta potegowa fP przechodzi przez
punkt W ( punkt styczno$ci F2 z rzutnig).

Ptaszczyzna biegunowa punktu niewtasciwego P” prostej p ( réwnolegtej do rzutni ),
wzgledem F2jest jej ptaszczyzng symetrii przechodzaca przez wierzchotek W. Przecina wiec
F2 w paraboli, ktérej rzutem stereograficznym na rzutni jest prosta przechodzgca przez punkt
W.

I11.2. Przypadek 1B

Jezeli prosta p jest zewnetrzna wzgledem F2i lezy na rzutni, to jej odwzorowaniem <>jest
pek okregéw Flp= 1, 1’ ( Ka ,Kb ...), ktérego jednym z punktéw podstawowych jest punkt W
(W=1).

Odwzorowaniem O kazdego punktu rzeczywistego rzutni jest okrag rzeczywisty, zawie-
rajagcy punkt W, tak wiec W jest jednym z punktéw podstawowych peku okregdw, bedacego
odwzorowaniem O prostej p lezacej na rzutni.

I1. 3. Przypadek 2

p jest prostg wasciwg, styczng do paraboloidy F2

Jezeli p jest prostag wtasciwg styczng do paraboloidy F2 to odwzorowaniem prostej p jest
pek okregéw o punktach podstawowych rzeczywistych i zjednoczonych (1 =1").

Kazdy okrag peku okregéw jest styczny w punkcie 1 =1", a prosta potegowa peku jest
wspblng styczng wszystkich okregéw peku. Prosta 1, bedaca osig peku ptaszczyzn bieguno-
wych, rzeczywistych punktdw prostej p, przebija F2w punkcie stycznoéci. Przez ten punkt
przechodzg rowniez wszystkie stozkowe powstate w wyniku przeciecia F2ptaszczyznami bie-
gunowymi. Rzut stereograficzny tego punktu na rzutnie jest zjednoczonym punktem pod-
stawowym peku okregéw nP

I11. 3. Przypadek 2A
Jezeli prosta p jest styczng do F2 w jej wierzchotku W, to na rzutni odpowiada jej pek

okreg6éw lip o punktach podstawowych 1= 1'= W, rzeczywistych i zjednoczonych z punktem
W.

I11. 4. Przypadek 3
p jest prosta sieczng paraboloidy F2
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Jezeli p jest prostg sieczng paraboloidy F2 to jej odwzorowaniem O jest pek okregéw o
punktach podstawowych urojonych sprzezonych. Pek taki zawiera dwa okregi o promieniu ze-
rowym, symetrycznie potozone wzgledem prostej potegowej tego peku.

Prosta 1, bedaca osig peku ptaszczyzn biegunowych punktéw rzeczywistych prostej p, jako
wzajemnie biegunowa prostej p, jest prostg zewnetrzng wzgledem F2 Przebija jg zatem w
dwoch punktach urojonych sprzezonych. Rzutami tych punktéw na rzutnie bedg punkty pod-
stawowe peku okregéw - urojone sprzezone. Rzeczywistym punktom przebicia F2 prosta p
odpowiadajg na rzutni dwa okregi zerowe, symetrycznie potozone wzgledem prostej potego-
wej tego peku.

I11. 4. Przypadek 3A

Jezeli p jest prostg prostopadtg do rzutni, to jej odwzorowaniem O jest pek okregéw o
punktach podstawowych urojonych sprzezonych, a jego prosta potegowa jest prostg niewtas-
ciwa rzutni .

Pek taki tworzy zbior rzeczywistych okregéw wspoétsrodkowych oraz okrag o promieniu
zerowym, zjednoczony ze $rodkiem okregéw peku. Kazdemu punktowi wtasciwemu prostej p
prostopadtej do rzutni odpowiada ptaszczyzna biegunowa wzgledem F2 przecinajgca ja
w elipsie e (okregu ) rzeczywistej lub urojonej. Dla punktu niewtasciwego P" prostej p ( P" =
S" ) plaszczyzna biegunowa wzgledem F2jest ptaszczyzna niewtasciwg co”, przechodzaca
przez punkt S"i styczng do F2 w punkcie S”. Plaszczyzny biegunowe punktéow wiasciwych
prostej p oraz ptaszczyzna biegunowa niewtasciwa co” punktu niewtasciwego prostej p tworza
pek ptaszczyzn, ktérego osigjest prosta niewtasciwa 1". Zatem wszystkie ptaszczyzny biegu-
nowe sg rownolegte i przecinajg F2w elipsach rzeczywistych lub urojonych, a ich rzuty ste-
reograficzne na rzutnie (okregi) przecinajg sie w punktach cyklicznych. Prosta p jest $rednica
paraboloidy F2i prostag wzajemnie biegunowa prostej niewtasciwej I'. Réwnolegte ptaszczy-
zny biegunowe peku ptaszczyzn o osi 1" sg sprzezone z prostg p. Tak wiec $rodki wszystkich
stozkowych bedacych przekrojami paraboloidy F2ptaszczyznami biegunowymi lezg na jej
$rednicy p. Rzuty ortogonalne tych srodkéw na rzutnie, zgodnie z kierunkiem rzutu stereogra-
ficznego, zjednoczg sie w jednym punkcie, bedagcym $rodkiem okregéw wspdtsrodkowych.
Rzeczywistemu punktowi przebicia F2prosta p odpowiada na rzutni okragg o promieniu zero-
wym, zjednoczony ze $rodkiem okregéw wspdtsrodkowych.

I11. 4. Przypadek 3B

Jezeli p jest prostg sieczng paraboloidy F2i réwnolegta do rzutni, to jej odwzorowaniem O
jest pek okregéw o punktach podstawowych urojonych sprzezonych, zawierajacy dwa okregi
0 promieniu zerowym, symetrycznie potozone wzgledem prostej potegowej przechodzacej
przez punkt W

Obrazem niewtasciwego punktu P” prostej p na rzutni jest prosta potegowa peku przecho-
dzgca przez punkt W. Punkty przebicia prostej p z F2sg symetrycznie potozone wzgledem
ptaszczyzny gtéwnej paraboloidy F2 (ptaszczyzny biegunowej punktu niewtasciwego P” pro-
stej p). Zatem ich rzuty stereograficzne sg symetrycznie potozone wzgledem prostej potego-
wej peku, ktory jest obrazem prostej p.

I1l. 5. Przypadek 4

p jest prostg niewtasciwag p = p", nie lezacg na rzutni.

Jezeli p jest prostg niewtasciwg p = p”, nie lezaca na rzutni, to jej odwzorowaniem O jest
pek okregoéw zdegenerowanych o nieskonczenie wielkim promieniu i punktach podstawo-
wych rzeczywistych i zjednoczonych ( pek prostych o wierzchotku L ).
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Punktom niewtasciwym prostej niewtasciwej p" odpowiada pek ptaszczyzn biegunowych
wzgledem F2 bedacych jej ptaszczyznami $rednicowymi. Osig tego peku jest $rednica 1para-
boloidy F2 wzajemnie biegunowa z prosta niewtasciwg p". Prosta 1przebija F2w punkcie
przeciecia parabol, powstatych w wyniku przeciecia paraboloidy F2 ptaszczyznami bieguno-
wymi. Punktowi przebicia F2 prostg p odpowiada na rzutni okrgg o promieniu zerowym.
Punkt ten, rézny od W, jest wierzchotkiem peku prostych, na ktére odwzorowanie O prze-
prowadza punkty niewtasciwe prostej niewtasciwej p”.

I11.5. Przypadek 4A
Jezeli p jest prosta niew#tasciwg rzutni, to jej odwzorowaniem O jest pek prostych przeci-
najacych sie w punkcie W.

IV. Odwzorowanie ¢>ptaszczyzny

IV. 1. Twierdzenie 3
Odwzorowaniem <>plaszczyzny a jest tafcuch pekéw okregéw, ktdrego Srodek potegowy
jest punktem zewnetrznym, wewnetrznym lub nalezacym do kazdego okregu danego taricucha
okregow. [5],[61,[7].
®(a) = *

Punktom niewtasciwym plaszczyzny a odpowiadajg na rzutni proste potegowe pekow
okregéw przechodzace przez staty punkt L. Punktom witasciwym odpowiadajg okregi rzeczy-
wiste lub urojone. Okregi te wraz z prostymi potegowymi tworzg peki okregéw, na ktére od-
wzorowujg sie proste ptaszczyzny a.

Odwzorowanie ptaszczyzny a na rzutni jest okre$lone wystarczajaco:

1) trzema okregami niewspétsrodkowymi,
2) okregiem i dwiema prostymi potegowymi,
3) okregiem i $rodkiem potegowym tancucha okregéw L.

W zaleznosci od potozenia ptaszczyzny a wzgledem paraboloidy F2rozpatrzymy naste-
pujace przypadki :

1V. 2. Przypadek 1

a jest ptaszczyzng zewnetrzng wzgledem F2

Jesli a jest ptaszczyzng zewnetrzng wzgledem F2 to odwzorowaniem ptaszczyzny a. jest
tancuch okregéw, ktérego $rodek potegowy L jest punktem wewnetrznym okregéw tego tan-
cucha.

Kazdemu rzeczywistemu punktowi ptaszczyzny a odpowiada ptaszczyzna biegunowa
wzgledem F2 przecinajaca jg w stozkowej rzeczywistej. Ptaszczyzny te przecinajg sie w jed-
nym punkcie biegunowo sprzezonym z ptaszczyzng a. Punkt ten jest punktem wewnetrznym
paraboloidy F2 jak réwniez punktem wewnetrznym elips powstatych w wyniku przeciecia F2
ptaszczyznami biegunowymi punktéw wiasciwych plaszczyzny a. Prosta 1, wzajemnie biegu-
nowa prostej p" (niewtasciwej ptaszczyzny a ), przechodzgca przez ten punkt, jest $rednicg F2
i przebija ja w pewnym punkcie, ktérego odwzorowaniem <> na rzutnie jest punkt L, we-
wnetrzny wzgledem okregéw ( rzutéw stereograficznych tych elips).
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IV.2. Przypadek 1A

Jezeli plaszczyzna a jest zewnetrzna wzgledem F2i réwnolegta do rzutni, to jej odwzoro-
waniem O jest tancuch okregéw o $rodku potegowym L = W, wewnetrznym wzgledem okre-
géw danego tancucha okregow.

Odwzorowaniem kazdej prostej nalezacej do ptaszczyzny a jest pek okregoéw, ktérego
prosta potegowa przechodzi przez punkt W. Punkt W jest srodkiem potegowym #taincucha pe-
kéw okregéw, ktory jest odwzorowaniem <>ptaszczyzny a.

IV.3. Przypadek 2

a jest ptaszczyzng styczng do paraboloidy F2

Jezeli a jest ptaszczyzng styczng do paraboloidy F2 to jej odwzorowaniem O jest taficuch
okregéw o $rodku potegowym L, nalezagcym do kazdego okregu tego tafncucha. Punkt stycz-
nosSci plaszczyzny a z paraboloidg F2 jest wspdlnym punktem ptaszczyzn biegunowych
punktéw rzeczywistych ptaszczyzny a. Przecinajg sie w nich stozkowe, powstate przecigcia
F2 tymi ptaszczyznami. Odwzorowaniem O punktu stycznos$ci ptaszczyzny a jest okrag o
promieniu zerowym, bedacy $rodkiem potegowym taricucha okregdéw, przez ktéry przechodzi
kazdy okrag tego taficucha. Punkt ten jest wsp6lnym punktem podstawowym kazdego peku
okregéw nalezacych do danego tafncucha okregéw.

1V.3 Przypadek 2A
Jezeli plaszczyzna a jednoczy sie z rzutnig, to jej odwzorowaniem <>jest taficuch pekdéw
okregéw o $rodku potegowym L = W, ktérego kazdy okrag przechodzi przez punkt W.

IV. 4. Przypadek 3

a jest ptaszczyzng sieczng wzgledem paraboloidy F2

Jezeli a jest ptaszczyzng sieczng wzgledem paraboloidy F2 to odwzorowaniem 0 ptasz-
czyzny a jest tancuch okregéw, ktérego Srodek potegowy L jest punktem zewnetrznym
wzgledem okregéw tego tancucha.

Punktom rzeczywistym ptaszczyzny a odpowiadajg ptaszczyzny biegunowe wzgledem F2
przecinajace jag w stozkowych rzeczywistych lub urojonych. Ptaszczyzny te przecinajg sie w
prostych przechodzacych przez punkt biegunowo sprzezonym z dang ptaszczyzng a. Jest on
punktem zewnetrznym F2 jak réwniez punktem zewnetrznym elips powstatych w wyniku
przeciecia F2 ptaszczyznami biegunowymi punktéw wilasciwych ptaszczyzny a. Prosta 1
wzajemnie biegunowa prostej p" niewtasciwej ptaszczyzny a, przechodzaca przez ten punkt,
jest $rednicg F2 Przebija ja w punkcie, ktérego odwzorowaniem <>na rzutni jest punkt L, ze-
wnetrzny okregéw, bedacych rzutami stereograficznymi tych elips. Wyréznimy tutaj dwa
przypadki:

IV. 4. Przypadek 3A
Jezeli plaszczyzna a, sieczna wzgledem F2 jest réwnolegta do rzutni, to jej odwzorowa-

niem O jest tancuch okregdw o Srodku potegowym L = W, zewnetrznym wzgledem okregéw
tego tancucha.

IV. 4. Przypadek 3B

Jezeli ptaszczyzna a jest prostopadta do rzutni, to jej odwzorowaniem O jest tafcuch
okregbw, ktérego Srodkiem potegowym jest punkt niewtasciwy L = L.

Plaszczyzna a 1 jest plaszczyzna $rednicowq paraboloidy F2i ptaszczyzng biegunowa
pewnego punktu niewtasciwego P”. Poniewaz punkt P" jest biegunowo sprzezony z ptaszczy-
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zng a, jest on punktem przeciecia ptaszczyzn biegunowych rzeczywistych punktéw ptaszczy-
zny a. Zatem proste potegowe tafcucha okregéw, bedgcego odwzorowaniem ptaszczyzny
a, przecinaja sie w punkcie niewtasciwym P' = L". Jest on $rodkiem potegowym danego fan-
cucha okregow.

IV. 5. Przypadek 4

a jest ptaszczyzng niewtasciwg przestrzeni R3 (a = a")-

Jezeli a jest ptaszczyzng niewtasciwg przestrzeni R3 (a = a"), to odwzorowaniem <k
punktu niewtasciwego przestrzeni R3jest prosta wtasciwa dla P" *mS”, a dla P "= S ” - prosta
niewtasciwa rzutni.

Wynika stad, ze odwzorowaniem C> piaszczyzny niewtaSciwej przestrzeni R3jest zbior
prostych rzutni wraz z jej prosta niewtasciwg.
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Abstract

In the presented article properties of a certain geometrical representation O of 3D space R3
In a plane have been discussed. The ,projecting apparatus of this representation consists of a
paraboloid of revolution Fz projecting plane being tangent to F2at its vertex W and of the
centre S* of projection, being in turn, the other vertex of the paraboloid. Using the polarity
with respect to the quadric and the principles of stereographic projection, to a point of space
R3corresponds a circle, to a line - pencil of circles, to a plane - set of pencils of circles. All
possible positions of basic elements of space towards the paraboloid F: and projecting plane
have been taken under consideration and their projections in the representation <5 have also
been found.



