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POROWNANIE ZAPISOW GEOMETRYCZNYCH W PRZYJETYCH
ODWZOROWANIACH DWUOBRAZOWYCH

Streszczenie. W pracy rozpatrzono dwie metody wchodzace w sktad odwzorowan
dwuobrazowych: okregowo-$§rodkowa ( OS ), przeksztatcajgca prosta w prostg i okrag oraz
dwusrodkowg ( DS ), w ktérej rzutami prostej sa dwie proste. W obu odwzorowaniach
przyjeto rzutnie 7t oraz dwa $rodki rzutowania S| i S2 wzglednie T, i T2 Punkty te lezg na

prostych prostopadtych do n, a rzutnia jest ich ptaszczyzng symetrii.

W odwzorowaniu OS punkt rzutowany jest okregowo poprzez okrag lezacy w
ptaszczyznie tego punktu i Srodkéw S, i S2, przechodzacy przez $rodek Sj i o $rednicy, ktorej
koAcami sg rzutowany punkt ijego rzut okregowy. Punkt rzutowany jest rowniez ze $rodka
S9. Rzuty okregowy i $rodkowy lezg na prostej przechodzacej przez punkt S’.

W odwzorowaniu DS punkt rzutowany jest ze srodkéw T1i T2 . Rzuty $rodkowe lezg na
prostej przechodzgcej przez punkt T\

Rozpatrzono w obu rzutach zapisy réznych mozliwych potozeA punktu, odwzorowanie
prostej ogélnej i szczeg6lnej oraz wzajemne potozenia dwu prostych: przecinanie sie w
punkcie wiasciwym i niewtasciwym, nieprzecinanie sie oraz prostopadtos¢.

COLLATION OF GEOMETRICAL RECORDINGS IN ASSUMED DOUBLE-
IMAGE PROJECTIONS

Summary. The following projections have been discussed: 1) circular - central (OS)
transforming straight line and a circle and 2) doble - central in which two lines are the images
of straight line. There have also been demonstrated recordings of different positions of point,
projections of straight line in general and particular and mutual positions of two lines:
intersection at accessible point and at point at infinity, non intersection and perpendicularity.
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1. WPROWADZENIE

Autor zajmuje sie analiza r6znych odwzorowan dwuobrazowych [1], [2], Niniejsze
opracowanie jest kontynuacjg tych prac i przedstawia analize dwéch metod wchodzacych w
sktad tych odwzorowan : 1) rzutébw okregowo - $rodkowych ( odwzorowujgcych prostg
poprzez okrag i prosta ) i 2) rzutéw dwusrodkowych (odwzorowaniem prostej sa dwie proste).
Kolejno omoéwiono gtéwne =zatozenia opisywanych metod, zapis punktu i prostej z
uwzglednieniem szczeg6lnych potozehn oraz wzajemne potozenia dwoéch prostych ( proste
przecinajace sie w punkcie wtasciwym lub niewtasciwym, sko$ne i prostopadie).

2. METODY RZUTOW OKREGOWO - SRODKOWYCH (0S) 1 RZUTOW
DWUSRODKOWYCH (DS) ORAZ ODWZOROWANIE PUNKTU (RYS. 1).

Rzuty DS

Rys. 1. Zasada odwzorowan OS i DS
Fig. 1. Principles of mapping OS and DS

Dla kazdego z dwu omawianych odwzorowan przyjmujemy dowolnie ptaszczyzne 7t jako
rzutnie oraz po dwa state punkty usytuowane na prostych prostopadtych do 7« i tak, by rzutnia
byta dla nich ptaszczyzng symetrii. Sa to dla odwzorowania OS punkty S, i S2,adla DS - T,

i T2 . Punkty przebicia n przez proste, na ktérych te punkty lezg, to odpowiednio S’ oraz T\
Sa one $rodkami okregéw oddalenia to promieniach S’ S,(S2) oraz T’ T,(T2) i lezacych na
rzutni. W rzutach OS dowolny punkt P odwzorowuje sie na rc poprzez dwa swoje obrazy : P, i
P2 . Punkt P, jest punktem przebicia rzutni przez prostg lezagcag w ptaszczyznie okreslonej
przez punkty P, S, i S2, poprowadzonej przez punkt S, i prostopadiej do prostej
przechodzacej przez punkty PS,. Odcinek PP, jest $rednicg okregu przechodzgcego przez S,
.Punkt P, jest rzutem $rodkowym punktu P ze $rodka S2 za pomocg prostej S2P nalezacej do
wigzki [S2], W rzutach DS dowolny punkt W zostaje odwzorowany na rzutni dwoma swoimi
obrazami W, i W2, bedacymi rzutami srodkowymi W poprzez proste nalezace do wigzek [T)]
i [T2], Przy tych zatozeniach punkty P,, P2iS’oraz W,, W2i T’ sg wspéHiniowe.
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Rézne przypadki potozenia punktu w obu rzutach przedstawiono na rysunku 2.

Rézne pofozenia punktu (- odlegfos$é¢ )
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Rys. 2. Odwzorowanie punktu w rzutach OS i DS
Fig.2. Mapping of a point in projections OS and DS

Przeanalizujmy w rzutach OS takie potozenia punktéw, dla ktérych rzuty okregowe i
Srodkowe jednocza sie [ 1]. Dotyczy to potozen, gdy P <» 7i > (S( ( S2) <» rc. Najpierw

wezmy pod uwage zbiér takich punktéw, ktére lezg na dowolnej plaszczyznie a peku
ptaszczyzn o osi S S2(rys.3). Wystepuja tu trzy peki prostych: S2 (k2 m2, w2, z2, n2,12,...,),

s, (k,. zn>n, ' .»ee») oOraz S,(z12n12 12>k,2 mJ2, wi2,,). Dwa pterwsze sag
perspektywiczne, a peki o wspélnym S$rodku S( sa kongruentne. Tak wiec peki
52 (kz, m, WZ,...,) i S1 (klz, m.,n ,...) 83 rzutowe, a ich utworem jest stozkowa K. Stozkowa
K jest hiperbola, gdyz przecina prosta niewtasciwg ptaszczyzny a w dwu punktach : NQO i

M 00. Wierzchotkami hiperboli sgpunkty Sj i S2-
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Rys. 3. Zbi6r punktéw e do a, ktérych rzuty jednoczg sie
Fig.3. A setofpoints belonging to a with congruent projections

3. ODWZOROWANIE PROSTEJ

3.1. Rzuty OS

Wezmy pod uwage dowolng prostag 1w potozeniu ogélnym wzgledem elementéw aparatu
projekcyjnego (rys. 4). Niech bedzie ona podstawg prostoliniowego szeregu punktéw,
wsérod  ktérych przyj mijmy czworke harmoniczng (ABRQ°°), gdzie A i B lezg po obu
stronach rzutni w odlegtosci réwnej S, (S2) <» 7, R lezy na rzutni ijest srodkiem odcinka AB
oraz punkt Q" niewtasciwy prostej 1 Znajdujemy odwzorowanie prostej 1na rzutni 7t Rzutem
okregowym [1] jest okrag Ip przechodzacy podobnie jak rzut kazdej prostej przez punkt S’, a
rzutem $rodkowym prosta 12, bedaca przecieciem peku (S2A, S2R, S2B, S2Q“ ..) przez
rzutnie. Odwzorowanie jest wzajemnie jednoznaczne i odwracalne, gdy pokazany jest okrag
oddalenia t. Znajdzmy rzuty czwo6rki harmonicznej (ABRQ°° ) wykorzystujagc wspoétlinio-
wosé¢ S’ i rzutow S$rodkowego i okregowego. Rzutami punktu A s3: A2” jako punkt
niewtasciwy prostej 12, bedacy rzutem Srodkowym oraz Aj rzut okregowy. Rzuty punktu B
to: B, -jednoczacy sie z S’, ktory jest rzutem okregowym i B2 - rzut $rodkowy znaleziony
jako punkt wspélny 22 i stycznej do okregu 1, poprowadzonej przez punkt S’ = B,. Punkt R =
R2znajdujemy wykonujac pomocnicze kiady prostokatne prostych przechodzacych przez
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Rys. 4. Zapis prostej w rzutach OS
Fig.4. Mapping of a straight line in OS projections

punkty S’i N, oraz S’i A, (gdzie N, jest punktem $rednicy 1, przechodzacej przez S’) i
znajdujac za ich pomocg pomocnicze rzuty $srodkowe Nn i An punktéw A i N ze $rodka

rzutéw S,. Prosta przechodzaca przez punkty A,, i N,, przecina 2w szukanym punkcie

R = R2. Punkt R, odpowiada mu jako rzut okregowy. Punkty R2Q2B2A2Q jako wynik
przeciecia harmonicznego peku prostych (S2) rzutnig u tworzg réwniez czwérke harmoniczng
(R2Q2B2A2"), co umozliwia wyznaczenie punktu Q2, czyli rzutu $rodkowego punktu Q, a

nastepnie odpowiadajagcego mu rzutu okregowego Q,.
Zapis prostej w potozeniu szczegdlnym przedstawiono na rysunku 5.
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Rys. 5. Odwzorowanie prostej w potozeniu szczegélnym w rzutach OS
Fig.5. Mapping ofa straight line in special position in OS projections

3.2. Rzuty DS

Rozwazmy prostg r potozong og6lnie jako podstawe prostoliniowego szeregu punktéw i
przyjmijmy na niej czwérke harmoniczng ( KLZN" ), gdzie punkty K i L lezg po obu
stronach rzutni i w odlegtosci od niej jak $rodki rzutowania T, i T2. Punkt Z lezy zatem na n,
a N"jest punktem niewtasciwym r (rys. 6).

Rzutami $rodkowymi prostej r ze $rodkéw T, i T2 sg proste r, i r2 przecinajace sie w
punkcie Z, lezacym na rzutni. Odwzorowanie jest wzajemnie jednoznaczne i odwracalne
woéwczas, gdy pokazemy okrag oddalenia t. Wykorzystujac wspotiniowo$¢ T’ i rzutow
srodkowych z punktéw T, i T2 oraz relacje harmonicznosci znaleziono na prostej r( czworke
(Zt"KjL,“)=-1oraz (ZN2L2K2" )= -1 nar2.

Zapis prostej w potozeniu szczegdlnym przedstawiono na rysunku 7.
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Rys.6. Zapis prostej w rzutach DS
Fig.6. Mapping of a straight line in DS projections

4. DWIE PROSTE

4.1. Rzuty OS

Rozpatrzono rézne wzajemne potozenia prostych a i b, a mianowicie: przecinanie w
punkcie wtasciwym, przecinanie w punkcie niewtasciwym, sko$ne oraz prostopadte (rys. 8).

Zatrzymajmy sie na ostatnim z tych potozen. Dana jest prosta a rzutami a, i a2, na ktdrej
przyjeto punkty A i B, lezace po obu stronach 7t i bedace w tej samej od niej odlegtosci jak
$rodki S, i S2. Znaleziono punkt Ra= Ra2, lezacy na rzutni, znajdujac go tak jak pokazano na
rysunku 4. Nastepnie wyznaczono punkt B’, bedacy rzutem prostokagtnym punktu B na rzutnie
Ti. Jak tatwo udowodnié, punkt B’ lezy na prostej przechodzacej przez punkty B, i B2, przy

czym B2potowi odcinek BjB’. Przyjeto dowolnie ptaszczyzne a przechodzacg przez prostg a.
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Prostg wsp6lng tej ptaszczyzny i rzutni jest $lad ha ¢ Ra = Ra2. Wyznaczono kiad prostej a
oraz ukiad prostej b prostopadiej do a, co umozliwito okreslenie potozenia punktu

Rys. 7. Odwzorowanie prostej w potozeniu szczegélnym w rzutach DS
Fig.7. Mapping of a straight line in special position in DS projections

Rb= Rb2 oraz rzutu b2 . Na koniec znaleziono rzut b, . W tym celu skonstruowano Rbl za
pomoca ktadu prostokatnego prostej przechodzacej przez punkty Rbi S’ i przy wykorzystaniu
wspolnego punktu B,. Majac wyznaczong prosta b 1 do a i przechodzaca przez punkt B
mozna wyznaczy¢ kolejne proste prostopadte do ajako proste peku (Qb®), natomiast zmie-

niajagc potozenie ptaszczyzny a, przechodzacej przez prostg a, mozemy uzyskaé inne peki
prostych prostopadtych do a.
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Rys. 8. Zapis dwoch prostych w réznych wzajemnych potozeniach w rzutach OS
Fig.8. Mapping of two straight lines in different mutual positions in OS projections

4.2. Rzuty DS

Rozpatrzono dwie proste a i b przecinajgce sie w punkcie witasciwym i w punkcie
niewtasciwym, proste nie przecinajace sie oraz prostopadte (rys. 9).

Omoéwimy doktadnie konstruowanie rzutéw b, i b2 prostej b 1 do danej a. Przyjmujemy
prosta a rzutami a, i a2, przecinajacymi sie w punkcie przynaleznym do rzutni Za. Obieramy
dowolnie na prostej a punkt P (rzuty P, i P2). Poprzez kiad prostokatny prostych przecho-

dzgcych przez punkty T, i P, oraz T2 i P2 wyznaczamy kiad prostokatny Px oraz punkt P’,
bedacy rzutem prostokagtnym punktu P na rzutnie n. Rzut P’ lezy na prostej przechodzacej
przez punkty P, , P2i T’. Nastepnie przez prostg a prowadzimy dowolng ptaszczyzne a (10 ¢
Za). Znajdujemy ktad a° prostej a i wyznaczamy kiad b° prostej b prostopadtej do a
Okres$lamy potozenie punktu Zb, co z kolei umozliwia wyznaczenie rzutéw b, i b2 prostej b.
Mozemy teraz znalez¢ dowolng inng prostag peku (Nb*°), wzglednie zmieniajac potozenie
ptaszczyzny a, przechodzacej przez prostg a, uzyskaé inne peki prostych prostopadtych do a.
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Rys. 9. Zapis dwoch prostych w réznych wzajemnych potozeniach w rzutach DS
Fig.9. Mapping of two straight lines in different mutual positions in DS projections

5. ZAKONCZENIE

Dalsze zagadnienia, ktére mozna rozwaza¢ w omawianych odwzorowaniach, jak na
przyktad wzajemne potozenia prostej i plaszczyzny czy tez dwoéch plaszczyzn oraz
konstrukcje miarowe, wykraczaja poza zakre$lone ramy niniejszego opracowania. Konty-
nuacja pracy nad przedstawionymi odwzorowaniami dwuobrazowymi, a takze oméwionymi
w pracach [1]i [2] jest zamiarem autora.

Poréwnujac przedstawione odwzorowania OS i DS wydaje sie oczywiste, ze graficznie
prostsze jest to drugie, chociaz pracujgc nad nimi przy uzyciu programu graficznego
AutoCAD R14, umozliwiajgcego dziatanie przestrzenne, zagadnienia geometryczne
rozwigzuje sie przy jednakowym naktadzie pracy. Odwzorowanie OS jest ciekawsze od
strony koncepcyjnej.
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Abstract

In the article the following two methods belonging to double-image projections have been
presented : circular-central ( OS ) transforming straight line into another straight line and a
circle and double-central ( DS. ) where straight line is projected in the form of two straight
lines. For both methods projecting plane it and two centers St i S2 (or Tj i T2) of projections

have been assumed. These points belong to the lines perpendicular to A which is their plane of
symmetry.

In the OS method a point is projected circularly by means of a circle lying in the plane
determined by this point and the centers St i S2. The circle is passing by the center S, and the
end points of its diameter are the projected point and its circular projection. The circular and
central projections belong to a line passing by S’.

In the DS method a point is projected from the centers T[ i T2 . The central projections
belong to a line passing by a point T".

The recordings of the following problems have been considered in both projection
methods : representation of various positions of point, straight line in general and particular
positions and mutual positions of two lines. The latter case contains the followings positions :
intersecting ( including the case of two lines having a common point at infinity ), non-
intersecting and perpendicular.



