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PORÓWNANIE ZAPISÓW GEOMETRYCZNYCH W PRZYJĘTYCH 
ODWZOROWANIACH DWUOBRAZOWYCH

Streszczenie. W pracy rozpatrzono dwie metody wchodzące w skład odwzorowań 
dwuobrazowych: okręgow o-środkową ( OS ), przekształcającą prostą w prostą i okrąg oraz 
dw uśrodkow ą ( DS ), w której rzutami prostej są  dwie proste. W obu odwzorowaniach 
przyjęto rzutnię 7t oraz dwa środki rzutowania S| i S2 względnie T, i T2. Punkty te leżą na 

prostych prostopadłych do n, a rzutnia jest ich płaszczyzną symetrii.
W  odwzorowaniu OS punkt rzutowany je s t okręgowo poprzez okrąg leżący w 

płaszczyźnie tego punktu i środków S, i S2 , przechodzący przez środek S j i o średnicy, której 

końcami są  rzutowany punkt i jego rzut okręgowy. Punkt rzutowany jes t również ze środka 
S9. Rzuty okręgowy i środkowy leżą na prostej przechodzącej przez punkt S ’.

W  odwzorowaniu DS punkt rzutowany jest ze środków T 1 i T2 . Rzuty środkowe leżą na 

prostej przechodzącej przez punkt T \
Rozpatrzono w obu rzutach zapisy różnych możliwych położeń punktu, odwzorowanie 

prostej ogólnej i szczególnej oraz w zajem ne położenia dwu prostych: przecinanie się w 
punkcie w łaściwym  i niewłaściwym, nieprzecinanie się oraz prostopadłość.

C O L L A T IO N  OF G EO M E T R IC A L  R EC O R D IN G S IN A SSU M E D  D O U B LE
IM A G E PR O JEC TIO N S

S um m ary . The following projections have been discussed: 1) circular -  central (OS) 
transform ing straight line and a circle and 2) doble -  central in which two lines are the images 
o f  straight line. There have also been demonstrated recordings o f  different positions o f  point, 
projections o f  straight line in general and particular and mutual positions o f  two lines: 
intersection at accessible point and at point at infinity, non intersection and perpendicularity.
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1. W P R O W A D Z E N IE

Autor zajm uje się analizą różnych odwzorowań dwuobrazowych [1], [2], Niniejsze 
opracowanie jes t kontynuacją tych prac i przedstawia analizę dwóch metod wchodzących w 
skład tych odwzorowań : 1) rzutów okręgowo - środkowych ( odwzorowujących prostą 
poprzez okrąg i prostą ) i 2) rzutów dwuśrodkowych (odwzorowaniem prostej są  dwie proste). 
Kolejno omówiono główne założenia opisywanych metod, zapis punktu i prostej z 
uwzględnieniem szczególnych położeń oraz wzajemne położenia dwóch prostych ( proste 
przecinające się w punkcie właściwym lub niewłaściwym, skośne i p rostopadłe).

2. M E T O D Y  R Z U T Ó W  O K R Ę G O W O  - ŚR O D K O W Y C H  ( O S ) I R Z U T Ó W  
D W U ŚR O D K O W Y C H  ( DS ) O R A Z  O D W Z O R O W A N IE  PU N K TU  ( RYS. 1 ).

Rzuty DS

Rys. 1. Zasada odw zorow ań OS i DS 
Fig. 1. Principles o f  m apping OS and DS

Dla każdego z dwu omawianych odwzorowań przyjmujemy dow olnie płaszczyznę 7t jako 
rzutnię oraz po dwa stałe punkty usytuowane na prostych prostopadłych do 7t  i tak, by rzutnia 
była dla nich płaszczyzną symetrii. Są to dla odwzorowania OS punkty S, i S2 , a dla DS - T, 

i T2 . Punkty przebicia n przez proste, na których te punkty leżą, to odpowiednio S ’ oraz T \  

S ą one środkami okręgów oddalenia t o  prom ieniach S ’ S ,(S2) oraz T ’ T ,(T 2) i leżących na 

rzutni. W rzutach OS dowolny punkt P odwzorowuje się na rc poprzez dwa swoje obrazy : P, i 

P2 . Punkt P, jes t punktem  przebicia rzutni przez prostą leżącą w płaszczyźnie określonej 

przez punkty P, S , i S2, poprowadzonej przez punkt S, i prostopadłej do prostej 

przechodzącej przez punkty PS,. Odcinek PP, jest średnicą okręgu przechodzącego przez S, 

.Punkt P , jes t rzutem środkowym punktu P ze środka S2 za pom ocą prostej S2P należącej do 

wiązki [S2], W rzutach DS dowolny punkt W zostaje odwzorowany na rzutni dwoma swoimi 

obrazami W , i W 2, będącymi rzutami środkowymi W  poprzez proste należące do wiązek [T ,] 

i [T2], Przy tych założeniach punkty P ,, P2 i S ’ oraz W ,, W 2 i T ’ są  współliniowe.
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Różne przypadki położenia punktu w obu rzutach przedstawiono na rysunku 2.
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Rys. 2. O dw zorow anie punktu w rzutach OS i DS 
Fig .2. M apping o f  a point in projections OS and DS

Przeanalizujm y w  rzutach OS takie położenia punktów, dla których rzuty okręgowe i 
środkowe jednoczą się [ 1 ]. Dotyczy to położeń, gdy P <-» 7i > (S ( ( S2 ) <-» rc. Najpierw

weźmy pod uw agę zbiór takich punktów, które leżą na dowolnej płaszczyźnie a  pęku 
płaszczyzn o osi S S2 (rys.3). W ystępują tu trzy pęki prostych: S2 (k2, m 2, w2, z2, n2,12 , . . . , ) ,  

s , ( k „ .  z n> n„ ’ .»•••») oraz S , ( z 12, n 12, 1|2> k ,2, m J2, w |2,.„). Dwa pterwsze są

perspektywiczne, a pęki o wspólnym środku S ( są  kongruentne. Tak więc pęki

S (k , m , w  ,...,) i S (k , m , n ,...) są rzutowe, a ich utworem jest stożkowa K. Stożkowa 
2 2 2 2 1 12 1 2 1 2

K  jes t hiperbolą, gdyż przecina prostą niew łaściw ą płaszczyzny a  w dwu punktach : N 00 i 

M 00. W ierzchołkam i hiperboli sąpunkty  Sj i S2-
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Rys. 3. Zbiór punktów  e  do a ,  których rzuty jednoczą  się 
F ig .3. A set o f  points belonging to a  with congruent projections

3. O D W Z O R O W A N IE  PR O S T E J

3.1. R zuty  OS

W eźmy pod uwagę dow olną prostą 1 w położeniu ogólnym w zględem elementów aparatu 
projekcyjnego (rys. 4). Niech będzie ona podstawą prostoliniowego szeregu punktów,

wśród których przyj mijm y czwórkę harm oniczną (ABRQ°°), gdzie A i B leżą po obu 
stronach rzutni w odległości równej S, (S2) <-» 7t, R leży na rzutni i jes t środkiem odcinka AB 

oraz punkt Q " niewłaściwy prostej 1. Znajdujemy odwzorowanie prostej 1 na rzutni 7t. Rzutem 
okręgowym [1] je s t okrąg lp przechodzący podobnie jak  rzut każdej prostej przez punkt S ’, a

rzutem środkowym prosta 12, będącą przecięciem pęku (S2A, S2R, S2B, S2Q“ ...) przez 
rzutnię. Odwzorowanie jest wzajem nie jednoznaczne i odwracalne, gdy pokazany jes t okrąg 
oddalenia t. Znajdźm y rzuty czwórki harmonicznej (ABRQ°° ) w ykorzystując współlinio- 
wość S ’ i rzutów środkowego i okręgowego. Rzutami punktu A są: A2”  jako punkt 

niewłaściwy prostej 12, będący rzutem środkowym oraz Aj rzut okręgowy. Rzuty punktu B 

to: B, - jednoczący się z S ’, który jes t rzutem okręgowym i B 2 - rzut środkowy znaleziony 

jako punkt wspólny 12 i stycznej do okręgu 1,, poprowadzonej przez punkt S ’ = B ,. Punkt R = 
R2 znajdujem y wykonując pomocnicze kłady prostokątne prostych przechodzących przez
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Rys. 4. Zapis prostej w rzutach OS
Fig.4. M apping o f a straight line in OS projections

punkty S ’ i N , oraz S ’ i A , ( gdzie N , jest punktem średnicy 1, przechodzącej przez S ’) i 

znajdując za ich pom ocą pomocnicze rzuty środkowe N n i A n  punktów A i N  ze środka 

rzutów S,. Prosta przechodząca przez punkty A ,, i N ,, przecina 12 w  szukanym punkcie

R = R2. Punkt R , odpowiada mu jako rzut okręgowy. Punkty R2Q 2B2A2C0 jako wynik 

przecięcia harm onicznego pęku prostych (S2) rzutnią u tw orzą rów nież czw órkę harm oniczną 

( R2Q2B2A 2"), c o  umożliwia wyznaczenie punktu Q2, czyli rzutu środkowego punktu Q, a 

następnie odpowiadającego mu rzutu okręgowego Q ,.
Zapis prostej w położeniu szczególnym przedstawiono na rysunku 5.
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Rys. 5. O dw zorow anie prostej w położeniu szczególnym  w rzutach OS 
Fig.5. M apping o f  a straight line in special position in OS projections

3.2. R zuty  DS

Rozważm y prostą r położoną ogólnie jako podstawę prostoliniowego szeregu punktów i 
przyjm ijm y na niej czwórkę harm oniczną ( K LZN " ), gdzie punkty K i L leżą po obu 
stronach rzutni i w odległości od niej jak  środki rzutowania T , i T2. Punkt Z leży zatem na n,

a N "  jes t punktem  niewłaściwym r ( rys. 6 ).
Rzutami środkowymi prostej r ze środków T, i T2 są  proste r, i r2 przecinające się w 

punkcie Z, leżącym na rzutni. Odwzorowanie jes t wzajemnie jednoznaczne i odwracalne 
wówczas, gdy pokażemy okrąg oddalenia t. W ykorzystując współliniowość T ’ i rzutów 
środkowych z punktów T, i T2 oraz relację harmoniczności znaleziono na prostej r ( czwórkę

( Z t^ K jL ,“ ) = -1 oraz ( ZN 2L2K2” ) = -1 na r2.

Zapis prostej w położeniu szczególnym przedstawiono na rysunku 7.
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R ys.6 . Zapis prostej w  rzutach DS
Fig .6 . M apping o f  a straight line in DS projections

4. D W IE  PR O S T E

4.1. R zuty  OS

Rozpatrzono różne w zajem ne położenia prostych a i b, a m ianowicie: przecinanie w 
punkcie w łaściwym , przecinanie w punkcie niewłaściwym, skośne oraz prostopadłe ( rys. 8 ).

Zatrzym ajm y się na ostatnim  z tych położeń. Dana jest prosta a rzutami a, i a2 , na której 

przyjęto punkty A i B, leżące po obu stronach 7t i będące w tej samej od niej odległości jak 
środki S, i S2. Znaleziono punkt Ra = Ra2, leżący na rzutni, znajdując go tak jak  pokazano na 

rysunku 4. Następnie wyznaczono punkt B ’, będący rzutem prostokątnym punktu B na rzutnię 
Ti. Jak łatwo udowodnić, punkt B ’ leży na prostej przechodzącej przez punkty B, i B2, przy 

czym B 2 połow i odcinek B j B ’. Przyjęto dowolnie płaszczyznę a  przechodzącą przez prostą a.
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Prostą w spólną tej płaszczyzny i rzutni jest ślad ha c  Ra = Ra2. W yznaczono kład prostej a 
oraz układ prostej b prostopadłej do a, co umożliwiło określenie położenia punktu

Rys. 7. O dw zorow anie prostej w położeniu szczególnym  w rzutach DS 
Fig.7. M apping o f a straight line in special position in DS projections

R_b = Rb2 oraz rzutu b 2 . Na koniec znaleziono rzut b ,  . W tym celu skonstruowano Rbl za 

pom ocą kładu prostokątnego prostej przechodzącej przez punkty Rb i S ’ i przy wykorzystaniu 

w spólnego punktu B ,. Mając wyznaczoną prostą b 1  do a i przechodzącą przez punkt B 

można wyznaczyć kolejne proste prostopadłe do a jako proste pęku (Qb°°), natom iast zmie

niając położenie płaszczyzny a , przechodzącej przez prostą a, m ożem y uzyskać inne pęki 
prostych prostopadłych do a.



P o ró w n a n ie  z a p is ó w  g e o m e tryczn ych 133

Rys. 8. Zapis dw óch prostych w różnych w zajem nych położeniach w rzutach OS 
Fig.8. M apping o f  tw o straight lines in different m utual positions in OS projections

4.2. R zuty  DS

Rozpatrzono dwie proste a i b przecinające się w punkcie w łaściwym  i w punkcie 
niewłaściwym , proste nie przecinające się oraz prostopadłe ( rys. 9 ).

Om ówimy dokładnie konstruowanie rzutów b , i b2 prostej b 1  do danej a. Przyjmujemy 

prostą a rzutami a, i a2, przecinającymi się w punkcie przynależnym  do rzutni Za. Obieramy 

dow olnie na prostej a punkt P ( rzuty P, i P2). Poprzez kład prostokątny prostych przecho

dzących przez punkty T, i P, oraz T2 i P2 wyznaczamy kład prostokątny Px oraz punkt P ’, 

będący rzutem  prostokątnym punktu P na rzutnię n. Rzut P ’ leży na prostej przechodzącej 
przez punkty P, , P2 i T ’. Następnie przez prostą a prowadzim y dow olną płaszczyznę a  (t0 c  

Za). Znajdujem y kład a° prostej a i w yznaczamy kład b° prostej b prostopadłej do a. 
Określamy położenie punktu Zb , co z kolei umożliwia wyznaczenie rzutów b , i b2 prostej b. 

M ożem y teraz znaleźć dow olną inną prostą pęku (Nb°°), w zględnie zmieniając położenie 
płaszczyzny a ,  przechodzącej przez prostą a, uzyskać inne pęki prostych prostopadłych do a.
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Rys. 9. Zapis dw óch prostych w różnych w zajem nych położeniach w rzutach DS 
Fig.9. M apping o f  tw o straight lines in different m utual positions in DS projections

5. Z A K O Ń C Z E N IE

Dalsze zagadnienia, które można rozważać w omawianych odwzorowaniach, jak  na 
przykład w zajem ne położenia prostej i płaszczyzny czy też dwóch płaszczyzn oraz 
konstrukcje miarowe, w ykraczają poza zakreślone ramy niniejszego opracowania. Konty
nuacja pracy nad przedstawionymi odwzorowaniami dwuobrazowymi, a także omówionymi 
w pracach [1 ] i [2] jes t zamiarem autora.

Porównując przedstawione odwzorowania OS i DS wydaje się oczywiste, że graficznie 
prostsze jest to drugie, chociaż pracując nad nimi przy użyciu programu graficznego 
AutoCAD R14, umożliwiającego działanie przestrzenne, zagadnienia geometryczne 
rozwiązuje się przy jednakow ym  nakładzie pracy. Odwzorowanie OS jest ciekawsze od 
strony koncepcyjnej.
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A b strac t

In the article the following two methods belonging to double-im age projections have been 
presented : circular-central ( OS ) transforming straight line into another straight line and a 
circle and double-central ( DS. ) where straight line is projected in the form o f  two straight 
lines. For both methods projecting plane it and two centers St i S2 ( or T j i T2 ) o f  projections 

have been assumed. These points belong to the lines perpendicular to 7t w hich is their plane o f 
symmetry.
In the OS method a point is projected circularly by means o f a circle lying in the plane 
determ ined by this point and the centers S t i S2 . The circle is passing by the center S, and the 
end points o f  its diam eter are the projected point and its circular projection. The circular and 
central projections belong to a line passing by S ’.

In the DS method a point is projected from the centers T[ i T2 . The central projections

belong to a line passing by a point T ’.
The recordings o f  the following problems have been considered in both projection 

m ethods : representation o f  various positions o f  point, straight line in general and particular 
positions and mutual positions o f  two lines. The latter case contains the followings positions : 
intersecting ( including the case o f  two lines having a comm on point at infinity ), non
intersecting and perpendicular.


