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ODWZOROWANIE CZESCIOWO ZLOZENIOWE ZW PRZESTRZENI
n-WYMIAROWEJ

Streszczenie. W artykule przedstawiono poszerzenie na przestrze n-wymiarowga Pn tzw.
czeéciowo ztozonego odwzorowania Z, ktérego zasade i wihasciwosci omoéwiono w (1).
Aparat odwzorowania Z tworzg aparaty dwoch rzutowan prostych: RO;{n, O} oraz Rs;{r, S},
gdzie n i r sarzutniami,a O i S $rodkami rzutowan spetniajagcymi dodatkowo warunki:
OenSO0Or\Sgn

Aby odwzorowanie Z byto wykreslne, w budowie aparatéw rzutowan R,, i Rs nalezy
uwzgledni¢ jedng z trzech wersji:

a) rzutnia «-jest prosta p (t), a $rodek rzutowania O (S)- podprzestrzenig (n-2)-wymiarowga
roztagczng z rzutniag

b) rzutnia jest ptaszczyzng n (r), a $rodek rzutowania O (S) - podprzestrzenig (n-2) -
wymiarowg przecinajacg rzutnie w punkcie,

c) rzutnia jest ptaszczyzng n (z)/, za$ Srodek rzutowania O (S)/ - podprzestrzenig (n-3) -
wymiarowg roztgczng z rzutnia.

Z powyzszego oraz na podstawie rachunku wymiar6w mozna wnioskowaé, ze
odwzorowanie Z jako odwzorowanie wykre$lne przestrzeni Pn moze mieé¢ praktycznie
uzyteczng postaé jedynie w przypadku, gdy n=3 lub n=4.

A PARTLY COMPOSITE REPRESENTATION Z |IN THE
n-DIMENSIONAL SPACE

Summary. An enlargement on the n-dimensional space Pnof so called partly composite
representation Z is prasented. It is proved that Z representation may be practically useful
when n=3 or n=4 only.

Niniejsze opracowanie jest kontynuacja i rozszerzeniem rozwazan zawartych w artykule
[1], Opisane tam odwzorowanie czeéciowo ztozeniowe Zpozwolito wskazaé wspéine pole dla
licznych odwzorowan wykre$lnych jednorzutowych i wielorzutowych przestrzeni
tréjwymiarowej rzutowej, afinicznej oraz euklidesowej. Aparat odwzorowania Z,jako metody
zapisu wykre$lnego przestrzeni Pj, tworzg aparaty dwéch rzutowan prostych:
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Ro,{jr,0} oraz Rs'{t,S). Rzutnie n i r tych rzutowan sg odpowiednio dwiema dowolnie
usytuowanymi w P3 ptaszczyznami rzutowymi, za$ $rodki O i S dwoma réznymi punktami
rzutowymi, spetniajagcymi dodatkowo warunki: O i n, S£ x \ St n. Tak pomyS$lany aparat
pozwala przyporzadkowaé kazdej podprzestrzeni % e P3 pare rzutéw \X°, 3C°S}, w
ktorej:

KO =Ro (X) =in (Xo5S)
X °%=Rs[Ro (X)] = tn (X° 08S), gdzie X° =trn (X o O), zaé symbol (Xo O)
oznacza ztgcz podprzestrzeni 3Ci O.

W szczegdlnosSci wyrézni¢ mozna rodzine podprzestrzeni x i , w tym punktéw nie
nalezacych do m(0,S) - {0,S}, ktérych rzuty X° oraz X °'S pozwalajg na rzutowg
restytucje tych podprzestrzeni wzgledem aparatu odwzorowania Z, co $wiadczy o tym, ze Z
jest tzw. odwzorowaniem minimalnym przestrzeni P3[2].

Zat6zmy obecnie, ze odwzorowanie Znalezy zastosowaé do zapisu przestrzeni rzutowej n-
wymiarowej P,,, przy czym uczestniczagce w tym odwzorowaniu rzutowania wigzkowe RO i Rs
mogag by¢ rzutowaniami zwyczajnymi (rzutnia i $rodek rzutowania sa roztgczne) lub
uogélnionymi (rzutnia nieroztgczna ze $rodkiem) [2], Poniewaz odwzorowanie Z jest z
zatozenia odwzorowaniem wykreslnym, wiec w przestrzeni P,, za rzutnie rzutowan Ro i R$
nalezy przyja¢ proste lub ptaszczyzny.

Uwzgledniajagc zasygnalizowang wariantowo$¢ budowy aparatéw rzutowan Ro i Rs
dochodzi sie do trzech zasadniczo réznych i mozliwych do zastosowania w przestrzeni P,
wersji budowy aparatéw rzutowan RoA”, O}i Rs'{% S }

a) rzutnia T (P) jest prostg t (p), za$ érodek S(O) rzutowania R$ (Ro) jest podprzestrzenia

(n -2)- wymiarowa roztagczng z rzutnig
b) b) rzutnia 7 (?) jest ptaszczyzng r (ri), a $rodek rzutowania Rs (Ro) jest podprzestrzenig

(n-2)-wymiarowa przecinajacg rzutnie w punkcie,

c) rzutnia T (?) jest ptaszczyzng r (ri), $rodek za$ S (O ) rzutowania Rs (Ro) jest
podprzestrzenig (n-3)-wymiarowg roztgczng z rzutnia.

Fig-1
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Rysunek 1 obrazuje symbolicznie strukture aparatu rzutowania Rs (Rq) w kazdej z
wymienionych wersji oraz uzasadnia za pomocg rachunku wymiaréw przyjete w
poszczeg6lnych wersjach wymiary $srodkéw rzutowan S (O).

Sprébujmy teraz zestawi¢ aparat odwzorowania Z przestrzeni P,, ze wskazanych na
rysunku 1 réznych wersji aparatéw rzutowan Ro i Rs « W zestawieniu tym konieczne jest
uwzglednienie nastepujacych warunkdw, bedacych uogdlnieniem wiasciwoséci opisanego w
[1] aparatu odwzorowania Zprzestrzeni Pi . Mianowicie:

- $rodki S i O rzutowan wigzkowych Rs i Ro , wykorzystywanych w definiowanym
odwzorowaniu Z, muszg tworzyé uklad minimalnego odwzorowania wielorzutowego
przestrzeni P,,, awiec So O * Pnoraz S r\ O =0, czyli

dimS +dimO <n 1)

- rzutnia P rzutowania Ro powinna naleze¢ do rodziny podprzestrzeni nierzutujagcych w
rzutowaniu R s, co gwarantuje wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie rzutéw (P,) c P
i (P,,)°sc T iwyraza sie spetnieniem nieréwnosci

dim P +dimS + 1< n 2)

Wszystkie teoretycznie mozliwe przypadki zestawien aparatow rzutowan Ro i Rs,
mogacych daé aparat wykre$inego odwzorowania wigzkowego czes$ciowo ztozeniowego Z
przestrzeni P,, pokazano w tablicy 1 Dla poszczeg6lnych par wyréznionych aparatéw
rzutowan Ro\{P,0j i Rs,{T,S} sprawdzono warunki zachowania nieréwnosci (1) i (2),
zapisujac wyniki analizy w odpowiednich polach tablicy.

Zestawione w tablicy 1 obliczenia wskazujg, ze rozwazane odwzorowanie cze$ciowo
ztozeniowe Z, traktowane jako odwzorowanie wykres$lne przestrzeni P,, ma praktycznie
uzyteczng postac jedynie wtedy, gdy:

1° aparat odwzorowania Zjest zbudowany przy uwzglednieniu warunkéw zapisanych w
polach 3A, 3B oraz 3C tablicy 1,

2° wymiar n odwzorowywanej przestrzeni P,, jest réwny 3 (dla odwzorowan typu
3A,3B,3C) lub 4 (dla odwzorowania typu 3C).

Whniosek 2° $wiadczy o tym, ze odwzorowania typu Z znajdujg bardzo ograniczone
zastosowania w wykreslnych opisach rzutowych przestrzeni wielowymiarowych. Eliminacje
tego ograniczenia uzyskaé mozna, wspomagajac odwzorowania Z tzw. ,odwzorowaniami
centrycznymi”. Nie jest to jednak objete tematem niniejszych rozwazan.

Uwaga:

Zasygnalizowane w tablicy 1 zestawienia 1A, 2A oraz 3A, 3B i 3C aparatéw rzutowan
wigzkowych Rs i Ro dajg mozliwoéé budowy aparatéw odwzorowania Z przestrzeni P2, ale
tego rodzaju odwzorowania wykresine przestrzeni, dajacej sie zapisa¢ w oryginale na
ptaszczyznie, nie majg praktycznego uzasadnienia.

Zauwazmy jeszcze, ze wéréd wyréznionych w tablicy 1 odwzorowan Z odwzorowanie
typu 3C realizowane w przestrzeni Pi jest identyczne z odwzorowaniem opisanym w [1],

Pozostate odmiany odwzorowania Z
- typu 3A i 3B, realizowane w przestrzeni P i,

- typu 3C, realizowane w P4,
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Tablica 1
Aparat
Arzutowania {s, I} {s, n} {S.n}
Aparat  Rs dim = n-2 dim = n-2 dim 5= n-3
rzutowania pr\5 =0 dim (Sn w=0 J>n;r=0
Ro
(1) (2) (1)
(n-2)+(n-2)< n-2 (n-2)+(n-2) < n-2 (n-2)+(n-3)< n-2
{0,p) n<2 n<2 n<3
dim 0= n- 2 ©) @) ©
pn 0=0 I+(n-2)+1 < n I+(n-2)+1 < n I+(n-3)+1 < n
n<n - n<n - 1<0
n<2 n<2 n<3
B &) @) (©
(n-2)+(n-2)< n-2 (n-2)+(n-2)< n-2 (n-3)+(n-2)< n-2
o, k} n<2 - n<2 n<3
dim 0= n-2 Q) @ é)
dim(On iy = o 2+(n-2)+1 < n 2+(n-2)+1 < n 2+(n-3)+1 < n
1<0 - 1<0 — n<n
sprzecznosc sprzeczno$¢ <— n<3
&) © 6
(n-2)+(n-3)< n-2 (n-2)+(n-3) < n-2 (n-3)+(n-3)< n-2
(O k} N < 3mmemomemmenns n<3 - n<4 —
dim 0= n-3 @ ©
Oon n= 0 2+(n-2)+1 < n 2+(n-2)+1 < n 2+(n-3)+1 < n
1<0 1<0 n<n
sprzecznosc sprzecznosc n<4
stanowig, w stosunku do [1], nowe propozycje realizacji odwzorowan wykresinych

odpowiednich przestrzeni rzutowych. Pomimo odmiennosci szczegétowych zasad budowy
aparatow tych odwzorowan dowodzi sie, ze wystepujgce w odwzorowywanych przestrzeniach
rodziny podprzestrzeni o tzw. obrazach prostych charakteryzujg sie takimi samymi
wiasciwosciami, jak ustalono w [1],

Mianowicie w odwzorowaniu Z typu 3A, 3b lub 3C realizowanym przy wykorzystaniu

rzutowan wigzkowych Ro,{tP,0 } \Rs;{%S} podprzestrzen 9CcP, matzw. obraz prosty, tzn.:

fIC=(3Cs05)n(3C°0 0), gdy (S00)=(2cn S) 0(sCn O).
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Podprzestrzenie nie majace obrazéw prostych zapisuje sie w omawianych
odwzorowaniach za posrednictwem tzw. obrazéw ztozonych, ktére majg forme:
- obrazéw ztgczowych, gdy odwzorowywang podprzestrzen % traktuje sie jako ztacz
podprzestrzeni odwzorowywanych w sposéb restytuowalny,
- obrazéw iloczynowych, gdy 3Qest iloczynem podprzestrzeni wczesniej odwzorowanych w

sposéb restytuowalny.
Przyktady budowy obrazéw prostych, zigczowych oraz iloczynowych podprzestrzeni

przestrzeni P3 oraz P4 uzyskanych za pomocg odwzorowania Z typu 3A, 3B oraz 3C
wykre$lono odpowiednio na rysunkach 2, 3 i 4. Rysunki te pokazujg dodatkowo mozliwos$¢
zapisu rzutowych relacji zachodzacych pomiedzy podprzestrzeniami, co dowodzi, ze
wykorzystane do ich wykonania odwzorowania wykre$ine typu Zstanowia efektywne metody
opisu wykre$lnego figur wyréznionych w odwzorowywanych przestrzeniach rzutowych.

3A dla P3

T xep, -fSoOl
a -prosta, S-rzutujaca

Rys 2

Fig.2

3 dla Pj
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3C dla P< b)
a)
PSWS, Us, Ps,...)Ap°'s(W°s u°-s Pos )
] 1
X;=psr ‘s0s =>x° fy°s
Y pftsotosj
a(i,u), B(t,wW)
a*R, bop(U,W)nt=0
© (a.BI1"0.S),bo7? *(fi0°'V <fs
obraz So 5°=80s=0s=Sas iobraz podprzestrzeni V
Rys.4
Fig.4
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Abstract

An enlargement on the n-dimensional space Pn of so called partly composite
representation Z, described in (1) for the case n=3, is presented.

The Z representation apparatus is created by two simple projection apparatuses R,,;{:t, 0}
and Rs;{t, S} , where n and r are projection subspaces and O, S - centres of projection
fulfiling additionally the conditions: Ogn, Sgr and Sgn.

The assumption of one of three kinds of projection subspaces is necessary to make
considered method of representation graphically useful:

a) the projection subspace is a line p (t) and the centre of projection RaR9 is a (n-2)-
dimensional subspace, separable with projection subspace,

b) the projection subspace is a plane n(r), while the centre of projection RO(RS) is a(n-2)-
dimensional subspace , intersecting the projection subspace in a point,

c) the projection subspace is a plane n (r) but the centre of projection Ra (R9 is a (n-3)-
dimensional .separable with n(r) - subspace.

There are conclusions of above mentioned conditions and of dimension computation
discussed . It is proved that presented Z representation may be practically useful when n=3
or n=4 only. There are some examples of representation of the space P3 and P4 presented.



