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BLAD BLEDU I NIEPEWNOSC NIEPEWNOSCI

Streszczenie. W artykule omoéwiono niedoktadno$¢ miar niedoktadnosci
pomiaru: biedu granicznego i niepewnosci rozszerzonej. Porédwnujac obliczone
wartosci btedu granicznego wzglednego btedu granicznego pomiaru i niepewnosci
rozszerzonej wzglednej niepewnosci pomiaru sformutowano wskazowki, jak
wyznaczac¢ niepewnos¢ rozszerzong pomiaru.

ERROR OF THE ERROR AND UNCERTAINTY OF THE UNCERTAINTY

Summary. A problem of the inaccuracy of the limit error and expanded
uncertainty as the measures of measurement inaccuracy is discussed. From the
comparison of the calculated values of these measures one can draw a conclusion
how to determine the expanded uncertainty and limit error.

1 WPROWADZENIE
Rozwazamy pomiar, ktérego wynik y (Scislej estymata wartosci prawdziwej y wielkosci
mierzonej) jest $rednig arytmetyczng y serii obserwacji (tj. pojedynczych pomiarow)

{y(mM\n=\,2,...,N) powtarzanych w warunkach powtarzalnosci. Miara niedokfadnosci
pomiaru moze by¢ graniczny btad pomiaru lub niepewnos¢ rozszerzona (patrz [1])
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Analizujgc niedoktadno$¢ miar niedoktadnosci sformutujemy wskazéwki, jak obliczaé
niepewno$¢ rozszerzong i btad graniczny. Bedziemy starali si¢ takze udowodni¢ nastepujaca
teze:

miary niedoktadnosci pomiaru w postaci btedu granicznego
i niepewnosci rozszerzonej majg jednakowg wartos¢ raktyczna.
Poréwnamy najpierw obliczone wartosci btedu granicznego i niepewnosci rozszerzone;j.

2. OBLICZANIE BLEDU GRANICZNEGO | NIEPEWNOSCI ROZSZERZONEJ

Graniczny btad pomiaru i niepewno$é standardowg obliczamy z zaleznosci
E=ks(y)+D=kA+D
U =ku =ku(y) =k ul(/)+ul(y) =k"A2+B2
gdzie: k - wspotczynnik rozszerzenia, przyjmujemy jednakowa jego warto$é zaréwno dla
btedu granicznego, jak i niepewnosci rozszerzonej,

N(y) = s2/n - estymata wariancji $redniej arytmetycznejy randomizowanej przez
hipotetyczne powtarzanie w warunkach powtarzalnosci,

s2- estymata wariancji zmiennej losowej modelujgcej pojedyncze obserwacje,
D - graniczny btad systematyczny,

u=ylA2 +B2 =u(y) - niepewnos¢ standardowa pomiaru,
ua (?) =s2(J) =A2 - kwadrat niepewnosci standardowej liczonej metoda typu A,

"b (y) = ¢J2- kwadrat niepewnosci standardowej liczonej metoda typu B, rowny
wariancji randomizowanego btedu systematycznego.
Przedziat [-D, D] jest przedziatem, w ktérym lezy nieznany blad systematyczny (teoria
btedéw) i przedziatem, w ktdrym mieszczg sie wszystkie randomizowane biedy

systematyczne. Zwykle przyjmuje sie, ze randomizowane btedy systematyczne maja rozktad
prostokatny, jest woéwczas

B2=if£>\ 4)
co pozwala zapisa¢ réwnania (3) w postaci
E=kA +SB =kA +D

U=k"A2+B2=k"A2+xD2

Oznaczymy stosunek niepewnosci liczonych metodg A i metoda B

3-5
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i zapiszemy btad oraz niepewno$¢ w postaci

™
U=-2=JI+A-D =ky/l+ A2 A
allv. A
Stosunek btedu granicznego do niepewnosci rozszerzonej
E  k +yI3A,
. ®
U~ kJiVv 1"
osigga maksimum
. ©)
dla
A= Vi (10)
Dla standardowej wartosci wspotczynnika rozszerzenia k =2 (p* 0,95) mamy
k=2; ynax=yli« U23; dla A=" » 0,866. (V)]

Btad graniczny moze by¢ wiekszy od niepewnos$ci rozszerzonej co najwyzej o 32% jej
wartosci. Poniewaz btad i niepewnos¢ sg liczbami niedokfadnymi (o ich niedoktadnosci patrz
rozdziat nastepny), to réznice migdzy nimi mozna uznac za nieistotne.

3. NIEDOKLADNOSC BLEDU GRANICZNEGO I NIEPEWNOSCI ROZSZERZONEJ

Standardowe wartos$ci wspétczynnika rozszerzenia k=2 (p~0,95) i k=3 (pa0,99)
przyjeto opierajac sie na zatozeniu, ze hipotetyczny btgd pomiaru (przypadkowy w teorii
btedu i catkowity w teorii niepewnosci) nakfadajacy sie na warto$¢ prawdziwg ma rozktad

normalny. Biad graniczny i niepewno$¢ rozszerzong nalezatoby liczy¢ z zaleznosci
E=Zpcr(y)+D 1
(12)
U =Zpa(y) i’

gdzie: Zp - warto$¢ krytyczna rozktadu normalnego standaryzowanego N(0O, 1),
{przedziat [ Zp, Zp] obejmujep-ta czes¢ rozktadu N(O, 1)},
¢ (y) = ¥£2/N - wariancja $redniej arytmetycznejy randomizowanej przez

hipotetyczne powtarzanie w warunkach powtarzalnosci,
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02 - wariancja zmiennej losowej modelujacej pojedyncze obserwacje,
D - graniczny btad systematyczny,
0*(y) - wariancja estymatyy randomizowanej przez hipotetyczne powtarzanie pomiaru
w warunkach randomizujacych i centrujacych btad systematyczny.
Poniewaz Z0,95 = 1,960 i Z0,99 = 2,576, przyjeto wartosci standardowe k= 2 i k= 3.

Zamiast wariancji c”iy) i ¢?(y) znane satylko ich estymaty ~(y) iw2(y), btad graniczny i
niepewnos$¢ rozszerzong nalezatoby wiec liczy¢ z zaleznosci (2)

kE
V3 Z

E' =kEA+D = ' D={kE+ S A)A
(13)

U* —ky U=—3= I+ ~D =kuVI+Z2A
V3

gdzie: kKE= Tp(N - 1),
kv = 7},[int (wiy)],
Tp(v) - wartos$¢ krytyczna rozktadu i-Studenta o v stopniach swobody,
Vu- umyslona liczba stopni swobody przypisywana kwadratowi niepewnosci

standardowej *(y) jako estymacie wariancji a*iy), wyliczana z formuty Welcha-
Satterthwaite’a

uly)_<{y). <{y) (14)
ru N -1di Kg
- liczba stopni swobody przyporzadkowana niepewnosci standardowej u”(y) =B 2
liczonej metodg typu B.
Jezeli  jest znane, to liczbe stopni swobody przyporzadkowang niepewnosci standardowej

u2(y) mozna obliczy¢ jako

Aa B (13)

N -1 + Vg

i+— z4

Obliczymy teraz miary niedoktadnosci estymaty s odchylenia standardowego a zmiennej
losowej o rozktadzie normalnym. Estymata s2 wariancji 02 jest wyznaczana na podstawie
préby jV-elementowej, przypisuje sie wiec jej v=(N -1) stopni swobody. Rozktad
randomizowanej estymaty s2 mozna wyrazi¢ za pomocg rozktadu chi kwadrat

(16)

gdzie % (y) ~ zmienna losowa o rozkfadzie chi kwadrat o v stopniach swobody.
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Warto$¢ oczekiwana i wariancja randomizowanej estymaty s2 wynosza

E(s2) =cr2
(17
var(s2) = er2(i2) =—erd
v
Graniczny bezwzgledny biad estymaty i 2 (przy wspoétczynniku rozszerzenia k =2) wynosi
AmiXsi =2a(si)=2][J a\ (18)
Zastepujemy wariancje 02jej estymata s2 i obliczamy wzgledny btagd estymaty odchylenia
standardowego s
¢ N =¢N00 =1 - (19)
Kwadrat niepewnosci standardowej estymaty s2 wynosi
Me(i2)=cr2(i2) = —cr4, (20)
stad (prawo propagacji niepewnosci)
u2(s)y =- " . (21)
Vs
Zastepujemy wariancje 02jej estymata i 2, otrzymujemy
«( ):{~2\; S (22)
Zastepujemy dalej estymate i niepewno$cig standardowa u(y) =u iobliczamy wzgledng
niepewnos$¢ rozszerzona(przyjmujac wspotczynnik rozszerzenia k= 2)niepewnosci
standardowej u i niepewnosci rozszerzonej U
Urg(u) =Unl(U)="JJ. (23)

Zalezno$¢ (23) traktuje sie jako zwigzek miedzy niepewnoscig rozszerzong wzgledna
niepewnos$ci (tj. miarg niedoktadnosdci niepewnosci) a przyporzadkowang jej liczbg stopni
swobody. Jezeli wiec niepewno$¢ rozszerzona wzgledna UTe[uB(y)] = Uxe\(B) niepewnosci

liczonej metodg typu B, réwna granicznemu btedowi wzglednemu ¢inax(zlimax-D) granicznego

btedu systematycznego, wynosi /?, to niepewnosci u”(y) odpowiada liczba stopni swobody
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Jezeli niepewnosci u2(y) odpowiada liczba stopni swobody to niepewnos$¢

rozszerzona wzgledna Ure\{If) niepewnosci rozszerzonej i f wynosi

Jezeli niepewno$é u\ (y) =s2(y) =A2 jest obliczana na podstawie préby A-elementowej, to

graniczny btad wzgledny An~fk"A) granicznego btedu przypadkowego kg A wynosi
(26)

Stosujagc prawo propagacji btedéw, wyznaczymy jeszcze graniczny bigd wzgledny
¢max(-£*) granicznego btedu pomiaru E*

@7

4 OBLICZENIA

W tabeli 1 - wiersze 3,4 i 5 - zestawiono wartosci btedu granicznego E, niepewnosci
rozszerzonej U i btedu prawdziwego

qu«E)="~1i, (28)

powodowanego zastgpieniem niepewnosci rozszerzonej U przez biad graniczny E obliczone
dla wspétczynnika rozszerzenia k =2 (p « 0,95) dla r6znych wartosci wspotczynnika A, przy
czym wartosci E i U dla A=o0; 5; 2 i 1podano w stosunku do D, adlaA=1;05;0,2i0- w
stosunku do A (komorki w podwdjnej ramce).

W dalszych wierszach tabeli 1 zestawiono wartosci liczby stopni swobody vu, biedu

granicznego £*, niepewnosci rozszerzonej if, btedow prawdziwych

S(E-*E)=JL-1
E

S(U* «Em)=- — 1 (29)
U*

6Qi *E)y=— ~1
U*
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powodowanych zastgpienie E* przez E, U* przez E>i if przez E oraz miar niedoktadnosci
btedu granicznego i niepewnos$ci rozszerzonej SmmE!' i UT&(U') obliczone dla poziomu
ufnosci p » 0,95 dla réznych licznosci N serii obserwacji i réznych wartosci wspoétczynnika X.
Podobnie jak poprzednio dla X =o00; 5; 2i 1 wartosci £* i if podano w stosunku do D, a
dlaX=1;05;0,2i0 - w stosunku do A. Liczbe stopni swobody vj; i miary niedoktadnosci
Ana\E i Ure\(U") obliczano, zakfadajac /?= 0,1 i odpowiednio vg = 200.

Tabela 1
Poréwnanie wartosci btedéw granicznych i niepewnosci rozszerzonych
oraz miar ich niedoktadnosci
N X
00 5 2 1 0,5 0,2 0

x E/D  E/A 1,000 1231 1577 2,155 3,732 2,866 2,346 2,000
X UD UA 1155 1,178 1291 1633 2,828 2,236 2,040 2,000
X S/U-E) -0,134 0,045 0,222 0,319 0,282 0,150 0,000
3 HI 200,0 1865 43,10 8,08 312 2,16 2
EYD E*A 1,000 1497 2,242 3,484 6,035 5269 4,649 4,303
If/D U*A 1139 1161 1,301 1,882 3261 3,497 4,388 4,303

0,000 -0,178 -0,300 -0,381 -0,456 -0,495 -0,535

<YA\E 0,100 0,398 0,598 0,741 0,849 0,933 1,000

-0,122 0,289 0,723 0,852 0,478 0,059 0,000

d/If*E) -0,122 0,060 0,212 0,145 -0,180 -0,465 -0,535

0,100 0,104 0,215 0,502 0,800 0,962 1,000

5 ) 200,0 216,0 75,76 15,69 6,24 4,33 4,00

E*D E'A 1,000 1,321 1,802 2,603 4504 3,642 3,122 2.776
I1f/D If/A 1,139 1,160 1285 1,730 2,998 2,736 2,831 2.776

%E*«E) 0000 -0,068 -0124  -0,172 -0213 -0,249 -0,279

AnaxE 0,100 0242 0,370 0,474 0563 0,640 0,707

-0,122 0,138 0,402 0,504 0,330 0,03 0,000

<*{l»£)  -0122 0061 0,227 0,246 0048 -0,171 -0,279
twel*) 0,100 0,00 0,162 0,357 0,566 0,680 0,707

7 HI 2000 2054 1014 23,30 936 648 6,00

E'/D E'IA 1,000 1,287 1,706 2,413 4,179 3,313 2,793 2,447
I1f/D If/A 1,139 1,160 1,280 1,688 2,926 2,528 2,495 2447

sle '«E) 0,000 -0,045 -0,076 -0,107 0,135 -0,160 -0,183
Anax~* 0,100 0,205 0,297 0,379 0,452 0,518 0,577

-0,122 0,106 0,333 0,429 0311 0,119 0,000
S/IfsSE) 0,122 0,061 0,232 0,277 0,133 -0,060 -0,183

uriu™) 0,100 0,099 0,140 0,293 0,462 0,555 0,577
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cd. tabeli 1
N A
(00] 5 2 1 0,5 0,2 0
10 KJ 200,0 208,9 130,8 34,44 14,02 9,73 9,00
£*ID 1?2/A 1,000 1,260 1,652 2,304 3,994 3,128 2,608 2,262
I1IT/d uxA 1,139 1,160 1,277 1,658 2,398 2,398 2,306 2,262
HEW*«E) 0,000 -0,023 -0,045 -0,065 -0,084 -0,100 -0,116
Anaxi* 0,100 0,177 0,247 0,310 0,367 0,422 0471
HEI*<E¥) -0,122 0,087 0,294 0,390 0,304 0,131 0,000
S(U**E) -0,122 0,061 0,235 0,300 0,195 0,017 -0,116
frei (/) 0,100 0,098 0,124 0,241 0,378 0,453 0,471
Tabela 2
Poréwnanie wartosci btedow granicznych i niepewnosci rozszerzonych
oraz miar ich niedoktadnosci (ciag dalszy)
N A
(04] 5 2 1 0,5 0,2 0
X E/D E/A 1,000 1,231 1577 2,155 3,732 2,866 2,346 2,000
X u/D U/A 1,155 1,178 1,291 1,633 2,828 2,236 2,040 2,000
X ((E->10 -0,134 0,045 0,222 0,319 0,282 0,150 0,000
15 HJ 200,0 2115 165,1 52,34 21,78 15,14 14,00
E'/D E?/A 1,000 1,248 1619 2,238 3,877 3,011 2491 2,145
I1f/D 1f/A 1,139 1,160 1,274 1,638 2,838 2,326 2,173 2.145
S(E’*E) 0,000 -0,014 -0,026 -0,037 -0,048 -0,058 -0,066
Ana\E 0,100 0,155 0,210 0,254 0,298 0,339 0,378
H</«E*) -0,122 0,076 0,271 0,366 0,294 0,119 0,000
-0,122 0,061 0,238 0,315 0,232 0,080 -0,066
0,100 0,097 0,110 0,196 0,303 0,363 0,378
25 HJ 200,0 2135 2055 85,71 37,22 2595 24,00
£*/D E?/A 1000 1,238 1,596 2,192 3,796 2,724 2,410 2,064
If/D If/A 1,139 1,160 1,272 1622 2,811 2,265 2,101 2,064
<5(£*»E) 0,000 -0,006 -0,012 -0,017 -0,022 -0,027 -0,031
AnaxE* 0,100 0,136 0,171 0,203 0,233 0,262 0,289
-0,122 0,067 0,255 0,351 0,203 0,148 0,000
ail~E) -0,122 0,061 0,240 0,328 0,265 0,121 -0,031
0,100 0,097 0,099 0,153 0,232 0,278 0,289
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5 WNIOSKI

Na podstawie danych liczbowych przytoczonych w tabeli 1 mozna wysnu¢ nastepujace
whioski:
(1) Zaktadajac, ze musi by¢ UT&(U") <0,5; ustalamy granice stosowalnos$ci serii obserwacji
o liczno$ciach
N
N =5dla A>0,5 (co mniej wiecej odpowiada A/D < 1),
N =7 dla X > 0,25 (co mniej wiecej odpowiada A/D < 2),
N> 10 dla dowolnych wartosci X i A/D,

3dlaz>1 (co mniej wiecej odpowiada A/D <0,5),

niedoktadnos$¢ Urei(U*) maleje wraz ze wzrostem X, tzn. zwiekszaniem sie udziatu
niepewnosci liczonej metoda typu B (randomizowanego btedu systematycznego).

(2) Btad zastagpienia £* przez E [5(2*«/)] jest mniejszy od granicznego btedu E* (Anaxt™),
co pozwala skorzysta¢ z przyblizenia

E'«E=2A+D =2s(y)+D, (30)

czyli obliczaé graniczny btad przypadkowy przyjmujac standardowg wartos$¢
wspotczynnika rozszerzenia k = 2.

(3) Spetniajac warunki (1), mozna skorzystac z przyblizenia (30), czyli oblicza¢ niepewno$¢
If (tj. btad graniczny liczony metodg RiCBS) tak, jak btad graniczny liczony metoda

PBS ze standardowg warto$cig wspotczynnika rozszerzenia k = 2.
Whiosek (3) potwierdza teze postawiong na poczatku artykutu.
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Abstract

The limit error E (equal to the sum of the limit random error and the limit systematic
error) and the expanded uncertainty U (equal to the product of the coverage factor and
standard uncertainty) are not equal (different conditions of hypothetical repeating the
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measurement) and their values are inaccurate. The relative limit error 5maxE of the limit error

E and the relative expanded uncertainty Urel(U) of the expanded uncertainty U may be

determine using the rules of the mathematical statistics. A comparison of the calculated values

of the limit errors E, expanded uncertainties U and their inaccuracy measures suggests the

following conclusions

1 Assuming that Urd(U) < 0,5 we can determine the limits of A (the standard uncertainty
obtained from Type B evaluation divided by the standard uncertainty obtained from Type
A evaluation) for N (number of repeated observations).
N =3forA.>I, N=5forX>05, N=7forX>0,25 andN > 10 for all values of X

2. The error caused by substitution by the limit error calculated for the coverage factor 2 for
the limit error obtained from t-distribution (corresponding probability 0,95) is within the
range of inaccuracy of the limit error obtained from t-distribution.

3. The error caused by substitution by the limit error calculated for the coverage factor 2 for
the expanded uncertainty obtained from t-distribution (corresponding probability 0,95) is
close to the inaccuracy of the expanded uncertainty obtained from t-distribution.



