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ALGORYTM WYZNACZANIA NAJBARDZIEJ
ODLEGLYCH PUNKTOW

Streszczenie. W artykule przedstawiono sposoby znajdowania dwoch najbar-
dziej odlegtych punktéw spos$rdéd danego skonczonego zbioru punktéw na ptasz-
czyznie. Opisano algorytm oparty na redukcji przestrzeni poszukiwan.

Przedstawiono idee modyfikacji tego algorytmu polegajagca na znalezieniu
wsp6lnej czesci regionéw powstatych w wyniku redukcji przestrzeni poszukiwan.
Dzieki temu zmniejszeniu ulegta liczba punktdw, pomiedzy ktérymi badane sg
odlegtosci. W czesci doswiadczalnej pokazano, przy jakich rozktadach punktow
na ptaszczyznie zmodyfikowana wersja algorytmu dziata efektywniej.

AN ALGORITHM TO DETERMINE THE TWO MOST DISTANT
POINTS

Summary. The article presents a method of finding the two most distant
points in a given finite planar set of points. The proposed algorithm is based on
the principle of reducing the search space.

The algorithm has been modified by further restricting the search area to the
intersection of the regions determined by the original search-space reduction step.
Practical tests show for what kinds of point distribution the modified algorithm
is faster than the original one.

UN ALGORITHME DE RECHERCHE DES POINTS LES PLUS ELO-
IGNES

Résumé. L’article présente quelques méthodes de recherche des deux points
les plus éloignés dans un donné ensemble fini de points sur le plan. Un algorithme
est proposé dont le fonctionnement est basé sur une réduction de I’espace de
recherche.

L’auteur propose aussi une modification de I’algorithme par la limitation de
I’espace de recherche a la part commune des régions trouvées pendent le pas de
réduction. Cette opération diminue le nombre des points entre lesquels les distan-
ces doivent étre calculées. La part expérimentale discute pour quels distributions
des points la version modifiée de I’algorithme est plus efficace.
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1. Wstep

Jednym z probleméw geometrii obliczeniowej jest znajdowanie najbardziej odlegtych
w danym zbiorze punktdw. Problem ten wystepuje czesto podczas komputerowej analizy
obrazéw, np. w metalurgii (w trakcie pomiarow uszkodzen prébki metalu) [4], anali-
zie teleradiogramow (wykrywanie nieprawidtowosci budowy anatomicznej) [5], w biologii
przy wyznaczeniu diugosci obiektu biologicznego, a takze w technice wojskowej w celu
precyzyjnego okre$lenia toru pociskow.

Niech S = {Pa, Pb, Pc, mmP] bedzie skoAczonym zbiorem punktéw na ptaszczyznie.
Kazdy punkt opisany jest wspotrzednymi kartezjanskimi z-, t,-~ Maksymalng odlegto$é
miedzy punktami nazwano $rednicg zbioru punktéw i oznaczono przez DIAM{S). Odle-
gtos¢ te zdefiniowano nastepujgco:

DIAM (S) = max[d(P,, Pj)\,
gdzie d(Pi,Pj) jest euklidesowa miarg odlegtosci pomiedzy punktami, czyli

d{P, Pj) = yj{xi-xj)2+ (i/,-- Yj)2, Pi,Pje S, i,j- 1,2,...,n.

Oczywista metoda znajdowania najbardziej odlegtych punktéw na ptaszczyznie jest
metoda ,kazdy z kazdym” (tzn. nalezy obliczy¢ odlegtosci pomiedzy wszystkimi parami
punktéw i wybra¢ pare najbardziej odlegtg). W tym celu nalezy wyznaczy¢ odle-
gtosci pomiedzy punktami. Ztozonos¢ tej metody wynosi zatem 0{ -'O--1!) operacji.

W pracy [10] udowodniono:

Twierdzenie 1. Srednica danejfigury jest. réwna $rednicy powtoki wypuktej tej figury.

Problem wyznaczania najbardziej odlegtych punktéw na ptaszczyznie sprowadza sie
zatem do problemu wyznaczenia powtoki wypukiej danego zbioru punktéw oraz analizy
odlegtosci pomiedzy punktami tej powtoki. Najbardziej znanymi algorytmami wyznacza-
nia powtoki wypuktej zbioru punktow sa:

1. Algorytm Grahama [7].

Sposdb postepowania wedtug tego algorytmu jest nastepujacy:

¢ sposrod danych punktéw wybierany jest punkt PO = (x0,y0) o najmniejszej
wartosci wspoétrzednej y, czyli:

y0 = mtiny;, i0="%,-.

Pozostate punkty traktowane sg jako wektory wzgledem punktu Po,

« katy, ktore tworza wektory badanych punktéw {PiPo) z osig y, porzadkowane
sg malejagco 1.

'W przypadku jesli warto$¢ kata a; jest taka sama dla kilku wektoréw badanych punktéw, do dalszych
obliczen wybierany jest punkt skrajny (najbardziej odlegty od punktu PO).
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* po uporzadkowaniu badane sg pary wektoréw: P,P1+i, ijesli para wek-
toréw jest dodatnio zorientowana, to wierzchotek Pi jest dopisywany do listy
wierzchotkdw powtoki wypuktej.

Sposdb tworzenia uporzagdkowanego zbioru punktéw wedtug tego algorytmu
mozna prze$ledzi¢ na rys. 1.

Rys. 1 Uporzadkowanie punktéw w algorytmie Grahama
Fig. 1. Ordering of points in the Graham algorithm

2. Algorytm Greena i Silvermana.
Metoda Greena i Silvermana polega na wyznaczeniu dwéch dowolnych punk-
tow powtoki wypuktej (np. punktéw Pi i Pj o najwiekszej i najmniejszej wartosci
wspotrzednej a:), a nastepnie na:

e wyznaczeniu wszystkich punktéw Pn takich, ze kat a-t, pomiedzy wektorem
badanego punktu PiPn a wektorem P,Pj jest dodatni,

¢ wyznaczeniu (sposrod punktéw Pn) punktu Pu najbardziej odlegtego od wek-
tora PiPj,

¢ wyznaczeniu wszystkich punktéw Pm takich, ze kat a; m pomiedzy wektorem
badanego punktu PjPm a wektorem PjP, jest dodatni,

e wyznaczeniu (sposrod punktéw Pm) punktu Pi najbardziej odlegtego od wek-
tora PjP,,

o wyznaczeniu punktéw zewnetrznych do wielokata: Pi...Pk...Pj...Pi...Pl. znale-
zieniu punktéw najbardziej odlegtych od danego wektora, ... az do momentu
powstania powtoki P1...Pt...PJ...P/...P;, ktéra nie bedzie posiada¢ zadnego
punktu zewnetrznego. Punkty Pi...Pk--.Pj...Pi... tworza wierzchotki powtoki
wypuktej,
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¢ uporzadkowaniu wektordw taczacych kolejne wierzchotki powtoki wypuktej od-
wrotnie do ruchu wskazéwek zegara.

Spos6b wyznaczenia powtoki wypuktej metodg Greena i Silvermana przedstawiono
na rys. 2.

Pi
aP.KpP.>, A@a . aPKPPi, e 2
| a pl,PJ>, € ®>D / a Pk>n.PkPj e (°>f)
ap;,dHl € O>f)
aPKPRy, e f)

Rys. 2. Pierwsze kroki tworzenia powtoki wypuktej metodg Greena i Silvermana
Fig. 2. The first steps of creating the convex hull by the Green and Silverman method

Przed przedstawieniem wiasnosci figur wypuktych przytocze definicje pojecia prostej
wspornikowej wykorzystywanej do wyznaczania punktow najbardziej odlegtych:

Definicja. Prosta ,wspornikowa” do figury F jest to prosta | przechodzaca przez
wierzchotek figury F taka, ze catafigura F znajduje sie pojednej stronie prostej l. Punkty
figury, przez ktére mozna poprowadzi¢ rownolegte proste ,,wspornikowe”, nazywajg sie
punktami przeciwlegtymi.

Okazuje sie, ze w przypadku figur wypuktych istnieje szybszy algorytm (tzn. algorytm,
ktorego ztozonos$¢ obliczeniowa jest mniejsza niz ) operacji) wyznaczenia wierz-
chotkéw najbardziej odlegtych. Algorytm ten opiera sie na wiasnosci figur wypuktych
przedstawionej w [11] jako:

Twierdzenie 2. Srednica wypukiej figury jest réwna najdtuzszej odlegtosci pomiedzy
dwoma punktami przeciwlegtymi tej figury.
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W celu znalezienia punktéw przeciwlegtych nalezy wybraé dowolny wierzchotek fi-
gury wypuktej Pi, a nastepnie, poruszajac sie przeciwnie do ruchu wskazowek zegara,
wyznaczy¢ punkt najbardziej odlegty od prostej P,-i P, 2. Analogicznie nalezy wy-
znaczy¢ wierzchotek Q najbardziej odlegty od prostej P,P;+\ poruszajgc sie w kierunku
zgodnym z ruchem wskazéwek zegara.

Punkty Qg\ do ktérych zaliczamy Q "\ oraz wszystkie punkt)' pomiedzy tymi
wierzchotkami tworzg z punktem P, pary punktéw przeciwlegtych.

2. Algorytmy polegajace na odrzuceniu wierzchot-
kow figury nie stanowigcych jej czeSci wypukiej

Algorytmy oparte na wyznaczeniu powtoki zbioru punktéw majg ztozono$¢ oblicze-
niowg rzedu 0(n log n) [3]. Okazuje sie, ze w przypadku gdy wierzchotki powtoki wypuktej
stanowig niewielki procent pierwotnego zbioru punktéw (np. gdy punkty sg rozmieszczone
niezalezne od siebie), wystarczy odrzuci¢ cze$¢ punktow, ktére na pewno nie sg wierz-
chotkami powtoki wypuktej.

Przyktadem takiego algorytmu jest algorytm oparty na wyznaczeniu punktéw o eks-
tremalnych wartos$ciach wspétrzednych: (x), (y), (x +y), (y —z) oraz punktédw lezacych
na zewnatrz figury wyznaczonej przez te ekstrema. Kolejny krok, to analiza odlegto-
§ci pomiedzy punktami nie stanowigcymi wnetrza figury wyznaczonej przez te ekstrema.
Spos6b wyznaczenia punktéw o ekstremalnych warto$ciach wspétrzednych przedstawiono
na rys. 3.

Algorytm ten cechuje ,pesymistyczna” ztozonos$¢ obliczeniowa rzedu 0(n2) (oczywi-
$cie 0(n2) > O(nlog?i)). Badania opisane w [1] wykazuja jednak liniowg zalezno$¢ czasu
wykonania programu od liczby punktéw rozmieszczonych na ptaszczyznie.

2.1. Podziat podzbioru punktéw S na ,naprzemianlegte” re-
giony

Nalezy zwréci¢ uwage, ze punkty maksymalnie oddalone od siebie nie lezg w sasiedz-
twie. Wystarczy wiec pogrupowac¢ punkty w rejony i badaé- tylko pary punktéow z tych
rejonéw, w ktérych podejrzewamy istnienie punktow maksymalnie odlegtych. Naszym
celem jest z jednej strony zredukowanie jak najwiekszej liczby punktéw, z drugiej za$
wykonanie tej operacji w mozliwie najkrétszym czasie. To rozumowanie prowadzi do na-
stepujacej koncepcji algorytmu.

Sposrod danych punktéw nalezacych do zbioru 5 wybieramy podzbiér E punktow
o ekstremalnych warto$ciach wspdtrzednych: (x), (y), (t + j/), (y —x). Spos6b wyznaczenia
punktdw o ekstremalnych warto$ciach wspoétrzednych przedstawiono na rys. 3.

“W przypadku gdy odlegto$¢ punktéw od prostej jest maksymalna dla dwéch wierzchotkéw (wystepuja
boki réwnolegle), nalezy wybra¢ pierwszy z badanych punktéw. W celu wyznaczenia odlegtosci punktu
Q od prostej nalezy wyznaczyé¢ pole tréjkata P,_tP,Q.
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miii(r) maXx(x)

V) max(V)

min(y)

Rys. 3. Sposéb wyznaczenia punktéw o ekstremalnych wartosciach wspétrzednych i, y, x + y, x —y

Fig. 3. Method of determining points with extreme values of coordinates and coordinate
combinations X, y, X +y, y —X

Przez Pi,P2,P3,Pi oznaczmy punkty odpowiednio o maksymalnych i minimalnych
wartosciach wspotrzednej x iy, tzn:

Pr = min(x),min(y), x,y £ (0,00) (1)
1 tv)

P2 = max(x),min(y), x,y € (0,00) 2)
3 w

P3 = max(x),max(y), x,y £ (0,00) 3)
3 tw

= min(x), max(y), x,y £ (0, ¢o) 4)
{i} fy}

Czyli dane punkty nalezace do zbioru S wpisujemy w prostokat P1P2P3P 1. Nalezy
zauwazy¢, ze Srednica zbioru 5 jest nie mniejsza niz $rednica zbioru E, oczywiscie $rednica
zbioru E jest wieksza lub rowna dtugosci najdtuzszego boku prostokata P1P 2P3P4, czyli:

max(d(P1,P2),d(P2,P3)) < DIAM(E) < DIAM[S).

Kazdemu wierzchotkowi P; odpowiada region P ,+2 taki, ze dla kazdego punktu Aj
nalezacego do P t+2 odlegtosc:

d(Pi,Aj) > DIAM(E), gdziei=1,23,4 i P5=A i i%=P2
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Oznaczmy:

R=F, URiUR3UL,;
Q = prostokat PJAAA;
T=Q\R.

Mozna zauwazyé¢, ze dla dowolnego punktu A; nalezacego do zbioru T oraz dowolnego
punktu Aj nalezacego do S odlegtos$¢ d(A,-, A-) jest mniejsza od $rednicy zbioru E, gdzie
i = 1,2. Dzieki temu wszystkie punkty nalezace do T (wnetrza zbioru S) mozna odrzuci¢
przy szukaniu maksymalnie odlegtych punktéw figury.

W pracy [1] udowodniono twierdzenie umozliwiajace dalsza redukcje podzbioru roz-
mieszczonych na ptaszczyznie punktow, wsérdd ktorych poszukujemy punktéw najbardziej
odlegtych:

Twierdzenie 3. Jezeli odlegtos¢ danej pary punktéw jest $rednicg zbioru S, to jeden
punkt nalezy do obszaru Ri, a drugi punkt nalezy do obszaru Ri+a, gdzie i = 1,2.

Sposéb tworzenia regiondbw R, przedstawiono na rys. 4.

Rys. 4. llustracja tworzenia regiondw naprzemianleglych
Fig. 4. The illustration of the création of alternate régions

Wersja podstawowa algorytmu opartego na podziale zbioru S na regiony sktada sie
z nastepujacych czynnosci:

1. Wyznaczenie zbioru ekstremalnych punktéow wzgledem wspoétrzednych: i, y, x -fy,
y - X.

2. Wyznaczenie wierzchotkdw prostokata P1F2P3P4 ,,opisanego” na zbiorze S (sposob
wyznaczenia punktow A, P2, A, A podano w réwnaniach (1) 4- (4)).
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3. Wyznaczenie $rednicy zbioru punktow o ekstremalnych wartosciach wzledem wspét-
rzednych x, y, x + y, y - X.

4. Wyznaczenie wszystkich punktow figury, ktoére nalezg do kolejnych regiondéw Ri,
gdzie i = 1,2,3,4 (przynalezno$¢ punktéw do poszczegélnych regiondéw bada sie
wyznaczajac odlegto$¢ badanego punktu od kolejnych wierzchotkow prostokata
PiP2A A i sprawdza, czy odlegto$¢ jest mniejsza niz $rednica wyznaczona w po-
przednim punkcie. Zauwazmy, ze badany punkt moze nalezeé¢ co najwyzej do dwoch
regionow).

5. Wyznaczenie odlegto$ci pomiedzy wszystkimi parami punktéw P i Q, gdzie P € R
iQ € R;+2i z= 1)2.

6. Wyznaczenie odlegtosci maksymalne;j.

Najgorszy przypadek wystapi, jezeli wszystkie badane punkty znajdowaé sie beda
w regionach Ri, i potowa punktéw naleze¢ bedzie do wspdlnej czesci obszar6w R\ i R2,
a druga potowa do wspélnej czesci obszarow R3 i R.t. Wtedy liczba niezbednych obliczen
wyniesie:

of2 = -+ )y = o2,

Stad tez ztozonos¢ obliczeniowa wynosi w przypadku zastosowania tego algorytmu 0 (*£)
operacji. Jednak w rzeczywistosci (poréwnaj wyniki badan przeprowadzonych w [1]) czas
dziatania algorytmu rosnie liniowo ze wzrostem liczby rozmieszczonych na plaszczyznie
punktéw. Nalezy zauwazy¢, ze nawet w przypadku gdy liczba punktéw nalezacych do T
bedzie niewielka, to i tak czas wyznaczenia punktow najbardziej odlegtych bedzie znacznie
krotszy niz dla algorytmu ,kazdy z kazdym”, gdyz nie sa badane punkty z sasiedztwa.

2.2. Mozliwosci modyfikacji algorytmu

Nalezy zauwazy¢, ze regiony i?-, gdzie i € {1,2,3,4}, nie sg roztgczne. W zwigzku
z tym pojawia sie pytanie: czy wsérod wspolnej czesci wymienionych regionéw znajduja
sie obszary, ktére sa dwukrotnie analizowane podczas wyznaczania odlegtosci pomiedzy
punktami?

Przez Rij oznaczono cze$¢ wspélng obszaréw Ri i Rj. Z analizy rys. 4 wynika, ze
w przypadku poréwnywania punktéw nalezacych do obszardw:

« R2iRa3
« RBiilu,
te podzbiory sg analizowane zardwno podczas analizy regionéw i R3, jak i regionéw

R2iRa. Jesli podzbidér A, zdefiniowany jako: ilx = (i?2tllili3)U (ii23nilii) nie jest pusty,
to liczbe punktéw, pomiedzy ktérymi nalezy wyznaczy¢ odlegto$¢ mozna zmniejszy¢.
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Na powyzszej obserwacji opiera sie koncepcja zmodyfikowanego algorytmu, sktadaja-
cego sie z nastepujgcych czynnosci:
1. Wyznaczenie zbioru ekstremalnych punktow wzgledem wspo6trzednych: x,y, x + vy,
y - X-

2. Wyznaczenie wierzchotkdéw prostokata PiAA-Ri ,,opisanego” na zbiorze S (sposéb
wyznaczenia punktéw Pj,P2,A ,R podano w réwnaniach (1) — (4)).

3. Wyznaczenie $rednicy zbioru punktdw o ekstremalnych wartoSciach wzgledem
wspoltrzednych x, y, X +y, y —X.

4. Wyznaczenie wszystkich punktéw figury, ktére naleza do kolejnych regionéw R,
gdzie i = 1,2,3,4 (w przypadku regionbw R2 i Ra wyznaczana jest przynaleznos¢
punktéw do regionéw Rij).

5. Wyznaczenie odlegtosci pomiedzy parami punktéw PiQ, gdzie P € Pi
6. Wyznaczenie odlegtosci pomiedzy parami punktéw PiQ, gdzie:

e P €P21iQ GPa1hlPaas,
e PE€P2iQGPr,
« P €P23iQ SRaURN.

7. Wyznaczenie odlegto$ci maksymalne;j.

W przypadku zastosowania tego algorytmu niezbedne jest wykonanie dodatkowych
obliczen zwigzanych z przyporzadkowaniem badanych punktow do kolejnych regionow
Rij.

3. Eksperymenty obliczeniowe

Celem przeprowadzonych préb byto znalezienie zalezno$ci pomiedzy liczbg punk-
tow a czasem wyznaczenia punktow najbardziej odlegtych dla réznych rozkladéw na
ptaszczyznie generowanych punktow. Nalezato réwniez odpowiedzie¢ na pytanie, czy we
wszystkich przypadkach efektywne jest stosowanie zmodyfikowanej wersji algorytmu.

3.1. Spos6b przeprowadzenia eksperymentu obliczeniowego

Eksperyment przeprowadzono dla réznych rozktadéw generowanych na ptaszczyznie
punktéw. Wspotrzedne 2 y; punktu P, generowano niezaleznie lub w przypadku dwéch
ostatnich eksperymentéw, wspdtrzedng y- obliczano w taki spos6b, aby powstat obrys
odpowiednio okregu lub elipsy. W eksperymencie mierzono nie tylko catkowity czas wy-
konania programu dla roznej liczby punktéw, ale réwniez stosunek czasu potrzebnego
na ,wyszukiwanie” i obliczenie odlegtosci oraz liczbe punktéw nalezacych do regionéw

iQ € Ps
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Ri 3. W przypadku pomiaréw czasu wykonania programu opartego na zmodyfikowanej
wersji algorytmu mierzono réwniez iloczyn (n2) liczby punktéw P i Q, gdzie: P € i?2i
iQ € Rg3lub P € R23i Q £ Zk». Odpowiada to parom punktow, pomiedzy ktorymi
odlegtosci nie bedg powtérnie wyznaczane - czyli ,,zysk” wynikajacy z zastosowania tej
wersji algorytmu.

3.2. Wyniki eksperymentu obliczeniowego

Opisane w pracy algorytmy zostaty zaimplementowane w jezyku C. Do wyznaczenia
wspoétrzednych badanych punktéw postuzono sie generatorem liczb pseudolosowych. Dla
rozktadu normalnego wspo6trzedne wyznaczano zgodnie z zalezno$cia:

(*1,b

gdzie n = 12, fi = X; ma rozktad réwnomierny w przedziale (0,1).

Aby podpisy pod tablicami i wykresami byty czytelne, program oparty na podstawo-
wej wersji algorytmu oznaczano jako program 1, natomiast program oparty na zmodyfi-
kowanej wersji jako program 2.

3.2.1. Eksperyment 1

W pierwszym eksperymencie punkty generowano na ptaszczyznie niezaleznie, zgodnie
z rozktadem normalnym:

¢ 0 wartosci oczekiwanej fi = 250 oraz odchyleniu standardowym a = 50 dla wspot-
rzednych x iy,

* 0 wartosci oczekiwanej fi = 250 oraz odchyleniach standardowych odpowiednio
cx = 50 (dla wspotrzednej x), ay — 100 (dla wspotrzednej y).

Wyniki pomiaréw czasu wykonania programu opartego na wersji podstawowej algo-
rytmu przedstawiono w tablicy 1. W tablicy 2 przedstawiono wyniki pomiaréow czasu
wykonania programu dla rozktadu normalnego. Program oparty byt na zmodyfikowanej
wersji algorytmu. Czas wykonania programéw w funkcji liczby generowanych na ptasz-
czyznie punktéw dla przyjetego rozktadu pokazano na rys. 5. W obu badanych przypad-
kach mozna zaobserwowac:

 liniowg zalezno$¢ czasu wykonania programow od liczby generowanych na ptasz-
czyznie punktow,

 nieliniowy wzrost liczby punktéw nalezacych do obszaréw R; (powolny wzrost liczby
punktow nalezacych do obszarow R, gwarantuje liniowy wzrost czasu wykonania
programow rowniez dla wiekszej préby),

» nieefektywnos¢ stosowania programu opartego na zmodyfikowanej wersji algorytmu.

#Nalezy zauwazy¢, ze im mniej punktdw nalezy do regionéw /t- w stosunku do liczby badanych
punktéw, tym ilo$¢ wyznaczanych odlegto$ci zmniejszy sie.
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Tablica 1
Czas wykonania programu 1 dla rozktadu normalnego
A= 250 < =50 H =250 =co (Jy— 100
Liczba Czas Wyszu- Punkty w Czas  Wyszu- Punkty w
0 wykon. kiwanie obszarach wykon. kiwanie obszarach
i, (ms) (%) Ri (n,) i (ms) (%) Ri (ni)
100 10.1 88.7 204 9.1 98.7 6.0
200 19.8 90.4 24.7 18.1 98.7 8.8
500 48.8 91.2 36.5 44.7 99.6 9.0
1000 95.5 93.2 494 S9.9 99.0 19.2
2000 186.5 95.4 66.4 179.5 99.1 28.8
3000 295.9 90.2 102.4 269.4 99.0 45.0
4000 392.7 90.6 111.0 359.6 9s.9 43.8
5000 469.1 94.8 127.0 449.4 98.9 100.5
6000 618.3 S6.3 151.0 541.0 98.6 119.0
S000 771.9 92.1 132.6 720.2 98.8 131.0
10000 9714 91.5 187.4 919.6 96.7 231.0

Tablica 2

Czas wykonania programu 2 dla rozktadu normalnego

/i = 250 o —50
Liczba Czas Wyszu-  lloczyn Zysk

(n) wykon. kiwanie punktow (strata)
i, (ms) (%) M (%)
100 10.6 89.2 06 . -44
200 20.3 90.9 2.3 -25
500 49.6 914 2.2 -16
1000 96.5 93.3 210 - 11
2000 1S7.9 95.4 6 -08
3000 29S.0 90.3 7.4 - 0.7
4000 395.0 90.7 6.0 - 0.6
5000 471.9 94.S .S -0.6
6000 621.5 S6.4 6.5 -05
8000 774.S 92.2 3.2 -04

10000 991.3 91.6 9+.S -04



16 R. Sadlowski

Rys. 5. Czas wykonania programéw dla rozktadu normalnego
Fig. 5. Program execution times for normal distribution

3.2.2. Eksperyment 2

W tym eksperymencie punkty generowane sg na ptaszczyznie niezaleznie, zgodnie
z rozktadem roéwnomiernym w prostokacie:

* 0 bokach 500 * 500,
* 0 bokach 500 * 200.

W tablicy 3 przedstawiono wyniki pomiaréw czasu wykonania programu dla punk-
téw, generowanych zgodnie z tym rozktadem. Program oparty byl na wersji podstawowej
algorytmu. W tablicy’ 4 przedstawiono wyniki pomiaréw czasu wykonania programu dla
rozktadu réwnomiernego. Program oparto na zmodyfikowanej wersji algorytmu. Czas
wykonania programéw w funkcji liczby generowanych na ptaszczyznie punktow dla przy-
jetego rozkiadu przedstawiono na rys. 6.
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Liczba

()

100
200
500
1000
2000
3000
4000
5000
6000
8000
10000

Czas wykonania programu 1 dla rozktadu réwnomiernego

£

Czas
wykon.
ti (ms)
9.2
18.2
44.7
S9.3
178.0
266.9
355.8
444.8
533.6
711.3
$89.1

= Ay = 500
Wyszu- Punkty w
kiwanie obszarach

(%) Ri («i)

98.1 85
98.4 9.2
99.5 7.3
99.7 10.0
99.8 7.3
99.7 7.0
99.9 7.2
99.9 9.0
99.95 7.3
99.98 7.2
99.99 5.9

Tablica 3

Ax =500 Av= 200
Wyszu-

Czas
wykon.
i (ms)

9.2
18.1
45.1
89.2

178.0

266.9

356.1

4449

533.9

711.4

889.3

k

iwanie
(%)
97.4
98.7
99.1
99.7
99.9
99.95
99.85
99.90
99.90
99.97
99.96

Tablica j

Czas wykonania programu 2 dla rozktadu réwnomiernego

Liczba

(n

100
200
500
1000
2000
3000
4000
5000
6000
8000
10000

Czas
wykon.
< (ms)

9.3
18.4
44.9
89.5

178.2
267.1
355.9
445.0
533.7
711.5
8S9.2

A, = Ay = 500

Wyszu-
kiwanie
(%)

98.1
98.4
99.5
99.7
99.9
99.9
99.95
99.95
99.97
99.98
99.99

lloczyn
punktow

(»2)

eNeoNeNelNelNolNolNoelNolNolNoj

Zysk

(strata)

(%)

- 20

- 11

- 04
- 0.25
- 0.10
- 0.06
- 0.05
- 0.04
- 0.03
- 0.02
- 0.01

Punkty w
obszarach
Ri (ni)
7.8
8.6
145
9.7
8.6
7.2
12.7
10.3
11.3
6.7
9.0

17
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Rys. 6. Czas wykonania programoéw dla rozktadu réwnomiernego
Fig. 6. Program execution times for uniform distribution

W tych eksperymentach mozna zaobserwowac:

* liniowg zalezno$¢ czasu wykonania programéw od liczby generowanych na ptasz-
czyznie punktow,

e niezalezno$¢ liczby puktéw nalezacych do obszaréw Ri od liczby generowanych
punktow,

¢ nieefektywno$¢ stosowania programu opartego na zmodyfikowanej wersji algorytmu.

3.2.3. Eksperyment 3

W tym eksperymencie wspotrzedng x generowano na ptaszczyznie niezaleznie, zgodnie
z rozktadem réwnomiernym na przedziale (-500,500), a wspétrzedng y obliczano zgodnie
z wzorami:

y —\/r2—i 2, r = 500 (potowa punktéw),

= \/r2—x2, r = 500 (potowa punktow),
dzieki temu powstat obrys okregu o promieniu r = 500 i $rodku w punkcie (0,0) uktadu
wspo6trzednych.

W tablicy 5 przedstawiono wyniki pomiaréw czasu wykonania programu w przy-
padku, gdy program oparty byl na podstawowej wersji algorytmu. Dodatkowo pokazano
czas dziatania programu, gdy punkty badane sg metodg ,kazdy z kazdym”. W tablicy 6
przedstawiono wyniki pomiaréw czasu dziatania programu opartego na zmodyfikowanej
wersji algorytmu. Czas wykonania programéw w funkcji liczby generowanych na ptasz-
czyznie punktoéw dla przyjetego rozktadu przedstawiono na rys. 7.
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Tablica 5

Czas wykonania programu 1 dla punkléw generowanych, w ksztat-
cie okregu

Liczba Czas Wyszu- Punkty w Czas

(n) wykon, kiwanie obszarach ,Kazdy z
i (s) (%) Ri (ni) kai\c;\)//m”

100 0.07 12.1 153 0.14
200 0.26 6.8 297 0.55
500 1.61 2.8 748 3.46
1000 6.40 1.4 1507 13.87
2000 25.16 0.7 2999 55.53
3000 56.04 0.5 4481 125.00
4000 100.32 0.35 5999 222.17
Tablica 6

Czas wykonania programu 2 dla punktéw generowanych
w ksztatcie okregu

Liczba Czas  Wyszu- lloczyn Zysk
(n) wykon, kiwanie punktéw (strata)

ii (ms) (%) («2) (%)
100 0.6 19.0 561 + 122
200 0.23 10.5 1661 + 115
500 1.36 4.5 11339 + 151
1000 5.43 2.3 45331  + 152
2000 21.35 11 177811 + 15.2
3000 48.00 0.8 366549 + 144
4000 86.61 0.6 607902 + 137
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Rys. 7. Czas wykonania programéw dla punktéw rozmieszczonych na okregu
Fig. 7. Program execution times for circular arrangement of points

W tvm eksperymencie mozna zaobserwowac:

« niezadowalajgce wyniki dziatania programéw - liczba punktdw w obszarach R sjest
nawet wieksza niz liczba badanych punktéw. W tym eksperymencie nie udato sie
odrzuci¢ zadnego z badanych punktow,

0 zalezno$¢ czasu dziatania programéw jest proporcjonalna do kwadratu wzrostu
liczby generowanych na ptaszczyznie punktow (chociaz i tak czas wykonania pro-
gramow jest okoto trzykrotnie krotszy niz w przypadku metody ,kazdy z kazdym”
- spowodowane jest to faktem, ze w stosowanej metodzie nie ma potrzeby badaé
punktow sasiadujagcych ze sobg),

» efektywnos$¢ stosowania programu opartego na zmodyfikowanej wersji algorytmu -
oszczedno$¢ czasu wykonania programu dochodzi do kilkunastu sekund,

¢ liczba punktéw nalezacych do obszarow A- wzrasta proporcjonalnie do liczby gene-
rowanych punktow.

3.2.4. Eksperyment 4

W tym eksperymencie wspo6trzedng x generowano na ptaszczyznie niezaleznie, zgodnie

z rozktadem réwnomiernym w przedziale (—500,500), a wspd6irzedng y obliczano zgodnie
Z wzorami:
y = \Ju* — , a =500, b= 200 (potowa punktow),

y = —“%b2—~r->a= 500, 6= 200 (potowa punktéow),
dzieki temu powstat obrys elipsy o osiach: wielkiej a = 500 i matej 6 = 200, oraz $rodku
w punkcie (0,0) uktadu wspétrzednych.

W tablicy 7 przedstawiono wyniki pomiaréw czasu wykonania programu w przypadku,
gdy program oparty byt na podstawowej wersji algorytmu.
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Tablica 7

Czas wykonania programu 1 dla punktéw genero-
wanych w ksztatcie elipsy

Liczba Czas Wyszu- Punkty w
(n) wykon, kiwanie obszarach

¢ (ms) (o) Ri (n,)

100 9.1 98.8 6.3
200 18.1 98.9 8.3
500 45.4 98.1 17.2
1000 91.3 97.4 29.3
2000 1845 96.4 4S.2
3000 276.S 96.3 60.3
4000 377.9 94.1 S9.8
5000 479.4 92.7 112.2
6000 575.9 92.6 123.2
S000 800.5 SS.9 1S0.0
10000 10154 87.5 213.6

W tablicy 8 przedstawiono wyniki pomiaréw czasu wykonania programu w przypadku,
gdy program opierat sie na zmodyfikowanej wersji algorytmu. Czas wykonania progra-
moéw w funkcji liczby generowanych na ptaszczyznie punktéw dla przyjetego rozktadu
przedstawiono na rys. S.

Rys. 8. Czas wykonania programéw dla punktéw rozmieszczonych na elipsie
Fig. 8. Program execution times for elliptical arrangement of points

Eksperyment wykazat:

a liniowg zalezno$¢ czasu wykonania programéw od liczby generowanych na ptasz-
czyznie punktéw,
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Tablica 8

Czas wykonania programu S dla punktéw generowanych
w ksztatcie elipsy

Liczba Czas  Wyszu- lloczyn'  Zysk
Q) wykon. kiwanie punktéw (strata)
nms) (%) (@ (%)
100 9.2 99.3 1.7 - 11
200 18.2 99.3 2.8 - 0.7
500 455 98.7 1 -03
1000 91.3 98.2 31 + 0.04
2000 183.9 97.3 77 + 0.3
3000 275.8 97.2 106 + 04
4000 374.0 95.6 222 + 1.0
5000 472.7 94.6 415 + 14
6000 567.1 94.5 520 + 15
8000 7S2.0 91.5 1014 + 23
10000 9S7.1 90.5 14SS + 28

 zaleznos¢ liczby punktéw w obszarach R, od liczby generowanych punktéw dla malej
préby punktéw (tzn. do okoto 2000 punktéw) jest zaleznoscig, typu pierwiastkowego,
natomiast dla duzej préby punktéw (powyzej 4000) jest to zalezno$¢ prawie liniowa.
Fakt ten sugeruje, ze dla bardzo duzej proby punktéw - rzedu kilkudziesieciu ty-
siecy, czas wykonania programu nie bedzie liniowo zalezny od liczby generowanych
punktow 4,

« stosowanie programu opartego na zmodyfikowanej wersji algorytmu ma sens w przy-
padku badania duzej proby punktéw (zysk osigga sie juz dla préby rzedu tysigca
punktow).

4. Wnioski

Przedstawione w pracy algorytmy do wyznaczania $rednicy skoAczonego zbioru punk-
téw cechuje nastepujaca (,pesymistyczna”) ztozonos$¢ obliczeniowa:

1. Algorytmy oparte na wyznaczeniu powtoki wypuktej - O(nlogn) operacji.
2. Algorytmy oparte na redukcji przestrzeni poszukiwan - O(y ) operacji.

Cze$¢ obliczeniowg algorytmu opartego na redukcji przestrzeni poszukiwan mozna
podzieli¢ na dwa etapy:

"Odlegtosci pomiedzy punktami nalezacymi do obszaréw fi- badane sg metoda ,kazdy z kazdym”,
dlatego liniowy wzrost liczby punktéw nalezacych do obszaréw it- powoduje wzrost liczby obliczen od-
legtosci zgodnie z kwadratem wzrostu liczby tych punktow.



Algorytm wyznaczania 23

» ,wyszukiwanie”, czyli'czynnosci zmierzajagce do wyznaczenia wierzchotkow prosto-
kata opisanego na badanej figurze oraz przyporzadkowanie punktow do regionéw
T lub Rt. Wymienione tutaj czynnosci polegajg na sprawdzeniu, czy dany punkt
P spetnia okre$lone warunki i ztozono$¢ tej czesci jest liniowo zalezna od liczby
badanych punktéw oraz niezalezna od ich rozktadu-na ptaszczyznie,

9 ,,poréwnywanie odlegtosci pomiedzy badanymi punktami”. Poniewaz punkty sg ba-
dane metoda kazdy z regionu i?-z kazdym z regionu A +2, ztozono$¢ tej czesci wynosi
0(n2) operacji.

Oznaczono przez:

9 n - catkowita liczba generowanych punktéw,
9 ni - liczba punktéw nalezacych do obszaréw ii,-,

9 n2- iloczyn liczby punktéow nj"* n”-gdzie: nf sg to punkty P-, nj"sg to punkty Qj
spetniajace warunek: P, 6 P21i Qj € R43lub P, € R23 i Qj € Rai-

Mozna pokaza¢, ze spetnienie warunku, aby catkowita ztozono$¢ obliczeniowa byta
rzedu n, zachodzi, jesli:

o liczba obliczen zwigzanych z ,wyszukiwaniem” jest znacznie wigksza niz liczba ob-
liczen zwigzanych z wyznaczeniem odlegtosci,

o liczba punktéow ni ,wolno” wzrasta wraz ze wzrostem liczby generowanych punktéw.
Teoretycznie, aby czas dziatania programu rost liniowo wraz ze wzrostem liczby ge-
nerowanych punktéw, liczba punktow w obszarach ii,- powinna spetnia¢ warunek 5:
ni < 2*\/n.

Powyzsze warunki spetnione sa, jesli punkty sg generowane na ptaszczyznie niezaleznie
i wiekszos$¢ z nich uktada sie¢ w ,,centrum” badanego obszaru. W przypadku badania rze-
czywistych obrazéw o ksztattach wypuktych (szczegélnie zblizonych do okregu), warunki
te nie sg spetnione.

Nastepujace warunki muszg by¢ spetnione, aby czas dziatania zmodyfikowanej wersji
algorytmu byt krotszy niz algorytmu w wersji podstawowej:

o liczba punktéw n1jest porownywalna z liczba punktéw n,

o iloczyn liczby punktéw n2 nie jest ,,zbyt maty” 6.

Program oparty na zmodyfikowanej wersji algorytmu dziata wolniej w przypadku
punktow generowanych na ptaszczyznie niezaleznie, natomiast jesli badane punkty na
ptaszczyznie uktadaja sie w ksztatcie figury wypuktej, dziata szybciej. Nalezy zauwazyc,
ze w przypadku stosowania zmodyfikowanej wersji algorytmu tracimy tylko na wyszu-
kiwaniu (strata jest liniowo zwigzana z liczbg generowanych punktéw i nie przekracza
milisekundy). Natomiast zysk dotyczy liczby obliczehA odlegtosci i jest proporcjonalny do
kwadratu liczby punktéw nalezacych do obszaréw Rt (co w praktyce oznacza nawet kilka
sekund).

5Zalcznos$¢ jest prawdziwa tylko w przypadku réwnomiernego rozktadu punktéw w regionach
60kreslenie ,,zbyt mata” trudno jednoznacznie zdefiniowa¢ - w praktyce oznacza to taka liczbe punk-
téw, aby czas zyskiwany na obliczaniu odlegtosci byl wiekszy niz czas tracony na ,wyszukiwaniu”.
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Abstract

There exist many methods to determine the two most distant, points in a given finite

planar set of points. Some of them rely on the fact that, the diameter of a set of points
is equal to the diameter of its convex hull (Theorem 1). Methods to find the convex hull
have been developed by:
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e Graham (Fig. 1),
¢ Green and Silverman (Fig. 2).

Another group of algorithms reduce the original set by discarding some points which
lie in its center. Fig. 3 illustrates one such method of discarding some points certain not
to be on the convex hull.

Another algorithm is based on the principle of dividing the set of points into alternate
regions. The way of finding such regions is illustrated in Fig. 4. This algorithm has been
modified by further restricting the search area to the intersection of the regions.

The experimental part covers practical tests, which determined how the time required
to find the diameter relates to the size of the set of points, and for what kinds of point
distribution the modified algorithm is faster than the original one. Experiments 1 and 2
examined the case where the X and Y coordinates of points were generated independent!}’,
with a:

e normal distribution (Fig. 5),
¢ uniform distribution (Fig. 6).

Experiment 3 examined the case where the points were arranged on a circle. Relation
beetwen processing time and the size of the set is illustated on Fig. 7. The case explored
in Experiment 4 was a set of points arranged on an ellipse (Fig. S).



