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WYZNACZANIE NIEPEWNOSCI PRZETWARZANIA

PROBKUJACEGO ZA POMOCA REDUKCYJINEJ ARYTMETYKI
INTERWALOWEJ

Streszczenie. Przetwarzanie prébkujace ma na celu dostarczanie ciggéw wynikéw pomiaru
wartosci chwilowych wielkosci zmiennej w czasie. Pojedynczy wynik jest efektem
przetwarzania analogowego, analogowo-cyfrowego i na koncu programowego. Btad wyniku
jest wypadkowa wielu btedéw czgstkowych o réznym charakterze, a zatem wyznaczanie jego
niepewnosci jest zagadnieniem ziozonym. W referacie przedstawiono metode oparta na
redukcyjnej arytmetyce interwatowej, pozwalajaca na obliczenie niepewnos$ci na podstawie
znajomosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa opisujacych poszczegélne zrédta btedu oraz
wspotczynnikéw algorytmu przetwarzania. Zwigzek miedzy niepewno$ciami ma postac¢
rbwnania macierzowego uwzgledniajgcego zaleznosci zachodzace miedzy réznymi
rozktadami btedu w procesie ich splatania. Rozwazania teoretyczne zilustrowano przyktadem

obliczenia niepewnosci dla przyjetej struktury przetwornika prébkujacego.

UNCERAINTY EVALUATION OF SAMPLING PROCESSING BY MEANS
OF REDUCTIVE INTERVAL ARITHMETIC

Summary. The aim of sampling processing is to deliver sequences of measurement results
representing instantaneous values of an input quantity of a sampling converter. The single
result is an effect of analog processing, analog-to-digital conversion and digital processing, so
its error is a composition of many different partial errors. Thus, calculation of the result
uncertainty is a sophisticated task. The paper presents a method applied to reductive interval

arithmetic which allows calculating uncertainty for the known probability density function of



66 Jerzy Jakubiec

the error value sets and the known coefficients of the digital processing algorithm. The
relationship between uncertainties is of matrix form the elements of which depend on
relations between the error value sets during its convolution. The general considerations have
been illustrated by the example presenting uncertainty calculation for the assumed structure of
a sampling converter.,

1. WSTEP

Przetwarzanie probkujace stanowi podstawowy sposob pozyskiwania ciggéw danych
dla celéw pomiaréw wielkosci zmiennych w czasie. W praktyce do tego celu wykorzystuje
sie réznego rodzaju rozwiazania, tym niemniej mozna wskaza¢ strukture, ktéra moze by¢
uznana za reprezentatywna dla szerokiej klasy uktadow. Typowy tor pomiarowy realizujacy
tego rodzaju dziatanie nazwano przetwornikiem prébkujacym [4], Jego schemat przedstawia

rys.l.

Rys. 1. Struktura toru pomiarowego w przetworniku prébkujacym

Fig. 1 Structure of measuring chain in sampling converter

W strukturze toru pomiarowego przetwornika prébkujgcego mozna wskazac trzy rodzaje
elementoéw, ktore wyrézniono na rys.l za pomoca kolejnych bloczkéw. Pierwsza grupa
obejmuje uktady analogowe, takie jak: czujnik, wzmacniacze pomiarowe, komutatory oraz
analogowe czesci uktadu prébkujgco-pamietajacego P/P i przetwornika A/C. Uklady te
oznaczono tgcznie symbolem A/A. Ich zadaniem jest przetworzenie zmiennej w czasie
wielkosci wejsciowej x(t) na wielkos¢ y(t) (z reguly jest to napiecie) tak, aby mozna byto
dokonywaé¢ procesu prébkowania i kwantowania z wymagang doktadnoscia. Dziatania te
realizuje element oznaczony jako A/C. Zaktadajgc, ze btedy prébkowania i kwantowania

mieszczg sie w dopuszczalnych granicach, wynik kwantowania y (tk) mozna traktowa¢ jako

ocene wartosci wielkosci y(t) w chwili tk. Ostatnim ogniwem toru jest algorytm o symbolu
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C/C, zgodnie z ktérym cigg danych cyfrowych ), k=0,1,...,K - 1} jest przetwarzany w
spos6b programowy tak, aby wyznaczy¢ warto$¢ chwilowg wielkosci x(t) w okreslonej
chwili oznaczonej ogdlnie jako tm. Algorytm taki realizuje odtwarzanie wartosci chwilowych

wielkosci mierzonej i jest zawsze elementem skladowym przetwornika prébkujacego (w
pewnych przypadkach jest bardzo prosty i polega nha pomnozeniu wyniku kwantowania przez
odpowiedni wspétczynnik). Précz niego mozna stosowac inne algorytmy, jak przyktadowo
algorytm stuzacy do wygtadzania danych. W przypadkach gdy przetwornik prébkujacy jest
elementem sktadowym przyrzadu lub systemu pomiarowego, dane wyjsciowe moga byc¢
przetwarzane przez kolejne algorytmy, takie jak algorytm DFT lub inne.

W niniejszej pracy rozpatruje sie linowe algorytmy o postaci:

x(m) =aly(0) +a,jz(l) +... +aK ty(K -1), 1)
gdzie _ p ( 0 ) , -1) jest ciagiem danych wejsciowych algorytmu (sga to oceny
wartosci chwilowych wielkosci y), x{m) jest wynikiem wyjSciowym, a0,a],...,aKi sa
statymi wspoétczynnikami. Zaktada sie, ze chwile prébkowania tk, k - 0,1, . . K -1 sgréwno
oddalone o okres Ts, zachodzi zatem tk -kTz, a m jest liczbg okreslajaca odcinek czasu
miedzy chwilag tQ a momentem tm, dla ktérego wyznaczana jest warto$¢ wielkosci
wyjsciowej algorytmu.

Przetwornik prébkujacy jest przyrzadem pomiarowym, a zatem niezbedne jest
okreslenie niepewnosci wynikéw uzyskiwanych na jego wyjsciu. Niepewnos$¢ ta nie moze
by¢ wyznaczana poprzez wzorcowanie, poniewaz w praktyce trudno sobie wyobrazi¢
przeprowadzenie tego rodzaju procedury dla przyrzadu mierzagcego wartosci chwilowe
wielkosci zmiennej w czasie. Oznacza to, ze niepewno$¢ musi by¢é okreslona w sposéb
analityczny (liczalnie) na podstawie modelu przetwornika prébkujacego, ktéry obejmuje
wszystkie istotne Zrédta btedéw. W ogdélnym przypadku jest to jednak zagadnienie ztozone.
Wystepuje wiele zrédet btedu zar6wno na etapie przetwarzania analogowego, analogowo-
cyfrowego, jak i programowego. Btedy te majg r6znego rodzaju charakter - w szczegdlnosci
nalezy wyodrebni¢ btedy statyczne, dynamiczne i losowe ze wzgledu na wihasciwosci
algorytmu przetwarzania [1, 4], Algorytm ten moze mie¢ ztozong posta¢ numeryczng, co
dodatkowo utrudnia proces obliczania niepewnosci.

Konieczno$¢ prowadzenia ztozonych obliczen nie jest jedynym wyréznikiem procedury
wyznaczania niepewnosci przetwornika prébkujagcego. Mozna takze wskaza¢ inne
uwarunkowania tej procedury. Przede wszystkim do obliczania niepewnosci nie mozna
uzywac zbioru wynikéw wyjsciowych, gdyz zmieniajg si¢ one w czasie. Oznacza to, ze
niepewnos¢ nie moze by¢ definiowania jako parametr zbioru wynikéw pomiaru, jak to

przyjmuje sie klasycznie [6], lecz jako parametr zbioru wartosci btedu pojedynczego wyniku
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na wyjsciu przetwornika prébkujacego. Wynika stad koniecznos$¢ identyfikacji wszystkich
zrédet btedu przed rozpoczeciem pomiaréw i okreslenia wzajemnych zwigzkéw miedzy
btedami, czyli wyznaczenia modelu btedéw przetwornika. Model ten musi by¢ znany a priori.
Uzyskuje sie go w wyniku wykonania odpowiednich eksperymentéw pomiarowych, badan
symulacyjnych, obliczen przeprowadzanych na podstawie danych katalogowych lub jako

rezultat analizy metrologicznej.

2. MODEL BLEDOW PRZETWORNIKA PROBKUJACEGO

W przypadku stosowania algorytmu przetwarzania w torze pomiarowym analiza
metrologiczna tom realizowana jest w sposdb narzucony przez wiasciwosci algorytmu [1].
Powoduje to dwojakiego rodzaju skutki. Przede wszystkim bledy pozostatych elementéw
tom, tj. bledy ukladéw analogowych oraz btedy prébkowania i kwantowania musza by¢
sprowadzone na wejscie algorytmu. Ponadto rodzaje rozpatrywanych btedéw wyodrebniane
sg ze wzgledu na sposéb propagacji btedéw przez algorytm.

Przyjmijmy, ze liczby podawane na wejscie algorytmu sg ocenami wartosci chwilowych
napiecia y(t), co oznacza, ze stanowig one wystarczajgco dobre przyblizenie prawdziwych
wartosci chwilowych tego napiecia. Btad oceny w chwili o numerze k, k -0,l,...,K
okreslony jestjako

8{k) =y (k) -y{k), (2
gdzie y(k) jest prawdziwg wartoscig wielkosci y w chwili k. Wartosci prawdziwe nie sg
znane w trakcie realizacji pomiam, mozna je natomiast uzyskiwa¢ wykorzystujgc wielkosci
wzorcowe lub wytwarza¢ w eksperymentach symulacyjnych. Bitedy moga by¢ réwniez,
wyznaczane w spos6b analityczny lub na podstawie danych katalogowych. Pozwala to na
identyfikacje zrédet bledu, w wyniku czego uzyskuje sie ich opis w postaci analitycznej lub
tabelarycznej (jako histogram). Tak wyznaczone modele btedéw moga by¢é uzywane w
analizie metrologicznej przetwornika prébkujacego.

Wyznaczajac z rownania (2) ocene y{k) i wprowadzajac jg nastepnie do réwnania (1)
otrzymuje sie.

x(jn) + Sx(m) = a0[y(0) + 8y(0)1+ a, [y(l) + 8y (1)]+... +af , [y(A:-1) +8y(K -1)]  (3)
Biorgc pod uwage, ze jest to zalezno$¢ liniowa, mozna jg rozdzieli¢ na dwa wyrazenia.
Pierwsze

x(M) =a0y (0) +a,5,0) + ..+ ak (K - 1) @
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tgczy prawdziwg wartos¢ chwilowag na wyjsciu algorytmu z ciggiem odpowiednich wartosci
wejsciowych. Drugie ma posta¢

S,(m)=a0Sy(0) + a,Sy(1) +... + aK_,Sy(K -1) (5)
i opisuje propagacje btedéw z wejscia na wyjscie algorytmu.

Zgodnie z wyrazeniem (5) btagd wyjsciowy jest kombinacja liniowg btedéw danych
wejsciowych algorytmu. Dane te reprezentujg kolejne wartosci chwilowe wielkosci
wejsciowe] algorytmu, co oznacza, ze bledy wejsciowe pochodza z tego samego zrédia, a ich
liczba réwna jest liczbie wyrazéw algorytmu i wynosi K. Bioragc pod uwage, ze btagd pomiaru
napieciay stanowi wypadkowa wszystkich btedéw pozostatej - procz algorytmu - czesci toru,
moze byc¢ przedstawiony jako suma btedéw czastkowych. W praktyce mozna wyréznié wiele
btedéw czastkowych [4], przy czym ze wzgledu na wiasciwosci algorytmu nalezy je podzieli¢
na trzy kategorie - bledy statyczne, dynamiczne i losowe. Kryterium podzialu stanowi
sposoéb, w jaki bledy te zmieniajg sie wewnatrz tzw. okna pomiarowego, bedacego odcinkiem
czasu o szerokosci KTS i wycinajacego z przebiegu y (t) fragment poddawany probkowaniu i
nastepnie kwantowaniu. | tak btad, ktérego zwigzki kolejnych wartosci dajg sie opisywacé
deterministycznie, a warto$¢ btedu wyjsciowego zalezy od zmian tych wartosci, nazywany
jest bledem dynamicznym. Gdy zmiany bledu wewnatrz okna sg deterministyczne i na tyle
mate, ze nie wptywaja istotnie na warto$¢ btedu wyjsciowego, to nazywany jest on btedem
statycznym. Jezeli zwigzki miedzy warto$ciami btedu opisywane sg probabilistycznie, to
nazywany jest on bledem losowym.

Kazdy algorytm précz przenoszenia btedéw z wejscia na wyjscie w sposéb opisany
réwnaniem (5) wprowadza btedy wiasne, ktére réwniez dzielone sa na wyodrebnione trzy
kategorie.Jednolito$¢ opisu przetwarzania analogowegoi programowego wymaga takze
zastosowaniatego podziatu w odniesieniu do biedéw elementéwanalogowych oraz
prébkujacych i kwantujacych. Mimo réznic w powstawaniu i propagacji bledéw w
elementach fizycznych i dziataniach numerycznych tego rodzaju jednolito$¢ opisu jest
mozliwa. Sposéb, w ktdry mozna jg uzyskac¢, opisano w pracach [1, 4],

Zgodnie z przedstawionymi uwagami btad czastkowy pojedynczej wartosci wejsSciowej
algorytmu w chwili k mozna przedstawi¢ jako sume

Sy (k) = Ss(k) + 5D(k) + 5R(k), (6)
w ktérej Ss(k) jest bledem statycznym, dD(k) dynamicznym, a SK(k) losowym. W
zwigzku z tym po wprowadzeniu wyrazenia (6) do réwnania (5) i rozdzieleniu go na trzy
skfadowe otrzymuje sie nastepujace zaleznosci. Pierwsza

6sr(m)=a06Sy(0) +a, 5Sy(1)+...+a*., SSy(K -1) 7)
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opisuje propagacje bledu statycznego z wejScia na wyjScie algorytmu, przy czym
58y (0), 5S>(l),..., &Sy (K -1) jest ciggiem wartosci wprowadzanychprzez wejSciowe
zrédlo btedu statycznego podczas jednorazowej realizacji algorytmu, a ¢ST(m) jest btedem

najego wyjsciu. Podobne zaleznosci zachodza dla btedu dynamicznego

SDr(m) =a0SDy (0) + a, SDy(1) +... + aK {SDy(K - 1) (8)
oraz losowego
¢rtO ) = a0rR,y(") + a\(R,y (0 + see+ °K-\ (R,y ~0 (9)
8™ (m
M O M m)
. 4 3 ALGORYTM y ? )
sr(m
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Rys.2. Model btedéw algorytmu
Fig.2. Error model of the algorithm

Biorac pod uwage podziat btedéw czastkowych na wymienione trzy kategorie oraz
uwzgledniajac btedy wiasne algorytmu, blad na jego wyjsciu mozna zapisa¢ w postaci
wyrazenia

¢ (m) = (ST )+ ¢DTO») + ¢RT(m)+ ¢SA(F0 + (DA )+ ¢RA (M) . 0°)
gdzie symbole S, D, R w indeksie dolnym oznaczajg odpowiednio bledy statyczne,
dynamiczne i losowe, T oznacza bledy przeniesione, natomiast A bledy witasne algorytmu.
Roéwnanie (10) wraz z rownaniami (7), (8) i (9) stanowi model btedéw algorytmu opisujacy
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zwiazki miedzy wartosciami btedéw na jego wyjsciu i wejSciu. Model ten graficznie mozna
przedstawi¢ w spos6b pokazany na rys.2.

Model bledéw wykorzystywany jest przede wszystkim do analizy metrologicznych
wihasciwosci algorytmu, pozwala bowiem wyznacza¢ zbiory wartosci poszczegdlnych
rodzajow btedu i okresla¢ zwigzki miedzy tymi zbiorami na wejsciu i wyjsciu algorytmu oraz
okresla¢ udziat ré6znych btedéw w bledzie wypadkowym. Model ten moze takze stanowi¢
podstawe do budowy modelu btedéw przetwornika probkujacego. Wynika to z faktu, ze
Zrodia btedéw wejsciowych algorytmu stanowig wypadkowe odpowiednich rodzajéw btedow
wszystkich elementéw toru poprzedzajgcych algorytm. W razie potrzeby zrédta te mozna
dekomponowa¢ do postaci umozliwiajgcej analize propagacji pojedynczego, dajgcego sie
wyodrebni¢ bledu przez wszystkie ogniwa przetwornika préobkujacego. Problematyke budowy
tego rodzaju modelu btedéw ilustruje przykiad.

Przyktad 1. Przyjmijmy, ze przetwornik prébkujacy zbudowany jest ze wzmacniacza
pomiarowego oznaczonego symbolem A, ukltadu prébkujgco-pamietajacego P/P,
przetwornika A/C oraz algorytmu, jak to pokazano na rys.3. Wzmacniacz ma wspotczynnik
wzmochienia rowny ku= 1, przy czym jego zakres napieciowy wynosi od -1 do +1V .
Wiasciwosci dynamiczne wzmacniacza opisuje zwyczajne, liniowe réwnanie rézniczkowe 1

rzedu, ajego czestotliwos¢ graniczna wynosi / p= 100kH z. Zastosowano 10-bitowy, binarny

przetwornik A/C o zakresie wejSciowym * 1V .

Rys.3. Schemat przyktadowego przetwornika prébkujacego

Fig.3. Block-diagram of the exemplary sampling converter

W przetworniku zastosowano nierekurencyjny algorytm wygtadzania o postaci:

¢(0="(0)AYy (N )AmM, (11)

ktérego dziatania ilustruje rys.4. Polega ono na sumowaniu 3 kolejnych wartosci chwilowych
napiecia wyjsciowego wzmacniacza przemnozonych przez odpowiednie wagi z interpretacja

uzyskanego wyniku jako odnoszacego sie do punktu lezacego posrodku, czyli dla m = 1
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Rys.4. llustracja dziatania przyktadowego algorytmu wygtadzania danych

Fig.4. Activity ofthe exemplary data smoothing algorithm

Zatézmy, ze napiecie mierzone zmienia sie sinusoidalnie z czestotliwoscig / = 100Hz,
a napiecie wyjsciowe wzmacniacza prébkowane jest z czestotliwoscia /, = 10kHz.

Przyjmijmy dodatkowo, ze w wyniku analizy procesu przetwarzania stwierdzono, ze
dominujg 3 Zréodta biedu: bitgd dynamiczny wzmacniacza, btad kwantowania i biad
dynamiczny algorytmu. Zatem budowe modelu btedéw przyktadowego przetwornika nalezy
rozpocza¢ od wyznaczenia opisu tych btedéw.

Transmitancje widmowg wzmachiacza opisuje wyrazenie

SuUfl))=ro?)=_*1_ =_+t _, d2)
Xijm) 1+i ® 1+/ « °
a
p
. . . . @ 2nf
gdzie k =1,w - pulsacja, co. - pulsacja graniczna, przy czym oznaczono: — =—— =]

Przyjmujac, ze x(t) =X msin(tai), przy czym amplituda X m-\Y, blad dynamiczny
wzmachniacza przyjmuje postac [4]
. - - K., )
6{ja) = Y{jco)-YM{joo) = X,
1+jfe 1+Jf°
W réwnaniu (13) symbolem Y~ (jco) oznaczono widmowg posta¢ transmitancji

wzmacniacza idealnego dynamicznie, czyli takiego, ktérego transmitancja jest stata i réwna
wspoéiczynnikowi wzmocnienia w calym pasmie czestotliwosci. Czasowy przebieg bledu
dynamicznego opisuje wyrazenie:

5{t) = Emsin(«i +<f>), (14)
gdzie amplituda btedu
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=[My®)|- >oelo3v, (15
ajego przesuniecie fazowe

1 e
- -arctan(—-)=— rad . (16)

f 2

Bifad kwantowania bipolarnego, binarnego przetwornika A/C o zakresie -1,...,+ 1V
ma rozktad jednostajny [4] w granicach od - — do ~, przy czym dla przetwornika 10-
bitowego

h= =1,952-10~3V. (17)

Btad dynamiczny wiasny algorytmu wyznacza sie w podobny sposéb jak dla
przetwornika analogowego [1, 4], Transmitancja algorytmu (1) ma ogélng postac:
SA(ico)=~ | =[@0W '" 7T +..+aKr T\ e - ". (18)
Y (jco)
Wprowadzajac do wyrazenia (18) wartosci wspoétczynnikéw i uwzgledniajac, ze K =2 oraz
m = 1, otrzymuje sie transmitancje przyktadowego algorytmu
SA(jco) = —+'—eBS +4.¢ "7 e s = —coscoT +—. (19)
42 4 2 1 2 A
Algorytm idealny dynamicznie charakteryzuje sie niezaleznoscig od pulsacji. Jego opis
uzyskuje sie [1, 4] sprowadzajgc do zera pulsacje w wyrazeniu (18). Zachodzi
SA=5a(co)alr0=c0+a, +... +ak,. (20)
Wyrazenie (20) opisuje zarazem tzw. czuto$¢ statyczng algorytmu, czyli okresla, z jakim
wspoétczynnikiem przenoszone sg z wejscia na wyjscie wartosci chwilowe odpowiednio

wolnozmiennych przebiegéw. Dla przyktadowego algorytmu otrzymuje sie:

Sa =ao+al+ai =~ + " =1- (21)
Wyrazenie opisujace dynamiczny btad algorytmu ma zatem postac:

8* O®) = [SA(jco) - SATf(jco)=icosffIT; +i -1 , (22)

przy czym przyjeto, ze dla celéw wyznaczania btedu Y (jco) = X (jco) = 1. Powprowadzeniu
wartosci liczbowych doréwnania (22) otrzymuje sie wartos¢ amplitudydynamicznego bledu
witasnego algorytmu

£7~s1,0-10-3 V (23)
oraz wartos¢ jego przesuniecia fazowego w stosunku do napiecia wejsciowego

4A =0. (24)
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5d.,(2)

ar(l)  +1™ e (1)

Rys.5. Model btedu przykladowego przetwornika préobkujgcego dla wyodrebnionych zrédet

btedu: bledu dynamicznego SDy wprowadzanego przez wzmacniacz pomiarowy,
btedu kwantowania SKy oraz dynamicznego btedu wtasnego algorytmu ¢DA

Fig.5. Model ofthe exemplary sampling converter for extracted error sources: dynamic error

&Dy introduced by the instrumentation amplifier, quantization error and dynamic

own error <DA

Model btedu przyktadowego przetwornika prébkujacego przedstawia rys.5. Biorgc pod
uwage posta¢ algorytmu oraz liczbe i rodzaj wyodrebnionych Zzrédet btedu model ten opisany
jest trzema réwnaniami. Propagacje dynamicznego btedu wzmacniacza z wej$cia na wyjscie

algorytmu okres$la réwnanie
odt0)=4~d.,(0)+-5d (D +-~d (2) , (25)
gdzie ¢0,"0), ¢D,(l), SDy(2) sa trzema kolejnymi wartosciami btedu sinusoidalnie

zmiennego, lezacymi w odlegtosci okresu prébkowania Tt symetrycznie wokét punktu

Srodkowego (patrz rys.4). Zatem

¢d.,(0)=£«d «nM =T )], (26)
¢D.,0) = £ nDsin [27/1], (27)
¢D.,(2) = £ nDsin \Inf{t + 77)]. (28)

Propagacje btedu kwantowania opisuje réwnanie

*rto)="~ (o)+~ (1)+~  ( 2), (29)



Wyznaczanie niepewnosci przetwarzania prébkujacego za pomoca 75

gdzie ¢”7(0), 5 (1), S (2) sa niezaleznymi  zmiennymi losowymi o rozkladzie
. . . h h . .
jednostajnym w przedziale =[-0,976,+ 0,976]-10 3 zgodnie z wyrazeniem (17).
- 2.2
Zgodnie zwyrazeniem (22) dynamiczny blad wiasnyalgorytmu ma przebieg
sinusoidalny, bedacy w fazie z wielkos$cig wejSciowg algorytmu. Jeston jednorazowo
wprowadzany na wyjscie przy kazdej realizacji algorytmu i ma postac:
= sin(2”7). (30)
Wszystkie wymienione btedy sumujg sie, zatem wypadkowy btad na wyjsciu
przyktadowego algorytmu ma postac:

N(1)=£dt0) +£rt0) + £da0)- (31)

3. MODEL NIEPEWNOSCI PRZETWORNIKA PROBKUJACEGO

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze blad na wyjsciu algorytmu, a zarazem na
wyjsciu przetwornika probkujacego mozna zapisac jako sume btedéw czastkowych, ktérych
liczba zalezy od liczby wyodrebnionych zrédet btedu w czesci analogowo-cyfrowej, liczby
wyrazéw algorytmu oraz liczby bledéw wiasnych algorytmu. Niezaleznie od rodzaju ich
zrédia wszystkie te bledy w procesie sumowania mozna traktowac jako losowe. Wynika to
przede wszystkim z warunkéw przetwarzania prébkujacego - wielko$¢ wejsciowa zmienia sie
w czasie, a zmiany te nie sa przewidywalne, w zwiazku z czym wszystkie bledy z nig
zwigzane w relacji do pozostatych bledéw majg charakter losowy.

Btad wypadkowy na wyjsciu przetwornika okresla doktadno$¢ przetwarzania.
Powszechnie przyjmuje sie, ze liczbowym wyrazem dokiladnosci jest niepewnosé, ktora w
rozpatrywanej sytuacji musi by¢ traktowana jako parametr zbioru wartosci btedu
wypadkowego na wyjsciu przetwornika. Dla celdw niniejszej pracy zastosowano definicje [2]
opartg na zatozeniu, ze znany jest zbiér wartosci btedu {<5}, sktadajacy sie z liczb
rzeczywistych i opisany funkcja gestosci g{6), ktéra przyjmuje wartosci nieujemne i
ograniczone, a ponadto jest symetryczna wzgledem zera i malejgca do zera dla S—z+a>.

Niepewnoscia A na poziomie a nazywany jest parametr wyznaczany na zbiorze {(5} w taki

sposéb, ze zachodzi

y jog{5)ds =a, (32)
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gdzie
+00

F=\g{8)ds. (33)

Dla losowej funkcji gestosci wspoétczynnik F = 1. Gdy definicja jest stosowana dla
innego rodzaju btedéw (opisywanych za pomocg histogramu lub zaleznos$ciami
deterministycznymi), wyrazenie (33) normuje warto$¢ niepewnosci, dzieki czemu jest ona
wyznaczana jednolicie i niezaleznie od sposobu interpretacji funkcji gestosci.

Btedy generowane przez poszczegllne zrédita, przemnozone przez odpowiednie
wspotczynniki, sumuja sie na wyjsciu przetwornika prébkujacego, w zwigzku z czym ogélnie
btad wyjsciowy mozna zapisac jako

Sx=als,+aS1+...+aid,, (34)
gdzie n jest liczbg btedéw na wyjsciu. Dla modelu przedstawionego na rys.2, w ktérym
wyrézniono 3 rodzaje btedéw wejSciowych algorytmu i 3 rodzaje bltedéw wiasnych,
n = 3K + 3, K jest liczbg wyrazéw algorytmu.

Znajac rozktady btedbéw czastkowych obliczanie niepewnosci realizowane jest w dwéch

krokach. W pierwszym nalezy okresli¢ rozktad btedu wypadkowego £(£*), co polega na

wyznaczania splotu

g (tx) = [Ag\&R)]* 79l (¢2)] * *=* bngnVn)] - (35)
Drugi krok polega na obliczeniu niepewnosci, co mozna zapisa¢ ogoélnie jako dziatanie
AXUMM)} (36)

polegajace na wykonywaniu operacji na rozktadzie btedu w sensie definicji (32).

Opisany sposéb jest w praktyce bezuzyteczny, gdyz wyznaczanie splotéw wielu funkcji
jest zagadnieniem bardzo zilozonym. Stad dazy sie do zastgpienia dziatann (35) i (36)
dziataniami przyblizonymi, ale relatywnie prostymi. Standardowo polega to na wykonywaniu
dziataina wariancjach rozktadéw [6], W pracy [3] zaproponowanopostepowanie polegajace
napewnego rodzaju aproksymacji splotu funkcjg analityczng opisujacadziatania na
niepewnosciach czastkowych, tak aby wynik stanowit dobre przyblizenie niepewnosci
wypadkowej (36). Procedura tego postepowania daje sie takze przedstawi¢ w dwdéch krokach.
W pierwszym wyznacza sie niepewnosci czastkowe bledéw na wyjsciu, tak jak to opisuje
zaleznos¢ (36). Nastepnie na niepewnosciach tych wykonuje sie dziatania, ktoére ogodlnie
mozna opisa¢ za pomocawyrazenia

Ax=A (a,,a2 a,,ALA2...A,). 37)

Wyrazenie (37) uzyskane wg regut redukcyjnej arytmetyki interwatowej [3] ma postac:

A .A"uW RA.b, (38)
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gdzie
u=k ud ur UJT (39)

jest wektorem skladajacym sie z niepewnosci czgstkowych, z ktérych kazda odnosi sie do

pojedynczego btedu na wejsciu algorytmu lub btedu wtasnego; T windeksie gérnymozna

transpozycje. NiepewnosSci te zostaty zestawione w wektoryzgodnie  z rodzajem biedu.

Oznaczono
us=k,(0) As,()...ASy(K-\)}, (40)
ud =[ad>(0) ADy(\)...ADy(K-V)}, (41)
UR=[A~(0) (42)
UA = [AsA "DA ~Ral] > (43)

gdzie symbole S, D, R uzyte w indeksie dolnym wektoréw oznaczaja odpowiednio
niepewnos¢ statyczng, dynamiczng i losowg, natomiast A oznacza niepewnos$¢ wilasng

algorytmu. Macierz At zawiera wspotczynniki, przez ktére sg mnozone poszczegdlne

niepewnosci w trakcie przenoszenia z wejscia na wyjscie algorytmu. Ma ona posta¢

=

A 00O a0 .0
0AO00O ] 0a 0.. O
gdzie A=

0 0AO
0 0 0| ° 0 0. mak\

czyli jest macierza diagonalng zawierajaca wspotczynniki algorytmu na przekatnej gtownej, |
jest macierza jednostkowg o wymiarach 3x3. Macierz R, nazywana macierza koherencji,
wyraza zwigzki zachodzace miedzy btedami w procesie ich skladania. Wspétczynniki tej
macierzy zalezg od ksztattu rozktadéw btedéw i korelacji miedzy nimi [2, 5],

Wyrazenie (38) wigze niepewnos$¢ na wyjsciu z niepewnosciami charakteryzujgcymi
poszczegoblne Zrodia btedu przetwornika prébkujgcego, a tym samym stanowi model
niepewnosci przetwornika. Sposéb wyznaczania niepewno$ci przy uzyciu tego modelu

ilustruje przykiad.

Przyktad 2. Zat6zmy, ze oblicza sie niepewno$¢ przetwornika prébkujacego opisanego
w przykiladzie 1. W tym celu nalezy najpierw okresli¢ sktadowe wektora niepewnosci oraz
wartosci wspoétczynnikbw macierzy wystepujacych w réwnaniu (38). Wektor niepewnosci

przyjmuje postac:
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-ad,(0)- 0997
A d. (1) 0,997

v 2) 0,997
us = Ar,(0) = 0927 (T (45)
ua_  Arn,(2) 0,927
Ar.,(2) 0927
0,997
_Ada(D_

przy czym wartoéci jego elementéw obliczono nastepujgco. Zrédio bledu dynamicznego
generuje 3-krotnie bilad sinusoidalny o amplitudzie =1,0-10“3V . Niepewnos¢ tego
bledu wyznaczona zgodnie z definicjg (38) wynosi [3] ADj,=0,997 = 0,997 10"3V
Biad dynamiczny wlasny algorytmu generowany jest jeden raz na kazda realizacje algorytmu,
a jego niepewnos¢ przyjmuje wartoS¢ Ada =0, 997 = 0,997 -10"3V. Bigd kwantowania
ma rozktad jednostajny w przedziale [-0,976,+0,976]-10"3V . Jego niepewnos$¢ obliczona
zgodnie z definicjg wynosi [3] A”~x=0,927-10"3V.
Macierz koherencji wymienionych niepewnos$ci ma postac:

1 0,998 0,992 0,198 0,198 0,198 0
0,998 1 0,998 0,198 0,198 0,198 0

~pp R 0,992 0,998 1 0,198 0,198 0,198 0
R= R R Rb 0,198 0,198 0,198 1 0,192 0,192 0,198 (46)
~ap R 0,198 0,198 0,198 0,192 1 0,192 0,198
- 0,198 0,198 0,198 0,192 0,192 1 0,198
@) o o 0,198 0,198 0,198 1

Podmacierz R D okre$la zwiazki 3 btedéw dynamicznych generowanych z tego
samego zrédta. Jak to pokazano w pracy [3] wspoétczynniki koherencji btedéw sinusoidalnych
sg réwne cosinusowi przesuniecia fazowego miedzy nimi. W rozpatrywanej sytuacji

przesuniecie to jest rowne odlegtosci chwil prébkowania. Zatem zachodzi

1 cos(<u7;) cos(2¢u7s) 1 0,998 0,992"
r dd - cos(a>78) 1 cos(coTs)y = 0,998 1 0,998 47)
cos(2cu7s) cos(cols) 1 0,992 0,998 1
przy czym a = ,/ =100Hz, Ts = 10"4 s. Natomiast podmacierz
'1 0,192 0,192'
R, 0,1921 0,192 (48)

0,1920,1921
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Jej wspotczynniki koherencji okreslaja zwigzki zachodzace w trakcie sumowania 3 bledéw
kwantowania o rozktadach jednostajnych [3]. Natomiast wspétczynniki podmacierzy Rdr i
opisujg wspotzaleznos¢ 3 bltedéw o rozktadzie jednostajnym w procesie sumowania z

jednym btedem sinusoidalnym. Macierze te s jednakowe i w opisywanej sytuacji majg

postac:
'0,198 0,198 0,198’
R DR —R RO _ 0,198 0,198 0,198 . (49)
0,198 0,198 0,198
Takie same wartosci majg wspotczynniki macierzy i Rra.Zachodzi

Rar=r L =[0,198 0,198 0,198], (50)
Podmacierze R ~ i RI<A opisujgzwigzki miedzy btedami sinusoidalnymi. Z zaleznosci (16)
i (24) wynika, ze przesuniecie fazowe miedzy btedem dynamicznym wzmacniacza a

dynamicznym btedem wiasnym algorytmu wynosi -rc!2. Zatem wspoéiczynnik koherencji
wynosi w takim przypadku co = 0, a podmacierze koherencji majg postac:
R AD “ R DA — [0 0 0]« (51)

Biorac pod uwage, ze macierz A jest macierza diagonalng, zawierajgca na przekatnej

gtéwnej wspotczynniki algorytmu, zgodnie z rownaniem (44) zachodzi:

fo250 0 0 0 0 O'

005 0 0 00O

0 00250 0 OO
A, - 0 0025 0 0O (52)

0 0 005 00

0 0 0 00250

0 0 0 0 0 1

Wykonujac teraz dziatania zgodnie z wyrazeniem (38) otrzymuje sie

AX=1,76-10~3V. (53)

Poprawnos¢ modelu niepewnosci moze by¢ zweryfikowana poprzez badania
symulacyjne procesu przetwarzania zachodzgcego w przykladowym przetworniku
prébkujacym przedstawionym na rys.3. Zalézmy, ze wszystkie parametry eksperymentu
pozostajg bez zmian, jedyna réznica (za to bardzo istotna) polega na tym, ze dziatania
wykonywane sg nie na bledach, lecz na sygnatach pomiarowych. Biorgc pod uwage, ze

przebieg wejSciowy ma posta¢ *(/) = X msin(¢ut), gdzie X m= 1V, czestotliwos¢
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/ =100Hz, atransmitancja wzmacniacza ma posta¢ (12), napiecie na jego wyjsciu opisuje

wyrazenie
y®= , -1 - sin[2nft- arctan[f°)], (54)
VI+ (/°)
gdzie f° =y- =-|~ =10“3. Napiecie to jest prébkowane w trzech punktach /, t+ Ts i

t+ 2Ts (patrzrys.4), gdzie Ts jest okresem prébkowania iTs = 10-4 s.Otrzymane trzy

prébki: ,y(0) =.K0')>>0) =~(1wls) oraz y(2)-y(2Ts) poddawane sagkwantowaniu

zgodnie z zaleznoscia
jZ(Ar.)= INT[y(Ari)210, + 05 1~ r) (55)

gdzie k =0,1,2, aINT oznacza czes¢ catkowitg z argumentu. Nastepnie wyniki kwantowania
przetwarzane sa przez algorytm zgodnie z wyrazeniem

i(1) =7, KO) +4j>0) + 7j>(2), (56)
dzigki czemu uzyskuje sie warto$¢ wielkosci wyjsciowej algorytmu w chwili t + T%

W celu wyznaczenia pojedynczej wartosci btedu wyjSciowego nalezy od tak
otrzymanego wyniku odja¢ rzeczywista warto$¢ wielkosci mierzonej, czyli x{t + TS) . Zatem
wyrazenie opisujace btad ma postac:

SX=xQ)-x(t+T,). (57)

W celu uzyskania zbioru wartosci btedu wyniku wyjSciowego algorytmu opisane
powyzej dziatania nalezy powtérzy¢ N razy, kazdorazowo wybierajgc moment t jako liczbe
losowg o rozktadzie jednostajnym w zakresie rownym okresowi przebiegu wejsciowego, czyli
W przedziale [0, 1]-2-zr«10-2. Przyjmujac N = 100000 wyznaczono histogram btedu, na
podstawie ktérego zgodnie z definicja (32) obliczono niepewno$¢ wyniku wyjsciowego
algorytmu. Uzyskano warto$¢

AXx=175+103V . (58)
4. UWAGI KONCOWE I WNIOSKI

Istotg przedstawionej metody wyznaczania niepewnosci jest zastapienie ztozonych
dziatan zwiagzanych z wyznaczaniem splotéw funkcji gestosci prawdopodobienstwa prostymi
zaleznoSciami macierzowymi. Zaleznosci te dajg wyniki przyblizone, czyli sg swojego

rodzaju aproksymacjami splotéw funkcji gestosci w ich zastosowaniu do wyznaczania
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niepewnosci. Jak pokazuja to wyniki analiz zawarte w pracy [2], niedoktadnos¢ aproksymaciji
jest rzedu kilku procent, co w przypadku oceny niepewnos$ci wyniku pomiaru jest w petni do
zaakceptowania.

Istotng zaletg réwnania aproksymacyjnego jest jego macierzowa forma, ktéra pozwala
na zastosowanie komputera w procesie wyznaczania niepewnosci. W tym celu niezbedna jest
znajomos$¢ a priori opis6w zrédet bledu oraz tzw. macierzy koherencji okreslajacej zwigzki
miedzy btedami w trakcie splatania opisujacych je funkcji gestosci. Macierze te moga by¢
jednorazowo wyznaczone dla typowych rozktadéw btedéw i wykorzystywane w podobny
sposob, jak to sie robi przyktadowo dla rozktadu Studenta.

Zalety opisanej metody ujawniajg sie szczegdlnie w sytuacji, gdy wystepuje wiele
zr6det btedu, a algorytm zastosowany w przetworniku prébkujgcym sktada sie z duzej liczby
wyrazow (jak przyktadowo algorytm DFT). Macierzowe réwnanie niepewnos$ci moze byc¢
przeksztalcone do stosunkowo prostej postaci réwnania propagacji, ktérego ‘wymiar nie
zalezy od liczby wyrazéw, ajedynie od liczby Zzrédet btedu [3]. R6éwnanie to moze réwniez

stuzy¢ do analizy wptywu poszczegélnych zrédet na niepewnosé wypadkowsa.
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Abstract

Sampling processing performed by a sampling converter shown in Fig. 1 consists of
three main parts. The element denoted as A/A realizes analog processing (i.e. conditioning) of
the input quantity x(t) to the voltage y(t), t is time. The voltage y{t) is sampled and then
quantizied by the element described as A/D. The sequence \Wtk),k =0,1,..., A"- 1} ofdigital
data obtained from this element is processed accordingly with an algorithm C/C the aim of

which is to reconstruct an instantaneous value x(tm) of the input quantity x(t) atthe moment
tm. Thus, the single number x(tm) obtained at the output of the sampling converter is
evaluation ofthe value x(tm) .

The resultant error of the evaluation x(tm) is a sum of many different partial errors, so

determination of its uncertainty is, in general, a sophisticated task. The paper presents a
method based on application of reductive interval arithmetic [3] to making calculations on
uncertainties interpreted as parameters of error value sets described by probability density
functions. The relationship connecting the final and the partial uncertainties is of the matrix
form (38), where R is the coherence matrix composed of the elements which determine
relations between the errors while they are being convoluted. The theoretical considerations
have been illustrated by uncertainty calculation for an exemplary sampling converter shown

in Fig.3.



