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METODY NUMERYCZNE ANALIZY DYFUZJI PODLUZNEGO POLA
MAGNETYCZNEGO O CHARAKTERZE SINUSOIDY TLUMIONEJ
W WALCU PRZEWODZACYM

Streszczenie. W pracy wyznaczono nieustalone pole elektromagnetyczne w walcu prze-
wodzacym umieszczonym w zewngtrznym polu magnetycznym o charakterze sinusoidy
thumionej poprzez sprowadzenie rownania dyfizji do ukdadu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych. Do numerycznego rozwigzania powyzszego ukdadu réwnan zastosowano
algorytm rekurencyjny oraz metode Fehlberga. Pozwolido to na wyznaczenie rozkdadu
przestrzenno-czasowego natezenia pola magnetycznego w walcu przewodzacym, a w
szczegolnosci przebiegdw czasowych tego polaw réznych punktach walca.

NUMERICAL METHODS FOR ANALYSIS OF DIFFUSION OF
LONGITUDINAL MAGNETIC FIELD IN THE FORM OF A DAMPED
SINUSOID INSIDE A CONDUCTING CYLINDER

Summary. In the paper we determine the transient electromagnetic field in a conducting
cylinder placed in extermal magnetic field having the form of an damped sinusoid by
means of reducing the diffusion equations to a system of ordinary differential equations.
To perform the numerical calculations in order t solve the system of equations we use
a recurrent algorithm along with Fehlberg method. That enables us to determine the
space-time distribution of the magnetic field in the conducting cylinder, and in particular,
the time curves of that field at different points inside the oylinder.

1. WSTEP

W przypadku ksztattowania walca przewodzacego impulsowym polem magnetycznym
pole to ma charakter sinusoidy thumionej, jest polem zewnetrznym w stosunku do walca, oraz

ma jedng sktadowg wzdduz osi z (rys. 1).
Zewnetrzne natezenia pola okresla sie nastepujacym wzorem [2], [5l, [10]:

(1)
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w ktorym sktadowa natezenia pola magnetycznego wzdtuz osi z

HF" (i) = H 0e"1 sin(G7/+ DI, 31
gdzie: H 0 -amplituda polamagnetycznegow A-m"1,
o - pulsacja drgan wkasnych ukdadu ksztaktowany element - ghowica robocza -
bateria kondensatoréww rad-s"1,
g -wspotczynnik thumienia pola magnetycznegow s',
f - faza poczagtkowa natezenia pola magnetycznego w rad,

1(0 - skok jednostkowy Heaviside’a

Typowe, przecietne wartosci wymienionych wielkosci wystepujace przy ksztaktowaniu
metali impulsowym polem magnetycznym wynosza [4]: H 0= 107A-m1, 7= 5=103s"1,

m =k -104rades'l E=0.

Rys. 1 Walec przewodzacy w zewnetrznym podduznym réwnomiernym polu magnetycznym
0 charakterze sinusoidy thunionej

Fig.- 1 Conducting cylinder inthe extermal longitudinal uniform magnetic field having the form of
a damped sinusoid

W przypadku ogélnym przewodnika o dowolnym ksztakcie, ktory zostak umieszczony w
zmiennym polu elektromagnetycznym, musza powstaC prady, gdyz pole elektryczne
catkowite nie moze by¢ réwne zeru w kazdym punkcie przewodnika. Prady te nosza nazwe
pradow Foucaulta [2], [10] i sa okreslone przez wektor gestosci pradu J{r,t).Linie gestosci
pradu indukowanego w walcu sg okregami koncentrycznymi o osi 0z - nys. 1 Nie
wytwarzajg one na zewngtrz walca zadnego pola magnetycznego, podobnie jak prad w
nieskonczenie ddugim solenoidzie. Stad wynika, ze w obszarze 11 (r >R ) niema tzw.
oddziakywania zwrotnego indukowanych pradéw wirowych i wtedy calkowite pole
magnetyczne w rozwazanym obszarze

H'()=1H “()=Hw®=LHF (/). o)
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Poszukiwane natezenia pola magnetycznego Hi (r,t) w obszarze 1 (0<r < R) jest fun-
kcja zmiennych r oraz 1 i spehniajg skalame réownanie dyfuzji we wspodrzednych walcowych

dHi(r,t) 1dHI(r,t) 8Hi(r,bH
-z 1 uy

n
= =0 3
dr® r dr dt ®)

Rozwigzanie rownania (3) powinno spekiac¢ warunek poczgtkowy
Hi r,00=0, @)
a takze, dla t> 0 ,warunek brzegowy pierwszego rodzaju
HL(R,Tt) = H? (t) “)
oraz warunek brzegowy drugiego rodzaju

dHi (rd)

N -0 (4b)

W pracy [10] autorzy sprowadzili zagadnienie walca przewodzacego w zewnetrznym
podtuznym polu magnetycznym o charakterze sinusoidy thumionej (la) do zagadnienia
padania fali cylindrycznej na powierzchnie bocznag walca (dyfuzji pola magnetycznego przez
powierzchnie boczna walca). Wyprowadzone wtedy réwnanie falowe (3) dla natezenia pola
magnetycznego wewnatrz walca rozwigzali stosujac przeksztakcenie catkowe Laplace’a W
pracy [2] autorzy rozwigzali réwnanie dyfuzji (3) w walcu przewodzgcym za pomocg metody
rozdzielenia zmiennych Fouriera. W niniejszej pracy przedstawimy rozwigzanie réwnania
dyfuzji w walcu przewodzacym poprzez sprowadzenie tego réwnania do ukdadu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych iich numeryczne rozwigzanie.

2. TRANSFORMACJA ROWNANIA DYFUZJI DO UKEADU ROWNAN
ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH

Do rozwigzania réwnania czastkowego (3) mozna zastosowa¢ pewne pomysty dotyczace
analizy stabilnosci rozwigzania 1 metod opracowanych dla réwnan roézniczkowych
zwyczajnych [B], W tym celu aproksymuje sie rownanie (3) uktadem réwnarn rézniczkowych
zwyczajnych. Dla zmiennej r walcowego ukdadu wspédrzednych przyjmuje sie krok

catkowania Ar = — iposzukuje sie przyblizonych wartosci natezenia pola magnetycznego w

punktach r=rk=kAr (k=0,1,2,.., N)

()



18 Bernard Baron. Zygmunt Pigtek

W tym celu pierwsza pochodng wzgledem zmiennej r natezenia pola magnetycznego w
punkcie rk aproksymuje sie ilorazem réznicowym

6
dr 2Ar ( )
oraz odpowiednio drugg pochodna
d2H rj
LD 62
c?2 (Ar)2

Po podstawieniu wzorow (6) i ¢6a) do réwnania (3) otrzymuje sie dlawszystkich k = 1,
2,...,A-1 iuwzglednieniuwzoru (5) ukkad A-1 roéwnan rézniczkowych zwyczajnych:

TTP-Ol ’W2H[’+1+1A'M/ 7
- TTL=«0- “2aH[n +a @+ —)AM(), 7)
gdzie
as _/ry(Ar)— =)
Z warunku brzegowego (4a) iwzoru (1a) dla £ = 0 otrzymuje sie réwnanie
11.i(2.0) =11',(O =//0e sinm1, ®

ktore dotgczone do AM  réwnan typu (7) jest w ukkadzie A tak wyprowadzonych réwnan
,,czkonem wymuszajgacym”.
Warunek brzegowy (4b) aproksymuje sie rownaniem réznicowym

8HL (r.D HL (Ar,D-H[ O.) _ -0 )
dr Ar Ar ’ ®

a stad mamy
©2

Uwzgledniajac warunki B8) 1 (G2 w A-l réwnaniach typu (7), otrzymuje sie ukdad A-I
réwnan (dla k= A -1), ktéry w postaci wektorowej ma nastepujaca postac:

dHi (t)
dl

(10)

w ktorym wektor poszukiwanych natezen pola magnetycznego

tf* (0 = k-, — TFi* .. HI'NATT, (10a)
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oraz macierz wspotczynnikow

83 0 0 0 0
"2 2
1-i -2 1+1 0 0 0
4 4
0 1-1 2 1+ 0 0
6 6
Aafafl@D@D-a O 0 i 7 iry °
0o 0 0 0 1 -2 L1
2(N-2) 2(N-2)
0o 0 0 0 0 0 1
2W-D
(10b)
Wektor wymuszen jest dany w nastepujacy sposob:
(0 =«(I+ ~rir)[° 0 .. 0 0 HIN®IT (109

Jezeli A" jest mate, to wtedy ukkad rownan (10) jest tzw. ,,ukkadem sztywnym”.Na
mocy twierdzenia Gerschgorina [4] wszystkie wartosci wkasne macierzy kwadratowej A lezg
w sumie okregoéw

pl-au\zr,, a1
gdzie
N-1
11a)
o

Z konstrukcji macierzy A wynika, ze wszystkie wartosci wkasne tgj macierzy znajduja
siew kole o Srednicy

A+ (12)
Jjuy(Ar)2  vr(AT-y-

maja niedodatnie czesci rzeczywiste i ze jej promien spektralny (najwiekszy z modutéw

4
wartosci wkasnych) jest mniejszy od -. W istocie wszystkie wartosci whasne sg
/uy (Ar)-

rzeczywiste iujemne, ajedna z nich jest bliska -
Mr(Ar)-*

Forma rozwigzania ukkadu réwnan roézniczkowych liniowych (10) zalezy od wartosci
wkasnych macierzy [4], W catkowaniu numerycznym ukdadu (10) istotng rzeczg jest wiec
dobor kroku catkowania TO (t=/T0 )w celu zagwarantowania stabilnosci numerycznej -

W celu oszacowania kroku catkowania gwarantujacego stabilnoS¢ rozwigzania przyjmuje
siekrok T@ réwny modutowi odwrotnosci maksymalnej wartosci wkasnej, czy [1]

__— (13)
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W  tabeli 1 przedstawiono odwrotnosci modudu maksymalnych wartosci wkasnych w
zaleznosci od kroku Ar dla R =20mm oraz y = 5,6m07Sem"1.

Tabela 1
Zaleznos$¢ kroku catkowania TO od kroku Ar

Ar nim 1,000 0,500 0,333 0,250 0,200 0,167 0,125 0,100

T et 05 18,87 4,620 2,000 1,140 0,78 0,58 0,285 0,183

Najwiekszg co do modudu wartos¢ wkasng Jmex| danej macierzy A wyznaczono na
mocy twierdzenia von Misessa wedtug nastepujacego algorytmu [4]

A"l =i™"Tz77"~F”~ <14)
1 2 1
=AH7K\
-niezerowy wektor poczatkowy,
\\H":R\\= max /’A,] - norma maksimum wektora.
1 q‘?‘l\ I<j<N—\/l‘7r_A'

3. ZASTOSOWANIE ALGORYTMU REKURENCYJNEGO

Do numerycznego rozwigzania ukdadu réwnan rézniczkowych liniowych (10) mozna
zastosowacé réwnanie réznicowe [1]
@no

HL [E+ D771 = exp[A T,,JH [KT,,) + exp[* (k+1) T0] Jexp[-zl r]/(r)dr. a5
KT,,
Jezeli wymuszenie /(¢/) w réwnaniu (10) aproksymuje sie funkcjami przedziakami
liniowymi, to proces roznicowy (15) przyjmuje postac

H :[(k+ \)TO] =FHUK TO0)+ G tf(kTO)+ H f[(k+1)T0], (16)
gdzie:
F = exp[/1 il H =Tox ~ - . an
i™»I(«+ 2) S(« +2)!

Wed+ug [1] w celu zagwarantowania stabilnosci numerycznej krok czasowy calkowania
70 1 liczbawyrazow obliczania funkcji exp[4 To] musza by¢ tak dobrane, azeby najwieksza
co do modutu wartos¢ wkasna macierzy bedacej przyblizeniem macierzy e[ To] byka
mniejsza od jednosci. Wykazano eksperymentalnie, ze dla kroku caktkowania obliczonego
zgodnie ze wzorami (13) i (14), najwieksza co do modudu wartos¢ wkasna macierzy exp[4 TO]
nie przekracza jednosci .
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Do tego typu algorytmu obliczeniowego opracowano zgodnie ze wzorami (13), (14), (16)
i (17) program obliczeniowy w Delphi, wykorzystujac biblioteke matematyczng zawartg w
pracy [1]- Przebiegi czasowe natezenia pola (w jednostkach wzglednych jako

kH (r,©= ~qd— )w roéznych punktach walca przedstawiono na rys.2 .

Rys. 2. Przebiegi czasowe natezenia pola magnetycznego w walcu przewodzacym umieszczonym
w zewnetrznym podduznym polu magnetycznym o charakterze sinusoidy thumionej w roéznych
punktachwalca; R =210° m, g=5-10"s"], o- 1M rads™], 7=58-10° Sm", £ =0

Fig. 2 Time curves of the magnetic field strength in a conducting cylinder placed in extermal
longitudinal magnetic field in the form of a damped sinusoid at different points irsice the
oylinder; /i=210"2m, =5-10"s"], o= rcTM4rads", y=58-106 S-m"1, £ =0

4. ZASTOSOWANIE METODY FEHLBERGA

Skabg strong algorytmu rekurencyjnego (16) jest duzy koszt numerycznych obliczen
kroku cakkowania, a szczegblnie zmiana tego kroku przy zachowaniu zadanego bledu
catkowania. W celu zmniejszenia sumarycznego kosztu numerycznego catkowania proponuje
sie zastosowanie do rozwigzania ukdadu réwnan rézniczkowych (10) metody Fehlberga [1],
Istotg tg] metody jest tworzenie pary metod wkozonych rzedu k - tego i M -etapowej oraz
(£+1) - egorzedu i(M+1) - etapowej. Zgodnie z og6Inym okresleniem metodRungego -
Kutty [1] najpierw oblicza siewektoryKj 0 = 1,2,.,,M+1 )

Ki =hj F[H,+YJR,iK,, f+a,h,], (18)

FIHL D./1= A HI(®) + /()), (€))
oraz 0,=0, Bu=0.
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Oznaczmy przez H M wyniki obliczen za pomocg metody (A/+1) - etapowej

M +1

H (20)

natomiast przez //* , wyniki obliczen za pomocg metody M - etapowej

h "m=h +z ,*jKj" (21)
A
przy czym wektory Kj sgwspélne dlawzordow 20) i21).
Wykazuje sig, ze blad aproksymacji w pierwszym przyblizeniu dla metody rzedu ¢+1 w
punkcie g+h jako funkcja h wyraza siewzorem

E'd,+h-h)=H[ @ +h)-H[ & +h,h) = X (W, -w*K ,, (22)

H
gdzie:
=0, //(@+ h) -rozwigzanie dokkadne, H[ ¢, +h,h) -rozwigzanie przyblizone.
Zatem zgodnie z metodg Fehlberga wykonujemy taki krok catkowania h, aby norma
wektora bkedu E*(ti+h ;h) okreSlonawzorem (22) byka mniejsza od z géry zadanego e, tn.

\E\tt +h,hA<s. @

Wspékczynniki  atRB,w],w* we wzorach (18), (20), (21) i (22) metod Fehlberga
mozna znalez¢w literaturze krajonej, np. w pracach [1],

Nalezy zauwazy¢, ze oszacowanie bkedu aproksymacji zgodnie ze wzorem (22) nie
wymaga dodatkowych obliczen wartosci funkcji  F[HI(t),t], t. funkcji prawej strony
réownan rozniczkowych (10) i (19). Ponadto w celu minimalizacji dziakan arytmetycznych
przy wyznaczaniu funkcji  F[H[ (),/], jako iloczynu macierzy A H1 )+ f (£), mozna
ograniczy¢ sie tylko do dzialan na niezerowych elementach macierzy A. Skkadowe
f,[H1 (©),/)] wektora F[HI @®, 1] mozna wiec, zgodnie ze wzorami (7), wyrazi¢ wzorem

a\-"H1,(0- 2H 12@) + ~//"3G@)]

FIHI @/]= (28
"Id - o (D-H[k@®+ @+ o i

1 1
2(77-1) 2(N-D
gdzie HIN (@) jestzadanym wymuszeniem danym wzorem (8).

Do rozwigzania ukdadu rownan rézniczkowych (10), ktéry zgodnie z réwnaniem (24) ma
postac
aH1 @
= F[HI (O.1 )

opracowano program obliczeniowy w Delphi, wykorzystujac biblioteke matematyczng
z pracy [1] dotyczaca metody Fehlberga. Wyniki obliczen przeprowadzono dla bledu
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wzglednego ew = 10 7 oraz absolutnego ea= 106 . Prezentacje graficzng rozwigzania

przedstawiono na rys.3 ins.4.

Rys. 3. Rozk#ad przestrzenno-czasowy natezenia pola magnetycznego w walcu przewodzgcym
umieszczonym w zewnetrznym podduznym polu magnetycznym o charakterze sinusoidy
thunionej; R =2-102m, /= 5-103S1, = 104 rads™], y=58 106 S-m"1, £ =0

Fig. 3. Time-space distribution of the magnetic field in a conducting cylinder placed in the extermal
logituwdinal uniform magnetic field having the form of a damped sinusoid; R =2-10" m,
/;=5-103s1, o5 = k- 104 rads'1, y= 58-106 S-m'"l, ¥ =0

Rys. 4. Rozkkad natgzenia pola magnetycznego w walcu przewodzacym umieszczonym w ze-
wnetrznym podduznym polu magnetycznym o charakterze sinusoidy thumionej dla réznych
wartosci czasu t;2J=2-10:m, =5-103s"1, o= 3104 rads"], y=58-106 S-m"1, i =0

Fig- 4. Distribution of the magnetic field strength inside a conducting cylinder placed in the extermal
logitudinal magnetic field in the form of a damped sinusoid for different values of time /
R =2-102m, =5-103S1, ©®= eI rads™l, y=58-106 S-m"], £ =0
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5. ZAKONCZENIE

Z przeprowadzonych eksperymentéw numerycznych wynika, ze zastosowanie metody
roznic skonczonych w pokaczeniu z metodg Fehlberga catkowania numerycznego wzgledem
czasu, do obliczen dyfuzji pola magnetycznego - rownanie (3) - daje bardzo efektywne
narzedzie obliczeniowe. Dzieki zastosowanej metodzie Fehlberga otrzymuje sie wielokrotne
przyspieszenie obliczen numerycznych w poréwnaniu z metodami rekurencyjnymi (16).
Wynika to z faktu, ze sumaryczny koszt obliczeniowy iteracji w metodzie rekurencyjnej (16)
sprowadza sig do trzech iloczynéw macierzy (17) o wymiarach (Mr-1)x(Mr-1) przez
wektor, natomiast w metodzie Fehlberga jako pary metod wkozonych czwartego i pigtego
rzedu stosowanych w eksperymencie, wykonuje sie tylko szeS¢ obliczen funkcji wektorowej
(24) w jednym kroku caltkowania. Ponadto w metodzie Fehlberga istnieje mozliwos¢
automatycznego doboru kroku catkowania, co znaczgco zmniejsza ilos¢ krokow calkowania.
Natomiast w metodzie rekurencyjnej, po oszacowaniu staklego kroku catkowania
gwarantujacego stabilnoS¢ rozwigzania, utrzymywany staly krok catkowania dodatkowo
zwieksza liczbe krokow, a tym samym zwieksza koszt obliczen. Oznacza to rowniez istnienie
duzego zapotrzebowania na pamie¢ operacyjng niezbedng do zapamietywania wektorow stanu
w poszczegblnych iteracjach.
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Abstract

In the case of forming a conducting cylinder by using an impulse magnetic field, the
extermal magnetic field has the form of a damped sinusoid and is defined by formula (1a)-
Inside the cylinder the magnetic field satisfies equation (3) with boundary conditions (4), (4a)
and (4b). Using the finite differences method, equation (3) Is reduced to a system of
difforential equations (7), while the boundary conditions to relationships (8) and (%)
respectively. Thus, we obtain N-\ equations (10) where the values to be determined the
magnetic field strengths in the loops of the discretising grid- the vector (10a). To solve the
system of equations we use a recurrent algorithm, thus obtaining the differential equation (15)
where the inputf{t) isapproximated by functions linear in the intenals.

In order to reduce the costs of numerical calculations we use Fehlberg method, thus
obtaining the system of equations (25).

The methods we apply enable us to determine the time curves of the magnetic field
strength inside the conducting cylinder at its different points, distribution of the field at
different moments oftime, aswell as its space-time distribution.



