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UN O R M O W A N IE FILTR Ó W  ELIPTYC ZN Y CH

Streszczenie. W  pracy pokazano właściwości filtrów eliptycznych przed i po 
unormowaniu. Unormowaniu została poddana funkcja filtracji F(ca) (wzór (1)). 
Przedstawiono sposób wyznaczenia biegunów i zer funkcji filtracji F(co). Porównano 
właściwości filtrów przed i po unormowaniu. W  ramach tego porównania 
zaprezentowano przebieg funkcji filtracji F(co) (rys.l, rys.4) oraz charakterystykę 
amplitudową K(jco)| (rys.3, rys.5) dla obu przypadków. Celem pełniejszego porównania
wprowadzono parametry określające właściwości filtrów: A pass, A stop, Fs oraz średnie 
nachylenie charakterystyki w  paśmie przejściowym - szczegółowo opisane w  pracy.

S T A N D A R D IZ A T IO N  O F E L IP T IC  F IL T E R

Summary. In this paper properties of elliptic filters before and after standardization are 
shown. The filtering function F(co) (expression (1)) is standarized. The way of 
determining poles and zeros of the filtering function F(co) is also presented. The filter 
properties before and after standardization are compared, namely there are shown the 
courses of the filtering function F(co) (Figs. 1 and 4) and the amplitude characteristics 
|K(j(o)| (Fig. 3 and 5) for the both cases. In order to make the comparison more complete
there are introducted the following parameters describing the filter properties: A pass, A slop, 
Fs and the average slope of the characteristic within the pass band. They are described in 
detail.

1. W ST ĘP

Transmitancja przejściowa filtrów Butterwortha, Czebyszewa oraz Bessela ma jedynie 
bieguny. W  odróżnieniu od tych filtrów transmitancja filtrów eliptycznych ma zarówno bie
guny, jak i zera. Występowanie zer powoduje z jednej strony pojawienie się zafalowań w  pa
śmie zarówno przepustowym, jak i zaporowym, co ogranicza wartość realizowanego 
tłumienia w  paśmie zaporowym. Z drugiej jednak strony, dobierając położenie zer względem 
biegunów, można uzyskać bardzo stromą charakterystykę przy przejściu z pasma 
przepustowego do zaporowego. W  związku z tym filtry eliptyczne odznaczają się większą 
selektywnością niż filtry Butterwortha, Czebyszewa oraz Bessela.
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2. F IL T R Y  E L IPT Y C Z N E  N IE U N O R M O W A N E

M oduł transm itancji znorm alizow anego filtru  eliptycznego m oże być określony 
zależnością:

¡K(jco)| =  K 0(to) = , 1 = = .  (1)
a/1 + e F (w)

F unkcja F(co) je s t zerow o-b iegunow ą elip tyczną  funkc ją  filtracji określoną w  zależności 
od rzędu  w  następujący sposób:

-  d la  rzędu parzystego r =  2, 4, 6, 8 .. .:
r

i=l 1 COj co

— d la  rzędu  nieparzystego r  =  3, 5, 7, 9 . . . :

co? -co 2 (3)
F(co) = © n  2 2 

i f l - c o 2©2

-  d la  rzędu  r  =  1 :
F(co)=co. (4)

Funkcja  filtracji F(co) określona w zoram i (2), (3), (4) je s t funkc ją  rzeczyw istą  spełn iającą 
w łaściw ość:

Fi1 ] = ̂ LT- (5)F(co)

F unkcja  filtracji pow inna m ieć tak  dobrane zera oraz b ieguny, aby by ła  rów nom iernie 
falista w okół zera w  paśm ie przepustow ym  oraz aby b y ła  rów nom iernie falista w zględem  n ie
skończoności w  paśm ie zaporow ym . Jeżeli zera  b ęd ą  rozm ieszczone w  paśm ie przepustow ym  
0 <  co <  1, to na  m ocy w łaściw ości (5) b ieguny b ęd ą  leżały w  paśm ie zaporow ym  1 <  co <  co. 

Jeżeli ponadto  zadba się, aby zera  były  rów nom iern ie  rozłożone, uzyska się autom atycznie 
rów nom ierne rozłożenie biegunów . W tedy o trzym a się rów nom ierną  falistość w okół zera w 
paśm ie przepustow ym  oraz rów nom ierną  falistość w zględem  nieskończoności w  paśm ie za
porow ym . P rzykładow y przeb ieg  funkcji filtracji F(co) d la  rzędu r = 4 przestaw iono na  rys. 1. 

Funkcja  F(co) m a zafalow ania w  paśm ie przepustow ym  o am plitudzie h, a  zarazem  w

paśm ie zaporow ym  zafalow ania o am plitudzie — (na m ocy w łaściw ości (5)). Zera funkcji coj,
h

a >2 leżące w  paśm ie 0 <  co <  1 przechodzą w  bieguny — leżące w  paśm ie 1 <  co <  co.
C02 CO,

M aksim a zafalow ań o w artości h  w  paśm ie przepustow ym  s ą  osiągane w  3 punktach: po, pi i

P2. Z  kolei m aksim a zafalow ań o w artości — w  paśm ie zaporow ym  są  osiągane w  punktach
h

1 1

P2 ’ Pi ’ Po
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Rys. 1. Przykładowy przebieg funkcji filtracji F(ct>) dla rzędu r = 4 
Fig. 1. Examplary course o f the filtering function F(co) for the order r = 4

Precyzyjne określenie rozm ieszczenia zer funkcji F(co), tak aby m iała ona przebieg 
rów nom iernie falisty, m ożna ustalić w ykorzystując w łaściw ości funkcji sinus eliptyczny 
Jacobiego sn(u). Przebieg tej funkcji m ożna porów nać do przebiegu funkcji sinus 
trygonom etryczny sin(O ) ze spłaszczonym i m aksim am i. Istnieje ścisła zależność m iędzy 
argum entem  u sinusa eliptycznego a argum entem  O  sinusa trygonom etrycznego [1], [2]:

u f c j ł .  k )  -  J dx

o "y 1 — k 2 s in 2 x
(6)

przy

sn(u) = s in (O ) . (7)
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Z ależność (6) je s t nazyw ana ca łk ą  elip tyczną  1 rodzaju. W spółczynnik k  je s t m odułem  
całki eliptycznej i m oże być zadaw any w  przedziale od 0 do 1. W ielkość K, odpow iadająca

71 . . . . . . . .
w artości u  d la  O  = —, przy  zadanym  k, nosi nazw ę w artości pełnej całki eliptycznej i jes t 

określona zależnością:
71

  (8)
o ' J l - k 7 sin x

O kres pow tarzan ia  funkcji sn(u) w ynosi 4K . Przebieg  funkcji sinus eliptyczny dla k  =  0,9 
w  porów nan iu  z  p rzebiegiem  sinusa trygonom etrycznego przedstaw iono na  rys. 2.

'  0 0.2 0.4 0 6  0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

A  _ u _  .3.99,

K(k)
Rys. 2. Przebieg funkcji sinus eliptyczny Jacobiego sn(u)
Fig. 2. Jacobi elliptic sinus function sn(u)

W yznaczenie  w artości coi, p;, h  funkcji filtracji w  zależności od rzędu  m oże przebiegać w 
następu jący  sposób [1]:

-  d la  rzędu  r parzystego  r  =  2, 4, 6, 8 , . . . :

CO:

pi = V k s n ( ^ ^ ) , i  = 0 , l ,2 . . . | ,  (10)

-  2 (U)
h = F K ’

1=1

-  d la  rzędu r n ieparzystego r =  3, 5, 7, 9 , . . . :

„ ¡ - V k s n p M ) .  i = 1 ,2 . . .^ ,  (12)

?i=V k s n f < ^ ± » ) ) . i  = 0.1.2...irl. (13)
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d la  rzędu r  =  1:

r-3

b -ń p f.  (l4)
i=0

(15)

(16) 

(17)

C harakterystykę am plitudow ą m ożna przedstaw ić jak o  funkcję częstotliw ości f  dla 
dow olnej częstotliw ości granicznej fgr:

-  dla rzędu parzystego r = 2, 4, 6, 8 ...:

co, = 0 ,  

p, = -/k  sn (K (k )) =  Vk ,

h = k .

K ( j f )! =  K 0(f )  =
1

f f  \ 2 ^
2 f

I co ? -
c

1 +  E 2
2

n r K &  J
1 1 / >T

1 CO:
f

1 1
f „

i V &  ; /

przy w artościach co, określonych w zorem  (9), 
-  d la  rzędu nieparzystego r =  3, 5, 7, 9 ..

(18)

¡K (jf)| =  K 0( f )  =  -
/ f \ 2 >

r 1 2 f  1r“ ‘ CO: - ---

1 + E 2
f  2fu
gr '=1 ,  

1 -c o 2
^ f  " 

f i

2

\  Sr /

przy w artościach coi określonych w zorem  (12), 
— d la  rzędu r = 1:

;K(jf)>K0(f)=
I f

f. ;1 + £

(19)

(20)

C harakterystykę K(jco)| przykładow ych filtrów  eliptycznych 4 i 5 rzędu klasy k =  0,25 

oraz s  =  1 przedstaw iono na rys. 3.
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Fs = -^ = 2 _f_
^ f6r

Rys. 3. Charakterystyka K(jco)j przykładowych filtrów eliptycznych 4 i 5 rzędu klasy k = 0,25 oraz 

8 =  1

Fig. 3. Characteristic K (jco)jof exemplary fourth and fifth order elliptic filters with k = 0,25 and 

8 = 1

D la op isyw anych filtrów  m ożna zdefin iow ać następujące param etry:
•  Apass w  dB dopuszczalne tłum ienie w  paśm ie przepuszczania, osiągane d la  f  fgr> 

zależne tylko od przyjętego param etru  s:

A pass = 101og(s2 + l ) ,  (21)

•  A stop w  dB -  m inim alne tłum ienie gw arantow ane w  paśm ie zaporow ym , osiągane dla 
f  =  fs, zależne od przyjętego £ oraz h, k tóre z  kolei zależy od rzędu r  i param etru  k:

A Siop =  20 l o g i  J  ’ (22)

•  Fs -  w zględna szerokość pasm a przejściow ego -  zależy jedyn ie  od param etru k:

c f* 1
s = f  7 k '  (23)Igr

•  średnie nachylenie charakterystyki w  paśm ie przejściow ym :

A stop w d B 

lo g 2 Fs okt

Param etry op isyw anych filtrów  zestaw iono w  tabeli 1.
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Tabela 1

Parametry przykładowych filtrów nieunormowanych 4 i 5 rzędu klasy k = 0,25 i e = 1

Parametr Filtr rzędu r = 4 Filtr rzędu r = 5
0)j ©i = 0,194; o)2 = 0,463 a>i = 0,297; cd2 = 0,476
P. Po = 0; pi = 0,356; p2 = 0,5 Po = 0,157; pi = 0,407; p2 = 0,5
h 0,0081 0,002

Apass 3 dB 3 dB
Astop 41,9 dB 53,9 dB

Fs 2 2
średnie nachylenie 
charakterystyki 4 1 , 9 ®

okt
5 3 , 9 ®

okt

C harakterystyka am plitudow a filtrów  nieunorm ow anych m a pom ijalnie m ałe zafalow ania 
(rys. 3) w  paśm ie przepustow ym  i je s t w  tym  obszarze zbliżona do płaskiej charakterystyki 
filtru  B utterw ortha. Skutkiem  tego je s t relatyw nie niski poziom  gw arantow anego tłum ienia w 
paśm ie zaporow ym , odpow iednio dla rzędu 4 41,9 dB, dla rzędu 5 53,9 dB.

W iększe tłum ienie uzyskuje się w  filtrach eliptycznych unorm owanych.

3. F IL T R Y  E L IPT Y C Z N E  U N O R M O W A N E

U norm ow anie po lega na przekształceniu  funkcji filtracji F(co), aby uzyskać 
charakterystykę am plitudow ą o am plitudzie zafalow ań w  paśm ie przepustow ym  równej 
dokładnie przyjętej n ierów nom iem ości pasm a A pass. B ędzie tak, jeże li w artość funkcji filtracji 

F(co) podzieli się przez h oraz argum ent co podzieli się przez k . Tak zm odyfikow aną 
funkcję filtracji m ożna w yrazić za  p om ocą  w zoru:

-  dla rzędu parzystego r =  2, 4, 6, 8 .. .:

F(co) = I f T “ ' (°22k
h ł  = j 1 — co?co k

- dla rzędu r  =  1

Ffcol =
h k

(25)

- dla rzędu nieparzystego r = 3, 5, 7, 9 .. . :
r-l

F(m) = l m f T “ S t4 k , (26)
h  1 — co^co k

F(co) =  7- =  7- • (27)

Przebieg funkcji filtracji F(co) po unorm ow aniu d la rzędu r =  4 przestaw iono na rys. 4.
Po unorm ow aniu  am plituda zafalow ań funkcji F(co) w  paśm ie przepustow ym  zw iększyła 

się z  w artości h do jedności. R ów nocześnie zw iększyło się tłum ienie w paśm ie zaporow ym  z
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w artości — do - - .  C harakterystykę am plitudow ą po unorm ow aniu jak o  funkcję 
h  h

często tliw ości f, dla dow olnej często tliw ości granicznej fgr? op isu ją  wzory:
-  dla rzędu parzystego r =  2, 4, 6, 8 .. . :

|K (jf ) | =  K 0(f )  = 1

1 + e' h Hn i=l

1 C0j — k
2

V f , z

l-kof
r \2

f

(28)

przy  w artościach coj określonych za pom ocą  w zoru (9),

Rys. 4. Przykładowy przebieg funkcji filtracji F(<a) po unormowaniu dla rzędu r = 4
Fig. 4. Examplary course o f the filtering function F(co) after standardization for the order r = 4
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d la  rzędu nieparzystego r =  3, 5, 7, 9

,K(jf)| = K0(f) =

(29)

przy w artościach oą określonych w zorem  (12), 
d la  rzędu  r =  1:

|K (jf)| =  K 0( f )  =
(30)

C harakterystykę |K(jco)| przykładow ych filtrów  eliptycznych rzędu 4 i 5 po

unorm ow aniu , klasy  k  =  0,5 oraz s  =  1 przedstaw iono na  rys. 5.
M inim alne tłum ienie w  paśm ie zaporow ym  A st0p filtru  unorm ow anego w ynosi:

N atom iast w zględna szerokość pasm a przejściow ego Fs je s t opisana za pom ocą wzoru:

P ozostałe param etry: A pass oraz średnie nachylenie charakterystyki w  paśmie 
przejściow ym  s ą  określone przez te sam e zależności ja k  w  przypadku filtrów 
n ieunorm ow anych (w zory (21), (24)). Param etry opisyw anych filtrów  zestaw iono w  tabeli 2.

A m plituda zafalow ań charakterystyki am plitudow ej filtrów  nieunorm ow anych w  paśmie 
przepustow ym  je s t rów na dokładnie zadanej n ierów nom iem ości pasm a przepustow ego Apass. 
D zięki tem u uzyskuje się w iększe tłum ienie w  paśm ie przepustow ym  (tabela 2) przy  takiej 
sam ej szerokości pasm a przejściow ego Fs =  2. O czyw iście w  filtrach unorm owanych 
otrzym uje się w  zw iązku z  tym  w iększe nachylenie w  obszarze przejściow ym . Filtry 
unorm ow ane są  zatem  bardziej selektyw ne.

(31)
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Rys. 5. Charakteiystyka ¡K(jco)J unormowanych filtrów eliptycznych 4 i 5 rzędu klasy k =  0,5 oraz 

8= 1
Fig. 5. Characteristic KL(jco) o f  exemplary fourth and fifth order standardized elliptic filters with 

k = 0,5 and 8 = 1

Tabela 2

Parametry przykładowych filtrów unormowanych 4 i 5 rzędu klasy k = 0,5 i 8 = 1

Parametr Filtr rzędu r = 4 Filtr rzędu r = 5
COi co i = 0,406; o)2 = 0,933 coi = 0,615; co2 = 0,957
Pi p0 = 0; pi = 0,732; p2 = 1 Po = 0,329; pi = 0,829; p2 = 1
h 0,036 0,013

Apass 3 dB 3 dB
A slop 57,8 dB 75,2 dB

Fs 2 2
Średnie nachylenie 
charakterystyki 57,8 ^  

okt

dB
75,2 —  

okt

F iltry  eliptyczne unorm ow ane zostały  skatalogow ane przez  Saala oraz Z w erew a [2], [5], 
[6]. P odstaw ą skatalogow ania był rząd  r, w spółczynnik  odbicia p  w yrażony w  procentach 
oraz kąt © w yrażany w  stopniach. W spółczynnik p je s t pow iązany z  e:

1
- ^ 1 0 0 % .  (33)
1 + 8

Z  kolei kąt © je s t  pow iązany  z  m odułem  całki eliptycznej k:
0  = a rc s in (k ) . (34)
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Filtry  eliptyczne unorm ow ane są  czasam i, nazyw ane filtram i C auera dla uhonorow ania 
w kładu  w  tę dziedzinę nauki p rofesora W ilhelm a C auera i często s ą  oznaczane wg 
następującej konw encji:

C r p 0 .

D la przykładu, filtry  4 i 5 rzędu, klasy  k  =  0,5, s  = 1, o charakterystyce przedstaw ionej na 
rys. 5 b ęd ą  m iały następujące param etry  p i 0 :

p  =  J -  -- 100% = 1 0 0 %  =  70 ,7% ,
Vl + S2 vi + l

© = arcsin(k) = arcsin(0,5) = 30°

i b ęd ą  w g przedstaw ionej konw encji oznaczone jako : C 4 70,7%  30° (filtr 4 rzędu) i C 5 
70,7%  30° (filtr 5 rzędu).

PO D SU M O W A N IE

W  artykule przedstaw iono dw a rodzaje filtrów  eliptycznych, nieunorm ow ane 
unorm ow ane. W ykazano, że filtry eliptyczne po unorm ow aniu  zapew niają  w iększe tłum ienie 
w  paśm ie zaporow ym . Selektyw ność takich filtrów  eliptycznych przew yższa selektyw ność 
filtrów  o innych znanych  aproksym acjach: B essela, C zebyszew a, Butterw ortha. Z  tego 
pow odu ten rodzaj filtrów  eliptycznych je s t najbardziej rozpow szechniony. W  następnym  ar
tykule zostanie p rzedstaw iona realizacja  praktyczna eliptycznych filtrów  unorm ow anych z 
użyciem  struktur b ikw adratow ych. N a przykładzie filtrów  parzystego rzędu opisana zostanie 
budow a filtrów  dow olnego typu przepustow ości: dolnoprzepustow y, górnoprzepustow y, 
pasm ow oprzepsutow y i pasm ow ozaporow y. Przedstaw iona zostanie procedura w yznaczania 
w artości elem entów  struktur w chodzących w  skład układu danego filtru dla założonych pa
ram etrów  e, k  oraz d la  zadanych częstotliw ości granicznych. R ozw ażania zostaną 
z ilustrow ane sym ulacjam i kom puterow ym i, w  ram ach których zostaną w yznaczone 
charakterystyki często tliw ościow e filtrów.
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A bstract

In th is paper the properties o f  the elliptic filters before and after standardization are 
show n. The filtering  function  F(co) (expression  (1)) is to  standardized. The function F(co) 
influences the filte r frequency characteristic . The w ay o f  determ ining poles and zeros o f  the 
filtering  functions F(co) is also presented. The filter properties before and after 
standardizationb are com pared, nam ely  there are show n the course o f  the filtering function 

F(co) (Figs. 1 and 4) and the am plitude characteristic K(jco)| (Figs. 3 and 5) fo r the both 

cases. In  order to  m ake the com parison m ore com plete there are introduced the follow ing 
param eters describ ing the filter properties: passband ripple A pass, m inim um  stopband 
attenuation  A stop, relative transien t bandw idth  Fs and the average slope o f  the characteristic in 
the passband. It is proved  that ellip tic filters after standardization  guarantee batter attenuation 
w ith in  the stop band. The selectivity  o f  these filters is h igher than that o f  other know n filters 
such as B essel, T hebyshev and B utterw orth  ones. That is w hy this kind o f  elliptic filters is the 
m ost w idespread o f  all.


