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Streszczenie. W artykule przedstawiono zastosowanie definicji momentu permeancyj- 
nego działającego w środowiskach magnetycznych, będącego składową całkowitego 
momentu elektromagnetycznego. Dla wybranych modeli maszyn indukcyjnych o prze­
wodzącym, ekscentrycznie osadzonym bądź niesymetrycznym wirniku określono mo­
ment permeancyjny, jak  i całkowity moment elektromagnetyczny. Moment permeancyjny 
określa niepożądaną składową momentu elektromagnetycznego powstającą wskutek 
niesymetrii wirnika.

ELECTROMAGNETIC TORQUE COMPONENTS FOR INDUCTION 
MOTOR WITH NONSYMMETRICAL ROTOR

Summary. This paper dealts with application o f the definition of a permeantive torque 
that is the component o f the (total) electromagnetic torque. The components o f this torque 
act in magnetic regions. For the chosen induction machines with solid, asymmetrical and 
eccentrically rotating rotors the permeantive and total torques have been evaluated. The 
permeantive torque determines the opposite component o f electromagnetic torque arising 
due to the asymmetry o f a machine rotor.

1. W ST Ę P

Siły działające w  po lu  m agnetycznym  w ynikają  z działania sił na  obszary przew odzące 
oraz m agnetyczne m aszyny indukcyjnej: uzw ojenia, obw ody m agnetyczne, przew odzący 
i m agnetyczny w irnik itp. [6, 9, 11, 13]. M om ent perm eancyjny (środow iskow y), jako  
uzależniony od pochodnej cząstkow ej reluktyw ności m agnetycznej po kącie [10, 11, 12], 
pow staje w  przypadku, gdy w irnik m aszyny nie je s t cylindryczny oraz rów nież w tedy, gdy 
w iruje on ekscentrycznie. Fizykalnie zachodzi on n a  skutek pojaw iania się niejednorodności 
w łaściw ości m agnetycznych (np. granica środow isk) w  polu m agnetycznym  [2, 3, 8, 9]. 
A nalogiczna składow a sił pow staje przy  udziale po la  elektrycznego [4]. W  przetw orniku 
elektrom echanicznym  o dom inującym  po lu  m agnetycznym , np. w  rozw ażanych silnikach 
indukcyjnych m om ent perm eancyjny pow staje przy udziale po la  m agnetycznego. M om ent 
perm eancyjny w raz z  m om entem  sił Lorentza stanow ią m om ent całkow ity.
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W arto zw rócić uw agę n a  fakt, iż  m om ent perm eancyjny i m om ent L orentza w spół­
dzia ła ją  w  m aszynie synchronicznej [12]. N atom iast, ja k  zostanie pokazane w  niniejszym  
artykule, obie składow e przeciw dzia ła ją  w  m aszynie indukcyjnej o n iesym etrycznym  wirniku.

N iesym etria  ruchu, ja k  i ekscentryczność położenia  w irnika m oże pojaw ić się jako  efekt 
w ielu przyczyn. M o g ą  n im i być n iedoskonałości w ykonania m aszyny w irującej i jego  
m ocow ania. R ów nież stopniow e w ybaczanie się osi w irow ania w irn ika na  skutek zużycia 
łożysk  m oże prow adzić  do niecentrycznego u łożen ia  osi w irow ania w irn ika m aszyny 
elektrycznej. Te i inne efekty , ja k  np. n iecylindryczny kształt w irnika, m o g ą  prow adzić do 
n iesym etrii w irującej m aszyny, k tóra  w  założeniach by ła  pro jek tow ana jako  sym etryczna 
geom etrycznie.

2. G E O M E T R IA  M O D E L O W E G O  SIL N IK A  IN D U K C Y JN E G O  
O N IE SY M E T R Y C Z N Y M  W IR N IK U

W pływ  opisanych  w yżej przyczyn  na  w artość rozw ijanego m om entu  elektrom agne­
tycznego i jeg o  składow ych: m om entu  perm eancyjnego i Lorentza zostanie przeanalizow any
przy następu jących  za łożeniach  upraszczających:
-  w ew nętrzna pow ierzchnia  sto jana je s t cylindryczna,
-  uzw ojen ie  sto jana m odelow ane je s t jak o  łuska prądow a o określonym  przepływ ie,
-  w irn ik  m aszyny je s t cylindryczny, eliptyczny bądź je s t ukształtow any tak, aby dana 

przew odność m agnetyczna szczeliny  pow ietrznej była opisana sk ładow ą s ta lą  i d rugą 
harm on iczną  kąta  po łożen ia  na  obw odzie m aszyny (tabela 1),

-  oś sym etrii sto jana Cs m oże nie pokryw ać się z o s ią  sym etrii w irnika (np. m oże pokryw ać 
się z jednym  z ognisk  F r e lip tycznego przekro ju  w irnika),

-  oś sym etrii sto jana pokryw a się z o s ią  w irow ania w irnika,
-  przyjm uje się dw uw ym iarow y rozkład po la  elektrom agnetycznego.

Rys. 1. Maszyna indukcyjna o ekscentrycznym i niesymetrycznym wirniku 
Fig. 1. Induction machine with eccentric and asymmetrical rotor

A nalitycznie rozw ażone przykłady niesym etrii i ekscentryczności m aszyny indukcyjnej 
zostały  u jęte w  tabeli 1. N ależy  zw rócić uw agę, iż prezentow ane rozw ażania  m o g ą  się 
rów nież odnosić do m aszyny synchronicznej przy pracy asynchronicznej. M om ent całkow ity 
i jego  składow e: m om ent od prądów  i perm eancyjny zostały obliczone d la  w yróżnionych 
w  tabeli 1 przypadków . D la porów nania  w ybranych przypadków  pew ne w ym iary i param etry

w irn ik
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m aszyn zostały  w ybrane jak o  jednakow e. S ą  nim i następujące w ielkości charakteryzujące 
geom etrię i stan pracy m aszyny:
-  am plituda przepływ u stojana 9 S,
-  w ew nętrzny prom ień obudow y sto jana R g =  R +g,
-  zew nętrzny prom ień ferrom agnetycznej części w irn ika R a = R-a,
-  reluktyw ności anizotropow ej zew nętrznej w arstw y w irnika vr, v a,
-  przew odność anizotropow ej w arstw y w irnika y,
-  najm niejsza grubość szczeliny pow ietrznej w ynosi g, k tóra oznacza, iż  najw iększy 

prom ień opisujący pow ierzchnię zew nętrzną w irnika r ( a )  je s t równy:
t*max — R-s

-  najw iększa grubość szczeliny pow ietrznej w ynosi 3-g, co prow adzi z kolei do najm niej­
szego prom ienia r ( a )  opisującego pow ierzchnię zew nętrzną w irnika:

rmin = Rg - 3g = R  - 2g,

-  w spółczynniki d, eo, e, a2 (tabela 1) zostały tak  dobrane, aby funkcja opisująca pow ierz­
chnię zew nętrzną  w irnika r(oc) e  [R, R - 2g] dla oce[0, 27t],
D la porów nania  założono, iż w  m aszynie asynchronicznej o cylindrycznym  w irniku 

prom ień w irnika w ynosi:
r(cc) — (rmjn 3" rmax)/2 — R  - g.

es— e ■ o

a) b) c)

■0-

d ) e)

Rys. 2. Przykładow e kształty i ułożenie w irnika w ew nątrz obudowy stojana (linia przerywana):
a) w irnik cylindryczny - przypadek lc , b) ekscentrycznie ułożony cylindryczny w irnik - 
przypadek 2c, c) w irnik eliptyczny - przypadek le , d) ekscentrycznie położony eliptyczny 
w irnik - przypadek 2e, e) w irnik wyprofilow any tak, aby szczelina pow ietrzna miała 
przewodność m agnetyczną o składowej stałej i drugiej harmonicznej przestrzennej - 
przypadek lh

Fig. 2. Exem plary rotors inside a stator frame (the dashed circle): a) circular rotor - the case lc,
b) eccentrically displaced circular rotor - the case 2c, c) elliptical rotor - the case le , 
d) eccentrically displaced elliptical rotor - the case 2e, e) ‘second harmonic permeance - 
shaped’ rotor - the case 1 h
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Tabela 1
Przykłady niesymetrii i ekscentryczności ułożenia wirnika

1. pokrywające się osie symetrii 
stojana i wirnika

2. przemieszczone osie symetrii stojana i 
wirnika

Wirnik cylindryczny
przypadek lc: CS=C„ 

r(oc) =  R  =  c o n s t ,

przypadek 2c: C^C,, 

r ( a )  =  R 'V l  -  d 2 s in 2 cp -  

-  R 'd c o sc p ,

wirnik eliptyczny
przypadek le: CS=C„

* » -  ■̂ ■Jl -  e Q cos cp

przypadek 2e: Cs*Cr, CS=F„

, ,  R ( l - e )  
r ( a )  =

1 +  ecoscp

wirnik 
wyprofilowany wg 

drugiej 
harmonicznej

^  =  ( v og )_1 
g = g(a) = Rg-r(a)

przypadek lh: Cs=Cr,

r ( a )  =  R  -  g(1 +  a ^
1 + a 2 cos(cp)

R g = R  + g ,

W  tabeli 1. oznaczono cp = Q mt -  p a  + A y , gdzie p  -  liczba par biegunów , Ay - kąt 
p rzesunięcia  am plitudy przepływ u sto jana w zględem  ustalonego punktu  w irnika.

3. A N A L IZ A  PO L A  E L E K T R O M A G N E T Y C Z N E G O

A naliza  dw uw ym iarow a rozkładu po la  e lektrom agnetycznego je s t prow adzona przy 
w ykorzystaniu  m etody uzm iennian ia  stałych [1, 5, 6, 10, 13], M ianow icie, w  przypadku lc  
am plitudy składow ych indukcji m agnetycznej nie za leżą  od kąta  a .  W ynika to z  cylindrycz­
nego ukształtow ania pow ierzchni w irn ika i jeg o  sym etrycznego um ocow ania. W  innych 
w yróżnionych przypadkach, n a  skutek niesym etrii w irnika, pole m agnetyczne w  m aszynie nie 
je s t kołow e. Tę deform ację po la  m agnetycznego - przy  niedużej n iesym etrii w irn ika - m ożna 
uw zględnić , dopuszczając zm ienność am plitud składow ych po la  m agnetycznego. D okładność 
o trzym yw anych rozw iązań  je s t spraw dzana poprzez potw ierdzenie spełnienia w arunków  
brzegow ych d la  odpow iednich  składow ych w ektorów  pola  m agnetycznego, ja k  i ocenę 
zupełności rozk ładu  m om entu  elektrom agnetycznego na dw ie w yróżnione składowe.

Z akładając, iż  w ym uszono przep ływ  sto jana o rozkładzie przestrzennym  w  postaci 
szeregu (h =  6 c + l , c = 0, +1 ,...; Acą, ustala  się przy zadaniu  Ay):

0 ( t , a ) =  2 j 9|' sin(27ifit -  p h a  +  A a h) ,  (1)
c=0,±l,±2,...

oraz uw zględnia jąc za łożoną  uprzednio  strukturę m aszyny m ożna natężenie po la  m agne­
tycznego w  obszarze w irn ika i szczeliny pow ietrznej m aszyny w yrazić  następująco:
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,  v , 8 A , -  0 A ,

<2)
gdzie v r, v a sąre luk tyw nościam i w  kierunku radialnym  i stycznym .

Pom ijając prąd przesunięcia - z  uw agi na dostatecznie n isk ą  częstotliw ość prądu stojana - 
m ożna zapisać:

ro t(H ) = yE 2 = - y A z . (3)

R ów nania (2) oraz (3) p row adzą do rów nania różniczkow ego w zględem  zespolonego 
po tencjału  w ektorow ego w  postaci:

v a d  ,  0A . v  0 2A  . ...

r dr dr r da

gdzie: cor =27rfr je s t p u lsac ją  indukow anych prądów  w  wirniku.
R ów nanie (4), po dokonaniu  separacji zm iennych, prow adzi do poniższych rozw iązań 

w  obszarze w irnika [3]:

jBr =  ^ ( a aI pB(Pr ) + b aK pB( P r ) ) e x p ( - ia a - i f )  ^

I  B a =  —P (a aIpB(Pr) + b aKpB( P r ) ) e x p ( - ia a )

gdzie a a= p a + a 0a- A nalogicznie, rów nanie (4) w  obszarze szczeliny pow ietrznej m a
rozw iązanie:

B r = ~ { a 5r p + b 6r " p} e x p ( - i a s -  i f )  

B « = - p { a 5r p"' - b 5r " p' '} e x p ( - i a 5)
(6)

gdzie a 5 = p a + a 0g.

4. S K Ł A D O W E  M O M E N T U  E L E K T R O M A G N E T Y C Z N E G O

Z najom ość rozkładu po la  elektrom agnetycznego w  obszarze szczeliny i w irnika m aszyny 
pozw ala na  określenie m om entu  elektrom agnetycznego oraz jeg o  dw óch składowych. I tak, 
m om ent całkow ity i m om ent e lektrom agnetyczny w ynosi [1, 2, 3, 6, 9]:

Te =  v 0R g | B a B rd S , (7)
3V

gdzie Rg je s t prom ieniem  pow ierzchni, po której dokonuje się całkow anie tensora naprężeń 
M axw ella usytuow anej w  szczelinie pow ietrznej m aszyny.

Składow ą m om entu  elektrom agnetycznego pochodzącą  od sił Lorentza opisuje całka 
objętościow a [1, 3, 9]:

TcCu =  f r j zB rd V ,  (8)
V

T-=łJ<B;f f +B- f r )dV- c*>
zaś m om ent środow iskow y je s t rów ny [1, 2, 3, 10, 11, 12]:
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Przestrzenny  rozkład  reluktyw ności m agnetycznej w  pobliżu  granicy środow isk, szcze­
lina pow ietrzna - w irnik, je s t opisany poprzez funkcję skoku jednostkow ego H eaviside’a:

vr(r,a,z) = vr + (vr5 - v r)l{Ar,z}, (10)

gdzie r ( a )  opisuje kształt zew nętrznej pow ierzchni w irnika, Ar =  r - r ( a ) ,  v r(r ,a ,z ) jes t 

fun kc ją  reluktyw ności m agnetycznej (indeks r  oznacza sk ładow ą prom ieniow ą), v rs jes t 
re luk tyw nością  w  kierunku  radialnym  szczeliny pow ietrznej.

A nalog iczna zależność odnosi się do reluktyw ności m agnetycznej w  kierunku stycznym  
(zam iast indeksu r  po jaw ia  się indeks a ) .  Pochodna cząstkow a reluktyw ności m agnetycznej 
po kącie a  w ynosi:

3vr 3vr 3{r-r0(a)} 3vr dr0(a)
da 3Ar oa 3Ar da (11)

A nalogicznie m ożna przedstaw ić pochodną reluktyw ności w  k ierunku stycznym .
C ałka objętościow a w  rów naniu  (9) m oże być przedstaw iona jak o  iloczyn dw óch całek:

po powierzchni zewnętrznej wirnika J*(-)dS oraz całki w kierunku radialnym J(-)dr , a zatem:
s R

(12>

M om ent perm eancyjny - po w ykonaniu  całkow ania w  kierunku rad ialnym  - m ożna w yra­
zić następująco:

f (v r S ,v a 5 ) j j

Te,pe = - ł  H J ( B > r + B > J  M d S .  (13)
S ^ (v r ,v a )

W yrażenie pod  ca łk ą  lin io w ą  ujęte  w  naw ias zw ykły, stanow i różniczkę zupe łną  w zglę­
dem  dw óch zm iennych, którym i s ą  reluktyw ności m agnetyczne w  odpow iednich  osiach:

d F (v r , v J  =  B > r + B > a . (14)

W artość całki (13) zostanie określona przy  w ykorzystaniu  faktu zupełności różniczki 
(14). M ianow icie, różniczka je s t zupełna w  obszarze jednospójnym  w tedy i tylko w tedy, gdy 
spełniony je s t w arunek:

® L = ® L .  os)
3va 3vr

W arunek ten  je s t spełn iony -  dodatek  2. M ożna zatem  m om ent perm eancyjny przedstaw ić 
(dodatek 2) w  postaci całki:

T e,Fe = - ł l | ( ! Il(a )| + |I2(a ) | ) ^ ^ r(a )da5 O6)

w  której składniki I i ( a ) ,  l2 (a ) zaw iera ją  zespolone w artości składow ych indukcji m agne­
tycznych adekw atnie do zależności (D .2 .8), (D .2.9). W ynika to  stąd, iż  obie całki s ą  kw adra­
tam i w zajem nie ortogonalnych funkcji p roporcjonalnych do składow ych indukcji po la  m ag­
netycznego.
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Po podstaw ieniu  obliczonych składow ych indukcji pola m agnetycznego z (5), (6) do 
relacji (7) otrzym uje się następu jącą  zależność na całkow ity m om ent elektrom agnetyczny:

2n
Te = - ł v 0lR gp 2 J lm [ D ( a ,R g) U ' ( a jR g)]d a  . (17)

0
N atom iast m om ent sił Lorentza w ynosi:

2łtr(a)

T=,cu =ł lPY ® r J J |Z (a ,P r ) |2rd rd a . (18)
0 Ra

N a podstaw ie pow yższych zależności m ożna określić w artości m om entów  sił d la 
dow olnego kształtu  w irnika m aszyny przy uw zględnieniu jeg o  niesym etrii oraz
ekscentryczności. W  tabelach 2, 3 przedstaw iono rezultaty  obliczeń d la  w ybranych
niesym etrii m aszyn indukcyjnych (tabela 1). O kreślono rów nież straty  m ocy w  w irniku 
wirującej m aszyny w ynikające z przepływ u prądów  indukow anych:

PCu = J jE d V  = - i a r J jA d V . (19)
V V

Porów nanie relacji (19) z re lac ją  (18) prow adzi do następującej zależności:

P c u = —  Ts,Cu= ^ ( T e - T e,Fe) ,  (20)
P P

gdyż po praw ej stronie w ystępu ją  w ielkości w yrażone poprzez całki pow ierzchniow e.
Przykładow e obliczenia prow adzono dla silnika indukcyjnego o litym  w irniku, których 

budow ę om ów iono szczegółow o w  pracy [7], a  przedstaw iono na  rysunku 3.

Rys. 3. W irnik analizowanego silnika indukcyjnego -  z  pracy [7]
Fig. 3. Rotor o f  the analyzed induction m otor -  presented in [7]

W yniki obliczeń przedstaw iono w  tabeli 4. oraz graficznie zobrazow ano na rys.6. 
O bliczenia przeprow adzono przy w ykorzystaniu program u M athcad. D odatkow o, na 
rysunku 7 przedstaw iono zm ienność składow ych indukcji po la  m agnetycznego dla m aszyny 
indukcyjnej 1 e w zględem  kąta położenia na obw odzie w irnika. Składow e te pozosta ją  stałe 
w zględem  kąta  a ,  w  przypadku gdy w irnik m aszyny je s t cy lindryczny (przypadek lc).

N a rys. 8. przedstaw iono zm ienność składowej stycznej pseudotensora a ar. N a rysunku 9 
pokazano charakterystykę m echaniczną siln ika indukcyjnego w  przypadku 2c (w irnik 
cylindryczny przesunięty). N a w ykresie w idoczna składow a perm eancyjna (ujem na składow a 
m om entu  elektrom agnetycznego) przeciw działa składowej Lorentza.
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Tabela 2
Całkowity moment maszyny indukcyjnej

Te
[N m ]

wirnik anizotropowy 
vr < va 

TcI

izotropowy 
wirnik 
vr = v„ 

Tell

wirnik 
anizotropowy 

vr > va 
Ten

lc
r(a ) = R-g

10.62 8.91 8.68

2c
d = 0.0204

10.55 8.88 8.66

le
e„ = 0.28

9.29 9.29 7.61

2e
e = 0.0204

10.53 8.86 8.65

lh
a2 = 0.3334

12.79 10.73 10.53

Moment permeancyjny (w procentach)
Tabela 3

Te,Fe

T e

[%]

wirnik anizotropowy 
vr < v a 

(Te,Fe/Te)l

wirnik 
izotropowy 

vr = va 
(Tc,Fi/Tc)lI

wirnik
anizotropowy

vr > v a
(Te,F(7Tc)iii

lc 0,0 0,0 0,0

2c -4 ,6 -3 ,8 -3 ,9

le -18,8 - 18,8 -15,9

2e -4 ,6 -3 ,8 -4 ,0

lh -5 ,2 - 4,4 -4 ,5

T abela 4
Straty m ocy w  w irn iku  m aszyny

Peu [W]
w irnik 

anizotropow y 
v r <  v a

w irnik 
izotropow y 

v r =  v a

w irnik 
anizotropow y 

v r > v a

lc 200.2 167.9 163.6

2c 208.1 173.7 169.6

le 208.0 208.0 166.3

2e 207.6 173.4 169.6

lh 253.6 211.2 207.4
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Te [Nin]

1 4  t  

12

ET e I 
ETell 
0  Te III

Rys. 4. Wartości momentu całkowitego - porównanie 
Fig. 4. The total electromagnetic torque - the comparison

□  TcFe I 

ETeFe II 
ESTeFe III

Rys. 5. Porównanie wartości momentu permeancyjnego 
Fig. 5. The permeantive torque - the comparison
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Pcu [W]

Rys. 6. Porównanie wartości strat mocy
Fig. 6. The eddy-current losses - the comparison

□ Pcu I 
E3Pcu II
□ Pcu III

a) b)

Rys. 7. Amplitudy a) składowej normalnej indukcji [T], b) składowej stycznej natężenia pola magne­
tycznego [kA/m] do powierzchni wirnika w funkcji kąta a  [rad]

Fig. 7. The magnitude o f a) the normal magnetic flux density [T], b) the tangential magnetic field 
strength [kA/m] versus position angle a  [rad]
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Rys. 8. Zmienność tensora naprężeń crar w szczelinie powietrznej maszyny o ekscentrycznym wirniku 
względem kąta położenia na obwodzie wirnika (w jednostkach układu SI)

Fig. 8. The tensor radial component a ar versus position angle in the air-gap (SI units)

n

Rys. 9. Moment elektromagnetyczny i jego składniki: moment Lorentza i moment permeancyjny [Nm] 
w funkcji prędkości obrotowej n [obr/s] w przypadku 2c 

Fig. 9. The total electromagnetic torque and its components: the currents torque and permeantive 
torque [Nm] versus speed n [rps] for the case 2c

5. P O D SU M O W A N IE

Przeprowadzone obliczenia analityczne pozw alają na ocenę wartości niepożądanego 
momentu permeancyjnego m aszyny ind ukcyjne j powstającego wskutek niecylindrycznego 
ukształtowania w irn ika  bądź jego ekscentryczności. Porównanie otrzym anych rezultatów -  dla
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różnych przypadków  niesym etrii (przypadki le , 2e, lc , 2c, lh )  - pozw ala na w yciągnięcie
następujących w niosków :
1) M om ent perm eancyjny m aszyny  indukcyjnej o przew odzącym , litym  w irniku przeciw ­

działa  m om entow i od sił Lorentza. Jakkolw iek, fakt ten  nie m usi prow adzić do zm niej­
szenia całkow itego m om entu  m aszyny (przypadek lh ) , to zaw sze prow adzi do w zrostu 
strat m ocy w  w irn iku  m aszyny (tabela 4., rys.6). N ależy podkreślić, iż w  m aszynie 
synchronicznej [12] m om ent perm eancyjny w spółdziała  z  m om entem  sił Lorentza.

2) P rezen tow ana m etoda określan ia  m om entu  elektrom agnetycznego i jego  składow ych 
w ym aga p rzeprow adzania  całkow ania tylko po brzegu  obszaru obejm ującego w irnik 
m aszyny o w irniku jednorodnym . M ianow icie, obliczane w artości m om entu  perm ean- 
cyjnego (w yrażające się poprzez całkę pow ierzchniow ą (16)) p row adzą  do w artości 
m om entu  sił L oren tza TeCu =  Te - T c Fc, k tóry  ty lko celem  potw ierdzenia popraw ności 
obliczeń był obliczany p rzy  w ykorzystaniu  całk i objętościow ej (18).

3) B azując na  o trzym anych  w ynikach obliczeń, m ożna stw ierdzić, iż najw iększy m om ent 
perm eancyjny po jaw ia  się w  przypadku, gdy w irn ik  je s t eliptyczny i centralnie ułożony 
( le ) .

4) A nizo trop ia  w łaściw ości m agnetycznych - p rzy  danej niesym etrii w irnika - prow adzi do 
w zrostu  m om entu  perm eancyjnego, gdy v r <  v a .

5) P rzedstaw iona m etoda analizy m oże zostać do łączona do listy m etod prow adzących do 
określan ia  n iepożądanego składnika m om entu  sił m aszyny indukcyjnej.

6) M om ent perm eancyjny pozw ala  na  w yznaczenie strat m ocy w  litym  w irniku m aszyny 
indukcyjnej poprzez całki pow ierzchniow e w artości odpow iednich składow ych pola 
m agnetycznego po brzegu  obszaru obejm ującego w irnik.
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D odatek  1. W yznaczenie stałych w ystępujących w rów naniach (5) i (6)

W artości stałych pojaw iających się w  rozw iązaniach określa się form ułując warunki 
b rzegow e dla granicy:
•  uzw ojen ia  sto jana ułożonego na ferrom agnetycznym  stojanie i szczeliny pow ietrznej 

(r =  R +g=Rg):

">  a 5R p - b 5R gp = 0 / v o. (D .l . l )

•  szczeliny pow ietrznej i przew odzącej w arstw y w irnika (r = R):

B S n = B a n = B n

B „ =  B 5r cos(8) -  B 5a sin(S) = B „ cos(5) -  B aa sin(5) (D. 1.2)

H 5n= H an= H t

H t = v 0B 8rsin(8) + v 0B 5acos(5) = v rB arsin(6) + v a B acicos(5) (D .1.3)

•  w arstw y przew odzącej w irn ika i ferrom agnetycznego rdzenia  w irnika:

(r = R -a=R a<  r ( a )  dla a e  [0,2ti])

v aaB a a = 0  ->  a aI'pB(P R ,)  + b aK JB(P R .)  = 0 (D .1.4)

Pow yższe rów nania ( D .l . l )  -  (D .1.4) ok reślają  stale pojaw iające się w  rozw iązaniach (5) 
i (6):

a a ( « )  =  © V '1 { U (a )R p -  W (a )R ~ p}_1, S = 8 ( a )  =  a r c t a n [ ^

a 5 = a aU ( a ) ,  b 8 = a aW (a ) ,  b a = - a aS ,
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=  B naD d (S (g ) ,r (g ) )  -  H laB b (S (g ) ,r (g ) )

A (5 (g ) , r (g ) )D d (8 (g ) ,  r (g ) )  -  B b (5 (g ) , r (g ) )C (6 (g ) , r (g ))  ’

W (o0 = ___________ H ttA ( S ( g ) , r ( g ) ) - B naC (8 (g ) ,r (g ) )___________

A (8 (g ) , r (g ) )D d (5 (g ) ,  r ( g ) )  -  B b (8 (g ) , r (g ))C (5 (g ) , r ( g ) )  ’

A (8 ,r )  =  —ip rp_' cos(8) +  p r p_l s in (8 ) , B b (8 ,r)  =  - ip r~ p~‘ cos(8) -  p r 'p_1 s in (8 ),

C (S ,r)  = - i p v r5r p~‘ sin (8) -  p v a5r p“' c o s (8 ) , D d (8 ,r)  =  - i p v r5r " p_1 sin(8) +  p v a5r ‘p_1 c o s (8 ) ,

B„a ( a )  =  F (r ) cos(8 ) +  (3dF(r) s in (S ) , H na (g )  = ~ ^ 2 L F(r)  sin(8) -  v apdF (r) co s (8 ) , 
r ( g )  r (g )

gdzie dla uproszczen ia  oznaczono:

F (r) =  I pB(p r) -  S K pB(pr) dF (r) =  I'pB(Pr) -  SK'pB( p r ) ,

D ( g ,r )  =  a 5 ( g ) r p + b 5(g ) r~ p , Z (g ,p r )  = a a( g ) I pB(Pr) + b a( g ) K pB(P r), 

d D (g ,r )  =  a s ( g ) r p_1 -  b 6( g ) r -p-1, d Z (g ,p r)  = a a( g ) I ’pB Q3r) + b a( g ) K ’pB (p r ) ,

B„a = B na a’ , H la = H ta a' .

D od atek  2. O bliczenie caiek  pom ocniczych w ystępujących  w  zależności (16)

Składow e indukcji po la  m agnetycznego jak o  opisane zależnościam i:

„  c B „ y  +  sH . „  c H . - s B „ x ___________________ ____ __
B = — — B „ = — --------2 - ,  (D .2.1)

A (x ,y ) A (x ,y )

gdzie d la  uproszczen ia  oznaczono: c=cos(8), s=sin(8), x= v r, y=va, A=A(x,y)=s2x+c2y, 
pozw ala ją  zapisać w arunek  (15) następująco:

_ a icB,y + sH , ) = B j _ a |cHL -i B ix} 
dy  A (x ,y ) 5x A (x ,y )

Po ob liczeniu  pochodnych cząstkow ych otrzym uje się rów ność:

(cB nv a + sH , ){cB nA -  (cB„ v a + sH , ) c 2} =

= (c H t - s B „ v r ){ -s B nA - ( c H t - s B nv r )s2}, (D .2.3)

która je s t spełn iona tożsam ościow o d la  dow olnych w artości H t, Bn, v r, v a .
Spełnienie w arunku (15) pozw ala stw ierdzić, iż całka (13) nie zależy od kształtu  drogi,

k tóra łączy  punkt początkow y (vr, v a) i końcow y (vr5, va5) drogi całkow ania w  całce:

(vr5,va8) (vr5,va5)

1= J(B2dvr + B 2dva )=  JdF(vr , v J .  (D.2.4)
(vr,va) (vr,va)
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W artości całek  składow ych:

(vr5,va)

(vr.va)

w ynoszą [3]:

1 (c B ny + s H ,)

1 s2(s2x + c 2y)

(vr6,va)

(v r,v a)

(vr8,va8)

I , =  j B 2d v r , I 2 =  j B > a .
(vr8,va)

(c H t - sB „x )2

2 c 2(s2x + c 2y)

(vr8,va8)

(vr8,va)

(D .2.5)

(D .2.6)

Rys. D .2.1. Drogi na płaszczyźnie (v„, vr) w ykorzystywane do obliczenia m omentu permeancyjnego 
Fig. D .2.1. The paths in the (va, vr) co-ordinate system the for the perm eantive torque calculation

D roga 2, k tóra z punktu  w idzen ia  obliczeń je s t korzystn iejsza od drogi 1 (rys.3), pozw ala 
określić całkę (D 2.4) następująco:

1(a) = I,(a) + I2(a), (D .2.7)

gdzie:

ł| (a) = {, _r i ~  j—  . 2 * , {va ctg(5)B n (a) + H, (a)}2,

I2(a) = { :

v r sin (8) + v a cos (8) v r5 sin (8) +  v a cos (8) 

1 1
(D .2.8) 

} {H, ( a )  -  v r5 tg(S)B n ( a )} 2.
' v r5 s in 2(8) + v a co s2 (8) v r8 s in 2(8) + v aS co s2(8 ) '

(D .2.9)

W  szczególnym  przypadku, gdy m aszyna asynchroniczna je s t izotropow a v r= v a=v, 
v r5=va8=v0, to rów ności (D .2.8), (D .2.9) p rzy jm ują postać:

1 1
i, («) = { - ------------------------------} {v c tg (8 )B n ( a )  + H , ( a ) } 2, (D.2.10)

v v 0 sin  (8) +  v c o s  (8)

i2 («) = {— ^  {H>(a) “ vots(5)B n («))2 ■v 0 sin (8) + v c o s  (8) v 0
(D .2 .1 1)
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a zatem

I(a) = I , ( a )  + I2(a )  = ^ ^ H t ( a ) 2 + ( v 0 - v ) B n( a ) 2. (D.2.12)
V o V

Jeżeli w irnik  m aszyny asynchronicznej stanow i idealny pod  w zględem  m agnetycznym  
ferrom agnetyk vr= v a= v —>0, to:

I(a) = I , (a )  + 12 (a )  = v0 B „ ( a ) 2. (D.2.13)

W płynęło do R edakcji dn ia  15 m aja  2002 r.

R ecenzent: D r hab. inż. M arian Ł ukaniszyn, prof. Politechniki O polskiej

A bstract

T his paper dealts w ith  application  o f  the definition o f  a perm eantive torque acting in 
m agnetic regions w hich  is the com ponent o f  the (total) electrom agnetic torque. For the chosen 
induction  m achines w ith  solid, asym m etical and eccentrically  rotating ro tors the perm eantive 
and to tal torques have been  evaluated. The perm eantive to rque determ ines the opposite 
com ponents o f  e lectrom agnetic to rque arising due to asym m etry  o f  a m achine rotor. The main 
torque com ponent resu lts from  L orentz forces. H ence, this torque is called  Lorentz torque. 
T he com ponents o f  the prerm eantive and L orentz torques together give the (total) 
electrom agnetic torque.

T he electrom agnetic filed layout has been obtained  in  analytical w ay. Thus, the total 
e lec trom agnetic to rque and its com ponents, perm eantive and  L orentz torques, have been 
determ ined in  the analytical nam ely: w ay as well.


