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TRZY WARIANTY STRUKTUR SFERYCZNYCH - OTRZYMANE 
METODĄ STEREOGRAFICZNĄ

Streszczen ie . N a w zór topologicznego kształtow ania klasycznych kratownic, których węzły 
leżą na płaszczyznach, m etodą rzutu stereograficznego utw orzono w  trzech alternatyw ach siatki 
jedno- i dw uw arstw ow e, sferycznych struktur prętowych. D la autom atycznego obliczania 
w spółrzędnych prostokątnych węzłów podano wzór ogólny. D la poszczególnych wariantów 
struktur prętow ych sform ułow ano też wzory dla autom atycznego obliczania liczby grup prętów 
różnych pod względem  długości.

THREE ALTERNA TIVE DESIGNS OF SPHERICAL STRUCTURES 
OBTAINED BY APPLYING THE STEREOGRAPHICAL M ETHOD

S u m m ary . Like in the topological forming o f  classic trusses w ith jo in ts lying on planes, the 
stereographic projection method was used to prepare three alternative designs o f  one- and two- 
layer spherical bar structures. Each o f  them  was m atched with a form ula to enable automatic 
calculations o f  spherical co-ordinates. The Trusses w ere characterised according to the num ber o f  
groups o f  various bars.

1. W STĘP

U w zględniając fakt, że zapotrzebowanie na energię cieplną w  budynku zależy od jego 

kształtu, infiltracji i nasłonecznienia, piśm iennictwo z dziedziny ciepłow nictw a i fizyki budowli 

[np. 1,2] w yróżnia tu bryły zwarte, zbliżone do kuli i niskie walce. Form a budynku o rzucie 

sześciokąta forem nego, przypom inająca elem ent geom etryczny w budow ie plastra pszczół, 

rów nież zapew nia energooszczędność, a także materiałooszczędność. W pracy proponuje się
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przekrycia takich budynków  sferycznym i strukturami prętowym i, m ontow anym i z sześciu 

pow tarzalnych prefabrykatów . Pojęcie struktury zdefiniowano w  pracy [3].

Na podstawie analizy różnych w ielokątów  (oczek) przedstaw ionych w pracach [4,5,6], 

nadających się do w ypełnienia sześciokątów  foremnych tw orzących parkietaże foremne [7], 

wybrano trzy (ry s.l) . Tylko o wybranych oczkach siatki tych parkietaży nadają się do 

skonstruow ania trzech w ariantów  regularnych, prętow ych struktur sferycznych (kopuł) 

dwuwarstwowych.

I. U. III.

Rys. I. Przyjęte trzy warianty siatek płaskich Cl rozpiętych na sześciokącie foremnym 
Fig. 2. Three alternative designs o f flat nets Cl spread over a regular hexagon

Projektow anie każdego przekrycia strukturalnego na wstępie w iąże się z opracow aniem  jego 

topologii i geom etrii. Przez topologię rozum ie się tu  w zajem ny, ściśle określony układ węzłów 

(siatki / kratownicy) i sposób, w  jaki są między sobą połączone, tworząc konstrukcję stateczną. 

G eom etria sprow adza się do jednoznacznego ustalenia współrzędnych, określenia długości 

prętów w poszczególnych grupach oraz w yznaczenia kątów nachylenia prętów  -  dla produkcji 

prefabrykow anych węzłów.
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Siatka sfei

Rys. 2. Zasada rzutu stereograficznego siatki płaskiej na sferę
Fig. 2. Principle o f the stereographical projection o f a fiat net onto a sphere

2. STRUKTURY JEDNOWARSTWOWE

Stosujem y m etodę rzutowania stereograficznego [8,9]. Punkty każdej siatki i i ,  (z rysunku 1), 

leżące na płaszczyźnie rt (rys.2), rzutujem y na sferę <I> w  kierunku punktu incydencji N. 

O dwzorow anie Ki —* K / przekształca więc zbiór punktów  f i  na płaszczyźnie n w  zbiór 

punktów f i '  na sferze <I> (rys.3). Łącząc punkty w ten sam sposób jak  na płaszczyźnie, otrzymano 

siatki sferyczne w ielościanów  otw artych (w pisanych w  sferę), przedstaw ione w  pracy [10] 

(definiując tam  w ielościany otwarte).

O kreślona topologia struktur um ożliw ia zautom atyzow anie obliczeń ich param etrów 

geom etrycznych. N a podstawie rysunków  1 i 2 w  przyjętym  układzie kartezjańskim  [x, y, z] 

współrzędne prostokątne punktów  Kij (Ay , By , 2R ) siatek płaskich f i  w yznaczym y ze 

wzorów:

► dla siatki I (rys.4a):

gdy (i + j) = 0  (mod 2 ) ; (1)
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I . I I . I I I .

Rys. 3. Rzuty trzech wariantów jednowarstwowych 1/3 pełnych siatek sferycznych uzyskanych konstrukcją stereo- 
graficzną z siatek płaskich jak na rys. 1 

Fig. 3. Projections o f three alternative designs o f one-layer 1/3 full spherical nets obtained from flat nets using the 
stereographical construction method like in fig. 1

► dla siatki II (rys.4b):

V3 .
*</ = gdy i , j  e  Z  (Z  - liczby całkowite)

oraz i = 0 (mod 4) i j  = 2 (m od 4) lub

i = 1 (mod 4) i j  = 1 (mod 2) lub

i - 2 (mod 4) i j  = 0 (mod 4) lub

i = 3 (mod 4) i j  = 1 (mod 2 ) ;

(2)

► dla siatki III (rys.4c):

■° ^  ■ I Ri — , a  / ,  2 R
2 6

-  gdy j  £ 0 (mod 3) 

oraz i + j  = 0 (mod 2 );

(3)
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we wzorach tych:

i -  liczby całkow ite 0, ±1, ±2, ± 3 , num erujące wiersze,

j  -  liczby całkow ite 0, ±1, ±2, ± 3 , num erujące kolum ny,

a -  długości w edług rysunku 1;

i'= y '(m o d /M )- / i j przystają do siebie według modułu m  (gdzie m jes t liczbą naturalną),

gdy i i j dają  tę sam ą resztę przy dzieleniu przez m  [11].

Kolumny
C)

kolumny

\\\̂' x *■ rv t

Rys. 4. Proponowany sposób opisu współrzędnych węzłów dla wariantów jednowarstwowych siatek płaskich oraz 
przyjęte kolejne numery pierścieni równoleżnikowych 

Fig. 4. Proposed method for the description o f the co-ordinates o f joints in the alternative designs o f one-layer flat 
nets and the assumed subsequent numbers o f parallel rings

N a podstawie rysunku 2 m ożna zapisać:

• równanie prostej 1 przechodzącej przez początek układu w spółrzędnych 0 =  N i punkt K o 

w spółrzędnych (A, B, 2 R ) :

I: x ¡A = y/B  = z/(2R) (4)

• rów nania param etryczne prostej 1 :

x = At
y  =  Bt }• dla t e  R  (R -  liczby rzeczyw iste) (5)

z = 2Rt

• rów nanie sfery:

x 2 + y 2 + ( z -  R)2 = R2 . 

Równania (5) i (6 ) dają:

/ =  4 R 2 /  (A2 + B2 +  4 R 2) .

(6)

(7)
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W rezultacie prosta I przebija sferę O poza początkiem  układu w punkcie K  o 

współrzędnych :

Kv = [ 4AR2/(A2 + B2 + 4R2) , 4BR2/(A2 + B2 + 4R2) , 8R3/(A2 + B2 + 4R2') ] ( 8)

Punktom  Kij(A|j, B ,j , 2R) siatek płaskich Q odpow iadają punkty K y siatki Q  na sferze O. 

Do obliczenia w spółrzędnych prostokątnych punktów  K ¡j na sferze, dla poszczególnych siatek 

należy poszczególne formuły (1), (2) i (3) podstawić do wzoru (8). Zauw ażm y, że równik 

sfery O  je s t obrazem  okręgu x2 + y2 = 4R2, z = 2R  leżącego na płaszczyźnie 7t . Istotnie, 

punkt K leżący na rów niku ma w spółrzędną z =  8R3 /  (A2 + B2 + 4R2) = R , stąd A 2 + B2 = 

4R 2.

3. STRUKTURY DW UW ARSTW OW E

Pomimo że jednow arstw ow e struktury prętowe dw ukrzywiznowe charakteryzuje sztywność 

przestrzenna, to jednak  znacznie sztywniejsze są  struktury dw uwarstwowe. Dlatego 

jednow arstw ow e siatki sferyczne z rysunku 3 są  odpow iednie do utworzenia topologii 

wariantów siatek struktur sferycznych dwuwarstw owych, w których warstwy, górna i dolna, będą 

połączone na wzór struktur płaskich z  rysunku 5.

A . B .  C .

Rys. 5. Trzy warianty dwuwarstwowych siatek płaskich uzyskanych z siatek płaskich jednowarstwowych jak na 
rys.2, liniami przerywanymi zaznaczono pręty łączące warstwę górną i dolną 

Fig. 5. Three alternative designs o f two-layer flat meshes obtained from one-layer flat meshes, like in flg.2 broken 
lines denote the bars joining the top and bottom layers
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4. P R Ę T Y  R Ó Ż N E

Jedną z istotnych charakterystyk geom etrycznych kopui prętow ych jes t liczba grup prętów 

różnych pod względem  długości. W yznaczam y tę liczbę w  zależności od poziom u p  „pierścienia 

rów noleżnikow ego” . Przez „pierścienie rów noleżnikowe” jednow arstw ow ych struktur sferycz­

nych (rys.4) rozum ie się tu część powierzchni, w  której zawarte s ą :

a) dla siatki I (rys.4a) i siatki II (rys.4b) -  pręty krzyżulcowe (o kierunkach południkowych 

lub zbliżonych do południkowych) oraz równoleżnikowe (o kierunkach rów noleżnikow ych lub 

zbliżonych do rów noleżnikowych);

b) dla siatki III  (rys.4c) -  pręty krzyżulcowe (o kierunkach rów noleżnikow ych lub zbliżo­

nych do równoleżnikowych) oraz południkowe lub zbliżone do kierunków  południko­

wych. Dla tych założeń sform ułowano wzory pozw alające autom atycznie w yznaczyć 

liczby grup prętów różnych:

(9 b)

• s[p)=
3 • p ! l  -  dla p  parzystych,
(3 ■ p  +1)/2 -  dla p  nieparzystych;

(9 c)

► dla siatki, wariant I (rys.4a):

•  k{p)  = p,
► dla siatki, wariant II (rys.4b):

(9 a)

[ p l 2  -  dla p  parzystych,

{ ( /» - l ) / 2  - d l a  p  nieparzystych;
(lOa)

{ p l 2 -  dla p  parzystych,

[(/> + ! ) / 2  - d l a  p  nieparzystych;
(lOb)

3/z/4 , - d l a  p  = 0 (m od4),

3(/7 — 1)/4, ‘ - d l a  p =  1 (m od4),

(3/7 + 2 )/4 , - d l a  p  = 2 (m od4),

(3/7 — 1)/4, - d l a  p  = 3 (m od4);

(10c)

► dla siatki, wariant II I  (rys.4c): 
• k{p)  = p, ( l in )

[ p l 2 -  d la p parzystych,

|( /?  + l) / 2  - d l a  /»n ieparzystych ;

J 3/7/2  -  dla p  parzystych,

[(3/7 + l ) /2  - d l a  p  nieparzystych;
( l i c )

(H b )
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we wzorach: k -  liczba grup prętów różnych krzyżulcowych,

r -  liczba grup prętów różnych równoleżnikowych,

s -  sum a w szystkich grup prętów  różnych w  1/6 części,

p  -  liczby naturalne 0, 1, 2, 3 ,..., numerujące „pierścienie rów noleżnikow e”.

Dla wariantów  struktur dw uwarstwowych (rys.5) powyższe wzory (9) do (11) uzupełnimy 

formułam i dla liczb grup różnych prętów łączących. Oznaczymy przez m(p) liczby grup 

różnych prętów  południkowych lub „zbliżonych” do południkowych. Wtedy:

► dla prętów łączących ze struktury wariantu A (rys.4a):
• k(p) = 7 p - \ ,  ( 12a)

• ™(p) = p, (12 b)

• s(P) = P, (12c)
► dla prętów łączących ze struktury wariantu B (rys.4b):

. . .  \ p l  2 -  dla p  parzystych,
• M P) = \ (13a)

\ ( p + 1 )/2  - d l a  p  nieparzystych;

• "!(p ) = p [ ( - l ) " + l ] /4 ,  (13ó)
\ {p + l ) / 2 , -  dla p  nieparzystych,

• s ( p ) = \  ,, . (13c)
( p , -  dla p  parzystych;

► dla prętów łączących ze struktury wariantu C  (rys.4b):

, ,  , f(P  — 1) / 2 , - d l a pnieparzystych,
• * ( P ) =  n  , u[p i  2 , -  dla p  parzystych,

m(p) =

s (P) =

p l 4, - d l a  p = 0 (m od4),

(p  — 1)/4, - d l a  p=  1 (m od4),

(p  + 2 )/4 , - d l a  p = 2 (m od4),

(p + l ) /4 ,  - d l a  p = 3 (m od4);

3p/ 4,  - d l a  p = 0 (m od4),

3(p — 1)/4, - d l a  p=  1 (m od4),

3(/? + 2 )/4 ,i - d l a  p = 2 (m od4),

(3p + l) /4 , - d l a  p  = 3 (m od4);

( 14b)

(14c)

W przedstaw ionych przykładach wariantów dwuwarstw owych struktur prętow ych sferycz­

nych -  łączną liczbę grup prętów  różnych zestawiono w tabeli 1. N a podstawie tego zestawienia 

widoczne jest, że dwuwarstw owa struktura budowana wg wariantu A będzie m iała najm niejszą 

liczbą prętów różnych, a wg wariantu B -  największą. N ie przesądza to o ostatecznym  wyborze 

przedstaw ionych topologii siatek.' W przykładzie struktury A (wg rys. 5a) jes t łącznie 1440 

prętów, w strukturze B (wg rys. 5b) -  1824 pręty, w strukturze C  (wg rys.5c) -  1716 prętów.
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Tabela 1
Zestaw ienie grup prętów  różnych dla struktur sferycznych dw uw arstw ow ych

Grupy prętów Struktura A Struktura B Struktura C
W arstwy górnej 33 56 56
Łączących 57 63 57
W arstwy dolnej 30 33 30
Z prętów  1/12 struktury 
sferycznej

120 152 143

w 1/12 struktury sferycznej liczba prętów jest równa liczbie grup prętów całej struktury

5. Z A K O Ń C Z E N IE

Przedstaw ione w  tej pracy w arianty topologii strukturalnych siatek sferycznych oraz formuły 

m atem atyczne dla zautom atyzow ania obliczania w spółrzędnych prostokątnych w ęzłów  m ogą 

posłużyć do projektow ania przekryć prętow ych, tarczow nicow o -  prętow ych i tarczownicowych. 

Przyjm ując m aksym alną długość prętów  3 m, w  przedstaw ionych przykładach strukturam i m oż­

na przekryć pow ierzchnie o rozpiętości 26 m -  licząc po przekątnej sześcioboku. W iększe rozpię­

tości uzyska się naw et przy m niejszych długościach prętów  -  zw iększając liczbę „pierścieni 

rów noleżnikow ych” . M ankam ent w  postaci dużej liczby grup prętów  różnych będzie zm niejszo­

ny przy produkcji m asowej, pow tarzalnej. Kratownice m ogą być produkow ane na warsztacie ja ­

ko prefabrykaty w  1/6 lub 1/12 całości konstrukcji przekrycia, albo m niejsze -  z uwagi na gaba­

ryty transportowe. Takie konstrukcje m ogą być stosowane jako  przekrycia paw ilonów  handlowo- 

usługow ych, hal sportow ych, w idow iskow ych oraz w ystaw ow ych [12]. O biekty realizow ane na 

bazie rzutu sześciobocznego stw arzają funkcjonalne rozw iązania użytkow e i atrakcyjne formy 

architektoniczne.
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A b stract

Com pact construction forms such as low cylinders or prism s w ith a regular hexagonal base 

and spherical roofs exhibit lower dem and for thermal energy [1,2]. Selected regular polygons 

(meshes) w ere used to fill in three regular hexagons, forming parquet floors (fig. 1) corresponding 

to projections o f  the building. Like in the topological forming o f  classic trusses w ith jo in ts lying 

on planes, the steregraphical method was applied to develop three alternative designs o f  spherical 

bar structures (fig .3). Equation (8) was form ulated to enable autom atic calculations o f  the 

rectangular co-ordinates o f  jo in ts o f  bar net structures. By appropriate com bination o f  two one- 

layer spherical structures, the formed nets o f  tw o-layer structures have topology sim ilar to that in 

fig.5. For alternative designs o f  nets o f  bar structures, formulas were provided to enable 

autom atic calculation o f  the num ber o f  groups o f  bars o f  various length:

-  for one-layer structures -  equations (9) to (11),

-  for tw o-layer structures -  equations (9) to (14).


