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TRZY WARIANTY STRUKTUR SFERYCZNYCH - OTRZYMANE
METODA STEREOGRAFICZNA

Streszczenie. Na wzo6r topologicznego ksztattowania klasycznych kratownic, ktérych wezty
lezg na ptaszczyznach, metoda rzutu stereograficznego utworzono w trzech alternatywach siatki
jedno- i dwuwarstwowe, sferycznych struktur pretowych. Dla automatycznego obliczania
wsp6trzednych prostokatnych weztéw podano wzoér ogélny. Dla poszczegblnych wariantéw
struktur pretowych sformutowano tez wzory dla automatycznego obliczania liczby grup pretéw
réznych pod wzgledem dtugosci.

THREE ALTERNATIVE DESIGNS OF SPHERICAL STRUCTURES
OBTAINED BY APPLYING THE STEREOGRAPHICAL METHOD

Summary. Like in the topological forming of classic trusses with joints lying on planes, the
stereographic projection method was used to prepare three alternative designs of one- and two-
layer spherical bar structures. Each of them was matched with a formula to enable automatic
calculations of spherical co-ordinates. The Trusses were characterised according to the number of
groups of various bars.

1 WSTEP

Uwzgledniajgc fakt, ze zapotrzebowanie na energie cieplng w budynku zalezy od jego
ksztattu, infiltracji i nastonecznienia, piSmiennictwo z dziedziny cieptownictwa i fizyki budowli
[np.1,2] wyr6znia tu bryty zwarte, zblizone do kuli i niskie walce. Forma budynku o rzucie
szesciokata foremnego, przypominajagca element geometryczny w budowie plastra pszczot,

réwniez zapewnia energooszczednos$¢, a takze materiatooszczedno$é. W pracy proponuje sie
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przekrycia takich budynkdéw sferycznymi strukturami pretowymi, montowanymi z sze$ciu
powtarzalnych prefabrykatéw. Pojecie struktury zdefiniowano w pracy [3].

Na podstawie analizy réznych wielokatow (oczek) przedstawionych w pracach [4,5,6],
nadajgcych sie do wypetnienia sze$ciokatéw foremnych tworzacych parkietaze foremne [7],
wybrano trzy (rys.l). Tylko o wybranych oczkach siatki tych parkietazy nadajg si¢ do
skonstruowania trzech wariantéw regularnych, pretowych struktur sferycznych (koput)
dwuwarstwowych.

I u. i

Rys. |. Przyjete trzy warianty siatek ptaskich a rozpietych na szesciokacie foremnym
Fig. 2. Three alternative designs of flat nets a spread over a regular hexagon

Projektowanie kazdego przekrycia strukturalnego na wstepie wigze sie z opracowaniem jego
topologii i geometrii. Przez topologie rozumie sie tu wzajemny, $cisle okreslony uktad wezidw
(siatki / kratownicy) i sposéb, w jaki sg miedzy sobg potaczone, tworzac konstrukcje stateczng.
Geometria sprowadza sie do jednoznacznego ustalenia wspotrzednych, okredlenia diugosci
pretdw w poszczeg6lnych grupach oraz wyznaczenia katéw nachylenia pretéw - dla produkcji

prefabrykowanych weztdw.
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Siatka sfei

Rys. 2. Zasada rzutu stereograficznego siatki ptaskiej na sfere
Fig. 2. Principle of the stereographical projection of a fiat net onto a sphere

2. STRUKTURY JEDNOWARSTWOWE

Stosujemy metode rzutowania stereograficznego [8,9]. Punkty kazdej siatki ii, (z rysunku 1),
lezagce na plaszczyznie rt (rys.2), rzutujemy na sfere <> w kierunku punktu incydencji N.
Odwzorowanie Ki —* K/ przeksztatca wiec zbiér punktéw fi na ptaszczyznie n w zbior
punktéw fi' na sferze <>(rys.3). £aczac punkty w ten sam sposéb jak na ptaszczyznie, otrzymano
siatki sferyczne wielo$cianéw otwartych (wpisanych w sfere), przedstawione w pracy [10]
(definiujgc tam wieloSciany otwarte).

Okreslona topologia struktur umozliwia zautomatyzowanie obliczen ich parametréw
geometrycznych. Na podstawie rysunkdéw 1 i 2 w przyjetym ukiadzie kartezjanskim [Xx, y, z]
wspotrzedne prostokatne punktéw  Kij (Ay , By , 2R) siatek ptaskich fi wyznaczymy ze
wzoréw:

» dla siatki | (rys.4a):

gdy (i +j) =0 (mod 2); ()]
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Rys. 3. Rzuty trzech wariantéw jednowarstwowych 1/3 peinych siatek sferycznych uzyskanych konstrukcja stereo-

graficzna z siatek ptaskich jak narys.1

Fig. 3. Projections of three alternative designs of one-layer 1/3 full spherical nets obtained from flat nets using the

stereographical construction method like in fig. 1

» dla siatki Il (rys.4b):

V3 . o
*</ = gdy i,jeZ
oraz i=0
i=1
i-2
i=3
» dla siatki Il (rys.4c):

M, a " om bR .

(Z - liczby catkowite)

(mod 4)i j =2 (mod 4) Ilub
(mod 4)i j = 1(mod 2) lub
(mod 4)i j =0 (mod 4) lub
(mod 4)ij = 1 (mod 2);

gdy j £0 (mod 3)

oraz i+ j =0 (mod 2);

2

©)
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we wzorach tych:
i - liczby catkowite 0, +1,+2,+ 3 , numerujgcewiersze,
j - liczby catkowite 0,+1,+2,+ 3 , numerujgcekolumny,
a - diugosci wedtug rysunku 1;
i'=y'(mod/M)- / i J przystaja do siebie wedtug modutu m (gdzie m jest liczba naturalna),
gdy §i J dajate samareszte przy dzieleniu przez m [11].

C)
Kolumny kolumny

X X

Rys. 4. Proponowany spos6b opisu wspétrzednych weztéw dla wariantéw jednowarstwowych siatek ptaskich oraz
przyjete kolejne numery pierécieni rownoleznikowych

Fig. 4. Proposed method for the description of the co-ordinates ofjoints in the alternative designs of one-layer flat
nets and the assumed subsequent numbers of parallel rings

Na podstawie rysunku 2 mozna zapisac:
e réwnanie prostej 1 przechodzacej przez poczatek uktadu wspétrzednych 0 = N ipunkt K o
wspoétrzednych (A, B, 2R):
I: X jA =y/B =12/(2R) 4)

e réwnania parametryczne prostej 1:

X = At
y =Bt pdla teR (R- liczhy rzeczywiste) (5)
z = 2Rt

e roéwnanie sfery:

X2 +y2+ (z- R)2 = R2. 6)
Réwnania (5) i (6) daja:

/= 4R2/ (A2+ B2+ 4R2. )
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W rezultacie prosta | przebija sfere O poza poczatkiem uktadu w punkcie K o
wspotrzednych :
Kv = [4AR2(A2+ B2+ 4R2 , 4BR2(A2+ B2+ 4R, 8RI(A2+ B2+ 4R2)] (8)

Punktom Kij(Alj, B,j, 2R) siatek ptaskich Q odpowiadajg punkty Ky siatki Q na sferze O.
Do obliczenia wspoétrzednych prostokatnych punktéw K jj na sferze, dla poszczeg6lnych siatek

nalezy poszczegélne formuty (1), (2) i (3) podstawi¢ do wzoru (8). Zauwazmy, ze réwnik
sfery O jest obrazem okregu x2+ y2 = 4R2,z = 2R lezgcego na ptaszczyZznie 7 . Istotnie,
punkt K lezacy na rdwniku ma wspétrzedng z = 8R3/ (A2+ B2 +4R) = R, stad A2+ B2=

4R2.

3. STRUKTURY DWUWARSTWOWE

Pomimo ze jednowarstwowe struktury pretowe dwukrzywiznowe charakteryzuje sztywnos$é
przestrzenna, to jednak znacznie sztywniejsze sg struktury dwuwarstwowe. Dlatego
jednowarstwowe siatki sferyczne z rysunku 3 sg odpowiednie do utworzenia topologii
wariantéw siatek struktur sferycznych dwuwarstwowych, w ktérych warstwy, gérna i dolna, beda
potaczone na wzér struktur ptaskich z rysunku 5.

A. B. cC.

Rys. 5. Trzy warianty dwuwarstwowych siatek ptaskich uzyskanych z siatek ptaskich jednowarstwowych jak na
rys.2, liniami przerywanymi zaznaczono prety taczace warstwe gorng i dolng

Fig. 5. Three alternative designs of two-layer flat meshes obtained from one-layer flat meshes, like in flg.2 broken
lines denote the barsjoining the top and bottom layers
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4. PRETY ROZNE

Jedng z istotnych charakterystyk geometrycznych kopui pretowych jest liczba grup pretéw
réznych pod wzgledem dtugosci. Wyznaczamy te liczbe w zalezno$ci od poziomu p ,pierscienia
réwnoleznikowego”. Przez ,pierécienie réwnoleznikowe” jednowarstwowych struktur sferycz-
nych (rys.4) rozumie sie tu cze$¢ powierzchni, w ktérej zawarte sg:

a) dla siatki I (rys.4a) isiatki Il (rys.4b) - prety krzyzulcowe (o kierunkach potudnikowych
lub zblizonych do potudnikowych) oraz réwnoleznikowe (o kierunkach réwnoleznikowych lub
zblizonych do réwnoleznikowych);

b) dla siatki 111 (rys.4c) - prety krzyzulcowe (o kierunkach réwnoleznikowych lub zblizo-

nych do réwnoleznikowych) oraz potudnikowe lub zblizone do kierunkéw potudniko-
wych. Dla tych zatozeA sformutowano wzory pozwalajace automatycznie wyznaczyé

liczby grup pretéw réznych:

(9b)
3ep!l - dla arzystych,
(3w +1)2 - dlap nieparzystych;
» dla siatki, wariant | (rys.4a):
* Kp) =vp (99)
» dla siatki, wariant Il (rys.4b):
12 - dlap parzystych,
[p P parzysty (104)
{(/»-1)/2 -dla p nieparzystych;
12 - dla p parzystych,
{p P parzysty (10b)
[(I>+1)/2 -dla p nieparzystych;
3/z/4, -dlap=0 (mod4),
3(/1—1)/4, ¢ -dla p=1 (mod4),
(10c)
317+ 2)/4, -dla p=2 (mod4),
(317 —1)/4, -dla p=3 (mod4);
» dla siatki, wariant 111 (rys.4c):
* Kk{p) =p (lin)
12 - dlap parzystych,
[p p parzysty (Hb)
(1?2 +1)/2 -dla /»nieparzystych;
J3/7/2 - dla p parzystych, .
(lic)

[(3/7 + )12

-dla p nieparzystych;
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40
we wzorach: Kk - liczba grup pretéw réznych krzyzulcowych,
r - liczba grup pretéw réznych réwnoleznikowych,
S - suma wszystkich grup pretow réznych w 1/6 czesci,
p - liczby naturalne 0, 1, 2, 3,..., numerujace ,pier$cienie réwnoleznikowe”.

Dla wariantéw struktur dwuwarstwowych (rys.5) powyzsze wzory (9) do (11) uzupetnimy

formutami dla liczb grup réznych pretéw taczacych. Oznaczymy przez

réznych pretéw potudnikowych lub ,,zblizonych” do potudnikowych. Wtedy:

» dla pretow tgczacych ze struktury wariantu A (rys.4a):

- k@=7p-),

= "M =p
* s(P)=P,
» dla pretéw tgczacych ze struktury wariantu B (rys.4b):
.. \pl2 - dla p parzystych,
¢« MP) :\\ .
(p +1)/2 -dla p nieparzystych;
- "Up) = pL(-N)"+11/4,
\{p+1)/2, - dla p nieparzystych,
: s(p)—\( P, - dlap parzystych;
» dla pretow tgczacych ze struktury wariantu C (rys.4b):
oo, f(P—=D/2, -d lapnieparzystych,
= *(P)= [ph2, - dlap parzystych
pl4, -dla p=0 (mod4),
_ (p—1)/4, -dla p=1(mod4),
m(p) =
(p +2)/4, -dla p=2 (mod4),
(p+1)/4, -dla p=3(mod4);
3p/4, -dla p=0 (mod4),
3(p —1)/4, -dla p=1 (mod4),
P) =
SP)= 3re2yai  -dlap=2 (moda),
(Bp +1)/4, -dla p=3 (mod4);

liczby grup

(12a)
(12)
(12c¢)

(13a)
(130)

(13c)

(14b)

(14c)

W przedstawionych przyktadach wariantow dwuwarstwowych struktur pretowych sferycz-

nych - tgczng liczbe grup pretéw réznych zestawiono w tabeli

1. Na podstawie tego zestawienia

widoczne jest, ze dwuwarstwowa struktura budowana wg wariantu A bedzie miata najmniejszg

liczbg pretéw réznych, a wg wariantu B - najwieksza. Nie przesgdza to o ostatecznym wyborze

przedstawionych topologii siatek." W przyktadzie struktury A (wg rys. 5a) jest tgcznie 1440

pretow, w strukturze B (wg rys. 5b) - 1824 prety, w strukturze C (wg rys.5c) - 1716 pretéw.
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Tabela 1

Zestawienie grup pretéw réznych dla struktur sferycznych dwuwarstwowych
Grupy pretéw Struktura A Struktura B  Struktura C

Warstwy gornej 33 56 56
kaczacych 57 63 57
Warstwy dolnej 30 33 30
z pretow_l/lz struktury 120 152 143
sferycznej

w 1/12 struktury sferycznej liczba pretéw jest rowna liczbie grup pretéw catej struktury

5. ZAKONCZENIE

Przedstawione w tej pracy warianty topologii strukturalnych siatek sferycznych oraz formuty
matematyczne dla zautomatyzowania obliczania wspo6trzednych prostokatnych weztéw moga
postuzy¢ do projektowania przekry¢ pretowych, tarczownicowo - pretowych i tarczownicowych.
Przyjmujac maksymalng dtugo$¢ pretow 3 m, w przedstawionych przyktadach strukturami moz-
na przekry¢ powierzchnie o rozpieto$ci 26 m - liczac po przekatnej szeScioboku. Wieksze rozpie-
toSci uzyska sie nawet przy mniejszych diugoSciach pretow - zwiekszajgc liczbe ,pierScieni
rownoleznikowych”. Mankament w postaci duzej liczby grup pretéw réznych bedzie zmniejszo-
ny przy produkcji masowej, powtarzalnej. Kratownice moga by¢ produkowane na warsztacie ja-
ko prefabrykaty w 1/6 lub 1/12 catosci konstrukcji przekrycia, albo mniejsze - z uwagi na gaba-
ryty transportowe. Takie konstrukcje moga by¢ stosowane jako przekrycia pawilonéw handlowo-
ustugowych, hal sportowych, widowiskowych oraz wystawowych [12]. Obiekty realizowane na
bazie rzutu sze$ciobocznego stwarzajg funkcjonalne rozwiazania uzytkowe i atrakcyjne formy

architektoniczne.
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Abstract

Compact construction forms such as low cylinders or prisms with a regular hexagonal base
and spherical roofs exhibit lower demand for thermal energy [1,2]. Selected regular polygons
(meshes) were used to fill in three regular hexagons, forming parquet floors (fig. 1) corresponding
to projections of the building. Like in the topological forming of classic trusses with joints lying
on planes, the steregraphical method was applied to develop three alternative designs of spherical
bar structures (fig.3). Equation (8) was formulated to enable automatic calculations of the
rectangular co-ordinates ofjoints of bar net structures. By appropriate combination of two one-
layer spherical structures, the formed nets of two-layer structures have topology similar to that in
fig.5. For alternative designs of nets of bar structures, formulas were provided to enable
automatic calculation of the number of groups of bars of various length:

- for one-layer structures - equations (9) to (11),

- for two-layer structures - equations (9) to (14).



