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UPROSZCZONA PROCEDURA PODZIALU TROJKATA SFERYCZNEGO
WIELOSCIANOW FOREMNYCH | ICH POCHODNYCH
ORAZ USTALENIE LICZBY ICH ELEMENTOW

Streszczenie. Znane trzy sposoby podziatu trdjkata sferycznego pozwolity
utworzy¢ z 20-$cianu foremnego wielo$ciany pochodne, ktoére ujeto w oryginalnej tablicy
systematyzujacej. Utworzone wielo$ciany o wiekszej liczbie $cian majg zastosowania w
konstrukcjach inzynierskich i woéwczas prety odpowiadajg krawedziom, a wezly -
wierzchotkom wielo$cianow. Autor zauwazyt brak w literaturze wzoréw na wyznaczenie
liczby krawedzi i wierzchotkbw wygenerowanych wieloScianow. W aspekcie potrzeb
inzynierskich ustalono formuly pozwalajgce na automatyczne wyliczanie liczby
wierzchotkdéw i krawedzi dla dowolnego wielo$Scianu utworzonego z 20-, 8- i 4-$cianu
foremnego.

SIMPLIFIED PROCEDURE OF A SPHERICAL TRIANGLE DIVISION
INREGULAR POLYHEDRONS AND THEIR DERIVATIVES AND
CALCULATION OF THE NUMBER OF THEIR ELEMENTS

Summary. The three known methods of a spherical triangle division allowed for
obtaining derivative polyhedrons from a regular icosahedron, presented here in an
original systematising table. The generated polyhedrons with a larger number of faces
are frequently used in engineering structures, where ribs are represented by polyhedron
edges and nodes by vertices. The author of this paper notices that the methods for
determining numbers of edges and vertices of newly generated polyhedrons are not
discussed in the literature. That is why and in order to meet engineering needs
automatic, calculation formulas were developed for any polyhedrons generated from a
regular 20-, 8- or 4-hedron.
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1. Przeksztatcania wieloscianow foremnych

Z pieciu wieloscianow foremnych (znanych od starozytnosci) wzieto pod uwage
20-, 8- i 4-scian foremny, ktérych Sciany sa trojkgtami foremnymi (rys.1). Zastosowano
trzy znane sposoby podziatu trojkata sferycznego (rys.2), ktére pozwolity utworzy¢ z
wybranych wieloscianéw - wielosciany pochodne o wiekszej liczbie Scian.

Wprowadzono uproszczenie polegajace na interpolacji trojkgta ptaskiego zamiast
sferycznego, odpowiadajacego krzywoliniowej siatce wieloScianu o wierzchotkach i
krawedziach lezacych na sferze z nim wspotsrodkowej. Z elementu tréjkata
réwnobocznego, bedacego oczkiem siatki wyjsciowej, zbudowano droga podziatow
kolejne tréjkaty mniejsze. Siatki trojkgtéw malych spetniajg przy tym warunki podane
przez J. Fulinskiego w pracy [1] oraz cytowane saw [2 i 3],

m Rys. 1.
Wielo$ciany
platonskie
Fig. 1. Plato’s
pollyhedrons

Rys. 2. Przyktady
podziatu trojkata
rownobocznego: »
a) wg | sposobu,
b) wg Il sposobu,
c) wg lll sposobu
Fig. 2. Examples of division
of equilateral trangle: a) acc.
to way 1, b) acc.to way 2, c) acc
.to way 3

® Rys.3. Rysunek do twierdzenia w tekscie
Fig. 3. Drawing referring to the theorem in the text

Prof. J. Fulinski podat i udowodnit w [1] nastepujace
twierdzenie: jezeli bok tréjkata réwnobocznego o
wielkosci n czesci (rys.3) podzielimy w stosunku Kk : (n -
k) i punkt A3 dzielacy bok potgczymy z przeciwlegtym
wierzchotkiem, otrzymamy odcinek d, ktérego kwadrat
rownyjest kwadratowi boku tréjkgta n2pomniejszonego
o iloczyn odcinkéw k ¢ (n- k) :

d2=n2- k(n- k) =n2+ k2- nek (1)

We wzorze: nik- oznaczajg kolejne liczby naturalne.
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Wzér (1) wyraza jednoczes$nie liczbe oczek w przeksztatconym trojkacie
sferycznym. Natomiast wzo6r na liczbe Scian w wieloscianie pochodnym z wybranego
wieloscianu foremnego ma postac (2 ):

Nnk = N, (n2+ k2- ne<K) )

w ktérym: Nf - liczba Scian przyjetego wieloscianu foremnego, jako wyjSciowego do
podziatu,
n, k - jak wyzej.

Dla przykfadu przyjeto do podziatu tréjkatne Sciany 20-Scianu foremnego.
Podstawiajgc we wzorze (2) za Nf =20 oraz za n i k - kolejne liczby naturalne,
otrzymano wielo$ciany o wiekszej liczbie $cian: 60-$cian poéHoremny wg drugiego
sposobu podzialu, 80-$cian poHoremny wg pierwszego sposobu podziatu, 140-Scian
potforemny wg trzeciego sposobu podzialu, 180-$cian poiforemny wg pierwszego
sposobu podziatu, 240-$cian po6tforemny wg drugiego sposobu podziatu itd.

Jednoczes$nie utworzono oryginalng trojkatng tablice 1 porzadkujaca
generowane wielosciany z 20-$cianu foremnego.

Z analizy liczb w tablicy 1 latwo zauwazy¢, ze istniejg dwa przeksztalcenia
wielo$ciandw prostych. Pierwsze przeksztalcenie tréjkatnych Scian wyraza wzor:

N = 20 mn2 (3

ktory przedstawia uklad wieloScianow jednokrotnych: 20-, 80-, 180-Scian, ... itd.., dzielgc
tabele na dwie tréjkatne symetryczne czesci. Generowanie tych wieloScianéw
odzwierciedla | rodzaj przeksztatcenia $cian wieloscianu (rysia).

Drugi sposob przeksztatcenia $scian 20-$cianu (rys.1 b) okresla formuta:

N =20 u(3 mn2) @)

ktéra pozwala na generowanie wieloscianow jednokrotnych (oznaczone kropkg w tablicy
1): 60-, 240-, 540-Scian, ... itd., lezacych na dwusiecznej tej trojkatnej tabeli, ktéra dzieli
takze symetrycznie. Powyzej i ponizej tej dwusiecznej sg dwie rodziny wieloScianéw
dwukrotnych (prawo- i lewoskretnych), majacych te sama siatke, lecz bedacych
wzajemnie lustrzanymi odbiciami.
Generowanie tych wieloscianéw odzwierciedla Il sposéb przeksztatcenia trojkatow,
pochodzacych z podwojenia liczb n i k we wzorze 5-1 na liczbe oczek w tréjkacie
przeksztatconym:

N =20 m(n2 + k2 - n «k) 5)

Przyktadem tych wieloscianéw sa:
140-8cian (n =2, k=3) i 560-Scian (n =4, k =6),
260-$cian (n =3, k=4) i 1040-Scian (n =6,k =8),
420-$cian (n =4, k=5) i 1068-scian (n =8, k = 10).
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Tablica 1
Fragment trojkatnej tabeli wieloSciandéw utworzonych z 20-Scianu foremnego
w wyniku trzech sposobéw przeksztatcen

n K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 itd.
1 20 60. 140 260 420 620 860 1140 1460 1820 2220 2660 3140
2 60. 80 140 240. 380 560 780 1040 1340 1680 2060 2480 2940
3 140 140 180 260 380 540. 740 980 1260 1580 1940 2340 2780
4 260 240. 260 320 420 560 740 960. 1220 1520 1860 2240 2660
5 420 380 380 420 500 620 780 980 1220 1500. 1820 2180 2580
6 620 560 540. 560 620 720 860 1040 1260 1520 1820 2160. 2540
7 860 780 740 740 780 860 980 1140 1340 1580 1860 2180 2540
8 1140 1040 980 960. 980 1040 1140 1280 1460 1680 1940 2240 2580
9 1460 1340 1260 1340 1460 1620 1820 2060 2340 2660
10 1820 1580 1680 1820 2000 2220 2480 2780
11 2060 2220 2420 2660 2940
12 2660 2880 3140
13 3380

;.
%

Podobne tablice utworzono dla wielo$cianéw pochodnych z 8-$cianu foremnego
w pracy [2] i 4-Scianu foremnego w pracy [3],

2. O liczbie krawedzi i wierzchotéw

4 StOSUjQC | sposO6b podziatu $cian wielos$cianéw foremnych (I’yS.4) dla wieloScia-
noéw otrzymanych z przeksztatcen 20-, 8- i 4-Scianu foremnego ustalano liczby ich
krawedzi i wierzchotkdw, zestawiajac wyniki w tablicy 2.

Rys. 4. Przyktady podziatu trojkgta
rébwnobocznego wg | sposobu
(rysunek autora)

Fig. 4. Examples of division

of equilateral triangle acc. to way 1
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Tablica 2
Fragment zestawienia liczby krawedzi i liczby wierzchotkéw wielo$cianéw
wygenerowanych w wyniku | sposobu podziatu réwnobocznego tréjkata
sferycznego

Dla wyjsciowego 20-$cianu f. Dla wyjsciowego 8-Scianu f. Dla wyjsciowego 4-scianu

Kolejne liczba Kolejne liczba Kolejne liczba
wielo- krawe-  wierz- wielo- krawe- wierz- wielo- krawe-  wierz-
Sciany dzi chotkéw  Sciany dzi chotkéw Sciany dzi chotkéw
20 30 12 8 12 6 4 6 4
80 120 42 32 48 20 16 24 10
180 270 92 72 108 38 36 54 20
320 480 162 128 192 68 64 96 34
500 750 252 200 300 102 100 150 52
720 1080 362 288 432 146 144 216 74
980 1470 492 392 588 198 196 294 100
itd. ... itd. ... itd. ...

Na podstawie zestawu liczb w tablicy 2 ustalono wzo6r na liczbe krawedzi w
wielo$cianach pf.
- pochodzacych od trzech wieloscianéw foremnych:

p=Pw- n2 (6)

oraz wzOr na liczbe wierzchotkow wielo$cianéw wygenerowanych z trzech
wielo$cianéw foremnych:

w = 0,5=N mn2+2 )

we wzorach: pw - liczba krawedzi wybranego wielo$cianu foremnego,
n - Kkolejne liczby naturalne,
N - liczba $cian wieloscianu foremnego.

Jednoczes$nie na podstawie analizy stwierdzono, ze liczba krawedzi r6znych
w siatkach wieloscianéw wygenerowanych wediug | sposobu podziatu - jest
rowna liczbie podziatlu boku trojkata rownobocznego wyjsciowych wieloscianéw
foremnych.
e Stosujac Il spos6b podziatu scian wieloScianéw foremnych (rys.5) dla wieloscia-
noéw otrzymanych z przeksztatcen 20-, 8-,i 4—sScianu foremnego ustalono liczby ich
krawedzi i wierzchotkéw, zestawiajac wyniki w tablicy 3.
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Rys. 5. Przyktady podziatu tréjkgta réwnobocznego wg Il sposobu (rysunek autora)
Fig. 5. Examples of division of equilateral triangle acc. to way 2

Na podstawie zestawu liczb w tablicy 3, ustalono wzér na liczbe krawedzi w

wieloscianach pf. - pochodzgcych od trzech wieloScianéw foremnych:

p=45 mN+(n- 1)2 (©))
oraz wzoér na liczbe wierzchotkow wieloScianéw wygenerowanych z wieloScianéw
foremnych:
w = | mN-(n-1)2 +2 9)
we wzorach: N - liczba Scian wieloScianu foremnego,

n - Kkolejne liczby naturalne.
Tablica 3

Fragment zestawienia liczby pretéw i liczby weziéw siatek, ktére odpowiadajg
krawedziom i wierzchotkom wielo$cianow - dla Il sposobu podziatu
rownobocznego trdjkata sferycznego

Dla wyj$ciowego 20- Dla wyjsciowego 8- Dla wyjsciowego 4-
Scianu f. Scianu f. $cianu f.

kolejne liczba kolejne liczba kolejne liczba

wielo- krawe-  wierz- wielo-  krawe-  wierz- wielo-  krawe-  wierz-

Sciany dzi chotkéw  Sciany dzi chotkow  Sciany dzi chotkow
20 30 12 8 12 6 4 6 4
60 90 32 24 36 14 12 18 8
240 360 122 96 144 50 48 72 26
540 810 272 216 324 110 108 162 56
960 1440 482 384 576 194 192 288 98
1500 2250 752 600 900 302 300 450 152
2160 3240 1082 864 1296 434 432 648 218

itd. ... itd. ... itd. ...

Na podstawie analizy stwierdzam, ze liczba krawedzi réznych w siatkach
wieloscianow wygenerowanych wedtug Il sposobu podziatu - jest réwna liczbie podziatu
boku tréjkata rownobocznego wyjsciowych wieloscianéw foremnych.
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Stosujac Il sposob podziatu scian wielo$cianow foremnych dla wieloécianéw otrzymanych z
przeksztatcen 20-, 8-, i 4-$cianu foremnego ustalono liczbg ich krawedzi i wierzchotkéw
zestawiajac wyniki w tablicy 4.

Rys. 6. Przyktady podziatu tréjkgta rownobocznego wg Ill Sposobu (rysunek autora)
Fig. 6. Examples of division of equilateral triangle acc. To way 3

Na podstawie zestawu liczb w tablicy 4, ustalono wzory na liczbe krawedzi w
wieloscianach pf. - pochodzacych od trzech wieloscianéw foremnych dla przypadku
taczenia wierzchotka tréjkata réwnobocznego z kohcem:

- pierwszego odcinka podzialu przeciwlegtego boku tréjkatnej Sciany wyjsciowego

wieloscianu foremnego
p=kmn2- n+1) (loa)

- drugiego odcinka podzialu przeciwlegtego boku trdjkatnej $ciany wyjsSciowego wielo-

Scianu foremnego
p =k m(n2- 2n + 4) (10b)

- trzeciego odcinka podziatu przeciwlegtego boku trojkatnej sciany wyjsciowego wielo-
Scianu foremnego

p =k m(n2- 3n +9) (10c)
- czwartego odcinka podziatu przeciwlegtego boku trojkatnej Sciany wyjsciowego wielo-

Scianu foremnego
p =k m(n2- 4n + 16) (@ 0od)
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Tablica 4
Fragment zestawienia liczby pretow i liczby weztow siatek, ktére odpowiadajg
krawedziom iwierzchotkom wieloscianéw - dla Il sposobu podziatu
réwnobocznego trojkata sferycznego
Liczba  Dlawyjsciow. 20-$cianu Dla wyj$ciowego 8- Dla wyjsciow. 4-Scianu f.
podziatu f. Scianu f.
boku kolejne liczba kolejne liczba kolejne liczba
tréjkata wielo- krawe- wierz- wielo- krawe- wierz- wielo- krawe- wierz-
Sciany dzi chotkéw $ciany dzi chotkow Sciany dzi chotkow
20 30 12 8 12 6 4 6 4
3 140i 210 72 56 84 30 28 42 16
4 260i 390 132 104 156 54 52 78 28
5 3802 570 192 152 228 78 76 114 40
5 420, 630 212 168, 252 86 84, 126 44
6 5602 840 282 2242 336 114 1122 168 58
6 620, 930 312 248-1 372 126 124, 186 64
7 7403 1110 372 2963 444 150 1483 222 76
7 7802 1170 392 3122 468 158 1562 234 80
7 860, 1290 432 3441 516 174 172, 258 88
8 9803 1470 492 3923 588 198 1963 294 100
8 10402 1560 522 4162 624 210 2082 312 106
8 1140i 1710 572 456-1 684 230 228, 342 116
9 12204 1830 612 4884 732 246 2444 366 124
9 12603 1890 632 5043 756 254 2523 378 128
9 itd. ... itd. ... itd. ...

* indeks cyfrowy przy liczbach - oznacza rozpoczecie taczenia wierzchotka trojkata
rbwnobocznego z koncem przeciwlegtego odcinka, np. 1-, 2-, 3- itd.

Powyzsze wzory pozwolity ustali¢ ogolny wzoér na liczbe krawedzi wielo$cianéw
pf. wygenerowanych wg Il sposobu podziatu tréjkgta rownobocznego:

p=k mn2- imn+i) (11 @)
lub p=km (11b)
n+i

W podobny sposéb ustalono ogdlny wzor na liczbe wierzchotkéw wieloscianéw
wygenerowanych z wielo$cianéw foremnych:

w=0,5uN mZLjtL +2 (12)
n+i
gdzie: k - liczba krawedzi wyj$ciowego wieloscianu foremnego,
n - liczba odcinkéw podziatu boku tréjkata,

i - liczba ustalajgca rozpoczecie tgczenie wierzchotka trojkata
réwnobocznego z koncem przeciwlegtego n-tego odcinka,
N - liczba $cian wyjéciowego wielo$cianu foremnego.
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Poprawnos$¢ wyznaczonych liczb w tablicach 2, 3 i4 sprawdzono wzorem Eulera.

W- K+ N=2

gdzie: W - liczba wierzchotkéw, K - liczba krawedzi, N - liczba $cian wielo$cianu.

3. Zakonczenie

Utworzone wielosciany o wiekszej liczbie $cian majag zastosowania w

inzynierskich konstrukcjach pretowych, tarczownicowych i tarczownicowo-pretowych.
Wowczas prety odpowiadajg krawedziom wieloscianow, a wezly - wierzchotkom
wieloScianéw. Z tej przyczyny na etapie projektowania istotna jest znajomos$¢ liczby
krawedzi i liczby wierzchotkbw wygenerowanych wieloscianoéw, ktére stuzg za model
rzeczywistych konstrukciji.

Ustalone formuly pozwalajg na automatyczne wyliczanie liczby wierzchotkow i

krawedzi dla dowolnego wieloScianu powstalego na drodze przeksztatcania wybranego
wieloscianu foremnego.
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Abstract

The interpolation of a regular tetrahedron, octahedron or icosahedron by the three
ways of a triangle division allowed for obtaining derivative polyhedrons with a larger
number of faces (examples in tables). The generated polyhedrons with a larger number
of faces are frequently used in engineering structures, where ribs are represented by
polyhedron edges and nodes by vertices. The three known methods of a spherical
triangle division allowed for obtaining derivative polyhedrons from a regular icosahedron,
presented here in an original systematising table. The author of this paper notices that
the methods for determining numbers of edges and vertices of newly generated
polyhedrons are not discussed in the literature. That is why and in order to meet
engineering needs automatic, calculation formulas were developed for any polyhedrons
generated from a regular 20-, 8- or 4-hedron.



