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TEORETYCZNY ROZKEAD NACIAGU W LINIE OPASUJACEJ TARCZE NAPEDOWA
Z REOLOGICZNA WYKEADZINA,

Streszczenie. Wartykule zanalizowano teoretyczny rozktad naciggu w
linie opasujacej tarcze Koepego z Teologiczng wyktadzing (guma, skoéra,
plastyki...), zastepujac ja modelami Voigta. Rozwigzano rézniczkowe
rownanie réwnowagi elementu liny na wyktadzinie w funkcji jej
parametréow Teologicznych i czasu. Stwierdzono matg zalezno$¢ miedzy
wykresami tego rozwigzania wyznaczonymi dla bardzo szerokiego zakresu
parametréw Teologicznych a krzywymi obrazujacymi klasyczng funkcje
Eulera-Eytelweyna. Na tej podstawie mozna wnosi¢, ze znaczenie, jakie
prébowano przypisa¢ reologii wykladziny na powstawanie anomalii,
stwierdzonych w czasie pomiardw napedéw cierno-linowych, jest nie-
wielkie.

THEORETICAL DISTRIBUTION OF THE TENSION IN THE ROPE ENCIRCLING
THE DRIVING DISC WITH THE ELASTIC LINING

Summary. In the paper was considered the theoretical distribution of
the tension in the rope encircling the driving disc with the Theolo-
gical lining (rubber, leather, plastics...), replaced by the Voigt’s
bodies. The differential equation of the equilibrium of an element of
the rope on the lining was solved as a function of the Theological
parameters and time. A very small divergence between the solution-cur-
ves drawn for a big range of Theological parameters and the
Euler-Eytelweyn’s curves was fouc. It leads to a conclusion that the
significance of the reology of the lining on the provoking of some ano-
malies observed during researches on the frictional rope-drives’s
small.

TEOPETMHECKOE PACTIPEHEJIEHME CMJ1 B KAHATE, OITOHCbIBAIOMEM ITPMBOfIHOM UKMB C
PEQJIOrHHECKOK 3>y TEPOBKOil

PegioMe. B CTaTe npoaHajiH30BaHo TeopeTHwecxoe pacnpenejreHne oceBbix chji

b KaHaTe, onoacbiBatomeM ripHBOHHofi iukhb ¢ peoJiorHuecKoii lyTepoBKofi (pe3HHa,
xoxa, njiacTMKH. .. ), KOTopas 6biJia 3aMemeHa MonejisMM sofirTa. PerneHo nn*sepe-

HuHalibHoe ypaBHeHHe paBHOBecns

3jrcMeHTa KaHaTa Ha syTepoBKe xax syHKUVH

ee peojiorHHecKHX napaMeTpoB u BpeMeHM. YcTaHOBJieHa Hesonbmas 3aBncnMocTh
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Mcxny KpVvBoiMM 3Toro peweHMH, onpenejieHHbiIMM nJis oneHb mnpoicoro nnana3nHa
peojiornnecKnx napaMeTpoB, u kphbhmh, npencTaBjisnomMMH KJiaccHHecKyio syHKumo
3Mjiepa-3PiTelJibBeMHa. Ha 3tom ocHOBaHMM mojkho yTBepraaTh, hto BJiHSHHe peojio-
ran syTepoBKM Ha nosB-neme aHOMeajiHfi b pacnpeneliennH HaTsaceHHS KaHaTa Bnolib
yrjia oexBaTa, 3aMeueHHbix bo BpeMsi HentrraHHM  ipnxunoHHO—KaHaTHt« npoBonoB,
HeBeJIHKM.

Napedy cierno-linowe z elastycznymi uykiadzinami nie zachowujg sie zgodnie
ze wzorem Eulera-Eytelweyna. Rozbieznosci te prébowano wyjasni¢ zmienng
funkcja wspotczynnika sprzezenia /x(p,v), lub Teologicznymi wtasnoéciami tych
wyktadzin  [1, 2, 3, 4], Nizej rozpatrujemy ten drugi aspekt i jego wplyw na
rozktad sit osiowych w linie wzdluz tuku opasania o kacie $rodkowym a.

Pomiary sit w linie stalowej opasujacej koto cierne z wyktadzing elastycz-
no-plastyczng (guma, Kautex, skéra itp.) wykazaty, ze na przyktad lina
przesuwa sie po nieruchomej tarczy nawet przy bardzo matej réznicy sit
s~ - S"), ze sprzezenie cierne liny z tarczg ros$nie z rosngca szybkoscig
liny i Zze moga wystepowal tzw. "przeprezenia", tzn. wzrost napiecia w linie
wiekszy niz sity w obu jej konAcach - nabiegajacych i zbiegajacych. Obserwacje
te sa dostatecznie intrygujace, aby stara¢ sie sprawdzi¢ przyczyny
wywotujgcych je zjawisk. W tym celu dobierzemy najpierw prawdopodobny model
fizykalny zjawisk, a nastepnie zbadamy model matematyczny, poréwnujac
przebiegi funkcji teoretycznej z wynikami pomiarowymi i z klasycznym wzorem
Eulera-Eytelweyna.

Do przedstawienia fizykalnego modelu tarczy napedowej z elastyczng
wyktadzing wykrozystano model Voigta ciata Teologicznego, najczesciej
zastepujacy w rozwazaniach teoretycznych gume. W przypadku tarczy ciernej
model ten przybiera posta¢ (jak na rysunku 1) tancucha pojedynczych ogniw

Voigta, utozonych stycznie i promieniowo do tuku opasania (rys. 2).

Rys. 1. Zastgpienie wykfadziny Teologicznej tancuchem ciat Voigta
Rys. 1. Rheological model of a viscoelastic lining as a chain of Voigt’s
bodies
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Odksztatcenie ciata Teologicznego Voigta wyrazajg wzory:

-t
e(t) = “ e _ dla t st
(1)
o — ot
e(T)-'ZggeAfI( o/A _ 1) i >t0

Jezeli lepko$¢ 7) (tarcie wewnetrzne
ciata lepko-sprezystego) jest mata w
porédwnaniu z jej modutem sprezysto$ci E,
wtedy czas opé6znienia (retardacji)
A = tj/E jest maly i odksztatcenie e(t)
zanika bardzo szybko po zdjeciu obcia-
zenia.

Ten przypadek nalezy przypisaé¢ twar-
dej gumie wyktadzinowej. Gdyby byto
inaczej, odksztatcenie wyktadziny kumu-
lowatoby sie po kazdym obrocie tarczy.

Rys. 2. Wykres odksztatcenia ciata Skomplikowatoby to i tak dostatecznie
Voigta w funkcji czasu t ztozone rozwazania matematyczne. Nalezy
Fig. 2. Diagram of deformation e(t)  zatem zalozyé, ze czas retardacji
of a Voigt’s body as the function jest krétszy niz czas obrotu tarczy
of time t a o kat wolny od opasania (271 - a),
’ b.

Rys. 3. a. Wykres sit dziatajacych na element liny dl w potozeniu réwnowagi
na tuku kota napedowego, b. wielobok sit jak ad a
Fig. 3. a. Forces acting on an element of rope over the driving disc,

b. polynom of forces
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Réwnowage elementu liny na elementarnym kacie opasania da rozwazymy na

podstawie rys. 3 a, b, gdzie S - nacigg liny, N - nacisk liny na wykitadzine,
a - kat opasania, p - wspoétczynnik sprzezenia (tarcia) miedzy ling i

wyktadzing, R - promien tarczy, o - predko$¢ katowa tarczy.

Rys. 4. Element wyktadziny Teologicznej (gumowej)

Fig. 4. Element of rheological lining (rubber)

Jezeli w przekroju | dziata w ciegnie sita rozciggajaca S, to w przekroju
Il odpowiadajaca jej sita S* bedzie od niej wieksza o tarcie dT i mniejsza
wskutek podatno$ci promieniowej CK i stycznej ey wyktadziny elastycznej:

S* =S(1 - g + deR)*(l - deT) +dT « S(1 - g » deR - dcT) + dT (2)

bo
deT g * deR ~ 0.
Odksztatcenie promieniowe i styczne wyktadziny pod naciskiem liny N i po
uptywie czasu t wyniesie, zgodnie z (1) i rys. 4

- promieniowe:
-t -t

ari s i\ ar'|

styczne:
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Po zrézniczkowaniu (3) wzgledem S it :

-t -t
3e de
AL - R ~ R __ds f & S *R
doyy = o dS + gp~ 8T = it - e J)+E*R*a*,&fe - dt
(4)
H
dcT =W -dS +ar dt=dkH 1-er)ds+! & =4t

Poniewaz S* =S + dS, przeto dS = S* - S, a po podstawieniu do wzoru (2)

otrzymamy:
dS = - S e e deR - S o deT + dT
gdzie:
deé,(ZN +dN):&(S+")dI, bo N=S"K
-t
ds = S 2 "Zi(\,ct_ - o8
E-R2*a ( - ) E-R™-a
"t
A
+ S 5r .«] *6(5 +7M)dl
Po przeniesieniu wszystkich sktadnikéw na lewa strone i uporzadkowaniu
napiszemy:
-t
-t -t
A,
A,
S-dS +
L.R2.a "R + G**a *T +[G"4t"61 +e.r2.a(l1°
(5)

+dS - prwS-dt - p*wdS*dt =0

Ostatni sktadnik lewej strony mozna poming¢ jako bardzo matg wielko$¢
drugiego rzedu.
Z analizy wymiarowej wynika, ze wszystkie sktadniki (5) majg wymiar [N].
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Jezeli przyjmiemy upraszczajgce zatozenie, ze AN - Aj - <, czyli ze

Teologiczne wtasnos$ci wyktadziny sa izotropowe, to:

, .u.S.dt =o
-§-fck *™ I d*s[("- N )] as *Fds ©
Po podstawieniu Q = — —

IER2.2a GRalJ Q
ds = A-eA - S _ Aspri>-et/X - QS @
[UX1 +<Fss- Ax [XQ+K} QA
Po wprowadzeniu zatozern Eulera-Eytelweyna, z2e E =G =1t i Q = o, okazuje
sie, ze:
t
ds ii‘oie® ds ,
dt = i-ta s 1 sr = =" da
e
a stad
In S p*a (8)

czyli otrzymaliSmy znany wzér Eulera-Eytelweyna, co potwierdza poprawnos$é
rozwazahn i obliczen.

Rézniczkowe réwnanie (7) rozwigzemy metodg podstawien:

i =x, t=A-x, SCt) = S(A*x) =y(") = y(x) 9)

dS _ dy ~dx _ dy 1
dt dx dt dx A

a wiec réwnanie (7) przyjmie postac:
X
X 2 Xy A-eX
dy _ Aee" -y -y oy _0(1 - eM) (10)

DKy vy 1 1-e Uyt -



Teoretyczny rozkdad naciggu. 57

Mnozac (10) stronami przez 178 - (e_X - 1) i przenoszac pierwszy czynnik
e
z prawej strony na lewga, otrzymamy:

(12)

= i— 1 al-Ti +—

a ]
H2Cl - ex) )y oy * \v/ A

Ponownie podstawiajgc do (11):

2(x) =y - 1) (12)
f- [ i ALl +-V ) =i Al- (13)
BQ( - ex) I*- z - i°J  Kj(1 - ex) 1
Po rozdzieleniu zmiennych z i x oraz obustronnym scatkowaniu napiszemy:
dz = — j Al dx (14)

ye(! - ex)

Zaktadajagc, ze t >0 i x >0, otrzymujemy po wykonaniu catkowania:
Lo X dx
z-blnlzl =-aex+d %, (15)
e” - (e7)
Po ponownym podstawieniu

t =eX i dr =eX *dx (16)
do (15) oraz scatkowaniu:

Z-injz] =-Asx+i T = A.x+*_1m(ex- i)+ (17)
Wracajac do podstawien (9) i (12), mozna réwnanie (17) przedstawi¢ w innej
postaci:

-t %

S @EA-Iij-1i m|s(t).(. L-10) --»¢" . i -1 ;- ,).C

lub

-t
VS(t)re A- Ij- i In|S(t)] =-a i +C



58 J. Hajduk

poniewaz

-t t
sCt)[e A - I]eA “x i t
Qin e ge- =-Jin|st) «e Al =- i In|S(t)| - x .

[eX - 1) . eX

0 ‘5 to T5JT

I*

Rys. 5. Wykres stosunku sprzezenia S/Sq w funkcji kata opasania a wg wzoru
E.-E. (krzywa ciggta) i wg (19), (krzywa przerywana) dla réznych wartosci
parametréow X U i Q
Fig. 5. Diagram iof the coupling ratio S/So in function of encircling angel
a according to Euler-Eytelweyn (solid line) and according to the equation

(19) (dashedline) for different values of parameters AU and Q

Jezeli w (18) przyjmiemy S(0) =Sq) to C=-1i In|sOl * wtedy:

-t
- S(t) ¢ fe A-lj +iQjrms(t) - In SOf = A x;
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piszmy dalej S(t) =S i

-t
In|_ =Q[A .t +s . (e A- 1j],
a wiec
-t
= expEp cewet - Qes|l - e Njj =
t <19)

= explp ¢ Q « SM - e_"jJ

Po zrézniczkowaniu (19) wzgledem t otrzymujemy wyjsciowe réwnanie réz-
niczkowe (7), co potwierdza prawidtowo$¢ rozwigzania (19).

Wykres funkcji S(a) wg (19) zostat przedstawiony na rys. 5 dla rdznych
warto$ci p =0,2 i 0,3, A u= (0,01-s2)jr, Q= 10"5 i 102 [N_1] (krzywa
kreskowana); celem poréwnania narysowano dwie krzywe ciagte wg wzoru E.-E.

dlap=0,2 i 0,3

WNIOSKI

2 wykresbw na rys. 5 wynika nikty wplyw Teologicznych wtasnosci
wyktadziny (w przyjetych granicach) na zmienno$¢ stosunku sprzezenia S/SO.
Rozwazanie wyktadziny elastycznej jako zespolonego modelu Voigta takze nie
ttumaczy wszystkich anomalii przebiegu funkcji S(a) (np. "przeprezenia").

Wyjatkiem moze by¢ jedynie predko$¢ katowa u w wyktadniku potegowym;
obecno$¢ jej moze wyjasni¢ fakt, ze przy unieruchomieniu tarczy napedowej
stosunek sprzezenia S/Sq spada tak znacznie, ze lina zaczyna sie poruszaé
wzdtuz tuku opasania w kierunku sity S > SA Powoduje to wzrost predkosci
katowej (u > o), a wiec i wyktadnika potegowego p, a - t az do samozahamo-
wania liny.

By¢ moze wprowadzone do rozwazah uproszczenie (AK = A1_ = A) takze przy-
czynito sie do <zatarcia wptywu reologii na sprzezenie. Rozstrzygnaé te
watpliwo$§¢ moglyby jedynie dalsze badania reologii wyktadzin, bardziej
szczeg6towe rozwazania matematyczne i zastosowanie techniki komputerowej,

zamiast klasycznego, analitycznego rozwigzywania problemu.
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X)Zalozenie statego wspoéiczynnika sprzezenia p = const nie sprawdza sie dla
wiekszosci wyktadzin elastycznych. Jedynie dla Kautexu mozna przyjac¢, ze p
jest prawie niezalezne od szybkosci poslizgu i bardzo mato zalezne od nacis-
ku liny na wyktadzine [3]. Przyjmujemy w rozwazaniach w pierwszym przybli-
zeniu p = const ze wzgledu na znaczne skomplikowanie tych rozwazan, gdy-
bySmy wprowadzili funkcje p(N,v), gdzie v - szybko$¢ liniowa liny wzgle-
dem wyktadziny, a N - nacisk tej liny na wyktadzine.

Recenzent: Prof, dr hab. inz. Jerzy ANTONIAK

Wptyneto do Redakcji w marcu 1992 r.

Abstract

The majority of the modern rope-friction drives have an elastic lining
(rubber, plastic, leather) whose adwantages in exploitation are well known.
Unknown is, however, the real distribution of tension in the rope along the
encircling arc a. The measurements have shown some anomalies in distrubution

of this tensions comparied with the Euler-Eytelweyn’s Formula. The conclu-
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sions from the measurements let ussuppose thatthe reason of these anomalies
may be the reological behaviour ofthe lining.

As a model of such behaviour can be taken the Voigt’s model of a
Theological body. In the differential equation was derived paper of the
equlibrium of the element of the rope loaded with the forces in the rope
itself S and the forces of thepressure andfriction betwen the rope and

the Theological lining

X N
dS _ N eh»e - A
dt t Ul

eA
QP - g S
The solution of this equation is
-t
Sexp [pea- Q- e* e (19

Both equations go over into the well known equation of E.-E. supposing
after E.-E. the perfect stiffness of the tie and the disc (E = G = m i.e.
Q = 0).

Analysing the last equation we can now conclude about the influence of the
physical quantities Q (E. G), p (friction coefficient), A (retardation time),

U (angular velocity) on the ratio of the axial forces S (Sq in the rope.



