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CZEStAW KLUCZMY
Katowice

O PEWNYCH RODZIKACH KRZYWYCH
W POWIAZANIU Z TEORIA ROWNAN ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH

1* W pracy [7] T.Wazewski podat metode badania wtasnos$ci
asymptotycznych i brzegowych catek uktadéw roéwnan rézniczkowych
zwyczajnych opartg na pojeciu retraktu, ktérej uzupetnieniom
i modyfikacjom poswiecony jest szereg dalszych prac réznych au-
torow? J[i], [6]1, [2], [3]1, [4]. W pracach tych pojecie retraktu,
lezgce u podstaw metody T.Wazewskiego zastepowano réznymi poje-
ciami topologicznymi, jak retrakt deformacyjny guasi-izotopowy
[6], homeomorfizm [3], homotopia [4]. Wszystkie te teorie be-
dziemy dla prostoty nazywali retraktowymi.

Podstawowe twierdzenia wystepujgce w réznych wariantach me-
tody retraktowej podpadajg pod pewien ogélny schemat, ktory
mozna pomijajac nieistotne szczego6ty sformutowania przedstawic
nastepujaco.

Napiszmy w postaci wektorowej

[A/ x' = f(t,x)

uktad rownan ro6zniczkowych zwyczajnych, gdzie prawa strona
f(t,x) jest funkcjg wektorowag okred$long i ciggta w pewnym
zbiorze W zawartym w przestrzeni (n + l)-wymiarowej. Wnetrze
zbioru W oznaczamy przez U i przyjmujemy, zZe R = W.Front W+
Zaktadamy, ze zbidr Front W- R jest domkniety. Ponadto za-
ktadamy, ze zbior V4 zawiera sie w zbiorze W, Otéz, przy
pewnych mniej lub wiecej krepujacych zatozeniach 0C o lokal-
nym zachowaniu sie catek w czedci brzegowej zbioru W i przy
pewnych zatozeniach fi charakteryzujgcych topologicznie przy
pomocy retraktu, homotopii itp. potozenie zbioru Z wzgledem
zbioréw Ui R, istnieje zawsze taki punkt zbioru Z, z kto-
rego wychodzi catka asymptotyczna w prawo, to jest wysycona na

prawo wzgledem zbioru W, lecz catkowicie zawarta w zbiorze u,



W licznych zastosowaniach metody retraktowej problem badania
witasnos$ci asymptotycznych catek uktadu réwnan rézniczkowych
lub tez problemy brzegowe dla takiego uktadu sprowadzajg sie

do dowodu istnienia catki asymptotycznej (w sensie wyzej okre-

S§lonym), wychodzacej ze zbioru Z, a cata trudnos$é polega na
stosownym okres$leniu zbiordéw Wi Z oraz na sprawdzeniu, czy
spetnione sg wymagane zatozenia ¢ 1 3 . Sprawdzanie zatozen.

cC ma charakter raczej rachunkowy, gdyz role decydujagca odgry-
wa tu ksztatt prawej strony rownania /1/. Sprawdzanie warun-
kow ,3 wymaga znajomos$ci odpowiednich twierdzen topologicznych,
co poza najprostszymi, trywialnymi przypadkami moze by¢ nader
ktopotliwe, dlatego, zZe idzie tu o twierdzenia topologiczne
bardzo specjalne, ktérych przygotowanie moze stanowi¢ samo

w sobie nie tatwy problem, Z drugiej strony okazuje sie, ze

w tych najprostszych typowych przypadkach mozna sie zwykle
obejs§¢é bez wiekszego aparatu topologicznego, gdyz wystarczaja
tak elementarne pojecia dotyczgce struktury zbioru, jak domknie-
tos¢, ograniczonos$é i spoéjnosé. Jednym z celéw niniejszej pra-
cy bedzie witasnie wykazanie uzytecznosé$ci tych najprostszych
Srodkéw w zagadnieniach, do ktérych zwykto sie stosowac¢ metody *
retraktowe.

Metoda retraktowa w pierwotnej swej postaci [7] stosowata
sie do réwnan spetniajacych warunek jednoznacznosé$ci, chociaz
twoérca jej T.Wazewski wskazat, jak rnozna przy jej pomocy ata-
kowaé¢ posSrednio rowniez réwnania nie spetniajgce tego warunku.
Prace A .Bieleckiego [2], [3] dotyczyty rownan niejednoznacz-
nych, a nawet ogélniejszych jeszcze réwnan paratyngensowych.
Wyniki swoje bedace uogolnieniem wynikéw zawartych w pracach
[7] i [6] uzyskat on stosujgc metode tzw, regularyzacji pole-
gajaca na zastgpieniu rozwazanego réwnania réwnaniem bardzo
regularnym w pewnym podzbiorze zbioru W i zachowujgcym
istotne wtasnos$ci danego réwnania w punktach zbioru brzegowego
R. W istocie wiec rzeczy i ten autor stosowat, metody topolo-
giczne do réwnan jednoznacznych, *

Innym celem niniejszej pracy jest zbudowanie takiego apara-
tu topologicznego, ktéry ty bezposrednio stosowat sie takze do

ré6wnan niejednoznacznych, W prostych przypadkach wystarczaja



juz elementarne $Srodki, o ktéorych wyzej wspomniatem«, Chodzito
mi jednak o zbudowanie formalizmu, ktéry by obejmowatl takze przy-
padki bardziej skomplikowane i takie, gdzie ze wzgledu na nie-
jednoznaczno$6 réwnania nie maja zastosowania pojecia retraktu,
homotopii itp© W tym celu definiuje pojecie tzw. wymiatania,
ktore w przypadku jednoznacznos$ci sprowadza sie do specjalnego
typu homotopii i na nim opieram nowy wariant "metody retrakto-
wej".

Dalszym celem niniejszej pracy jest ostabienie w stosunku
do prac cytowanych warunkéw <x. W szczego6lnos$ci warunek T.Wa-
zewskiego wykluczajgcy tzw, poslizgi wewnetrzne moze byé za-
stagpiony warunkami mniej krepujacymi® W zwigzku z tym okazato
sie celowe zmodyfikowanie pojecia catki asymptotycznej, a mia-
nowicie definiuje ja jako catke rdéwnania A/ wysycona na prawo
wzgledem zbioru W i okresSlona w przedziale z prawej strony
otwartym® Tak uogoélniona catka asymptotyczna nie musi lezed
catkowicie we wnetrzu zbioru We

Przy zatozeniach nieco silniejszych, w szczegdélnos$ci przy
tych, ktére przyjmowano w cytowanych pracach obie definicje
catki asymptotycznej wychodzg na to samox«

W badaniach bedgcych przedmiotem tej pracy nie jest istotne
to, ze rozwazane krzywe sg catkami jakiego$ uktadu roéownan réz-
niczkowych. Istotne sg tylko pewne wtasnos$ci topologiczne ro-
dziny tych catek, dlatego ujatem rzecz abstrakcyjnie, rozwaza-
jac rodziny Kkrzywych czynigce zado$é postulatom, odpowiadaja-
cym niektéorym witasnosciom rodzin catek réwnania /1/0 Dzieki
temu dowiedzione w tej pracy twierdzenia moga byd stosowane do
pewnych uogo6lnien réwnan rézniczkowych np® do réwnan paratyn-
gensowych.

Nieco inny charakter ma twierdzenie (11,2), odnoszagce sie
do przypadku, gdy rozwazana rodzina krzywych spetnia warunek
jednoznacznosé$ci odpowiednio sformutowany, dzieki czemu mogtem

tu zastosowac¢ klasyczne pojecie homotopii® Twierdzenie to w za-

stosowaniach moze zastgpi¢ twierdzenie "retraktowe™ z pracy [7]®
2* Niech D oznacza przestrzen metrycznag zupetng, w ktd-
rej kule domkniete sa zwarte, X punkt tej przestrzeni,

e(x”N, xN) odlegtosé¢ punktéw XN i x?® OkresSlamy D jako prze-



strzen punktéw y = (t,x) takich, ze x e DQ, -=°<t< +°°,
Przez odlegtosé¢ d(yls,y2) punktow yl = (tl1,xi), y2 = Ct2,x2)
przestrzeni D rozumiemy max jlt. - tJ ,o0(x.,x0.)} Wynika

Hi Yo - k-

stad, ze kula K(-yl,rijest Zbiorem punktéw (t,x) takioh,

ze |t - t.j|<r i ~(x,. x™)<r, Wprzestrzeni D, ktéora jest prze-
strzenig metryczng i zupetng, podobnie jak w przestrzeni DQ,
kazdy zbidér domkniety i ograniczony jest zwarty, / i na odwrot,
kazdy zbior zwarty jest domkniety i ograniczony/.

Dla wygody przyjmujemy nastepujgce oznaczenia. Jezeli z
jest dowolnym podzbiorem przestrzeni D, to przez zjt < ?} ro-

zumie¢ bedziemy zbiér wszystkich punktow (t,x) nalezgcych do

zbioru Z, dla ktérych jest t <r . Analogiczne znaczenia maja
symbole z{t*r) , Z{t" = t < t2}, Z(te~), gdzie A ozna-
cza pewien przedziat zmiennej t itp,

W pracy niniejszej pojecie krzywej jest rozumiane stale

w sensie nastepujacej definicji.

D e finicec j a (2,1). Jezeli rF(t) jest funkcja okre-
$long i ciggta w pewnym przedziale A zmiennej t domknigetym
lub otwartym, skonczonym Ilub nieskonczonym i o warto$ciach z
przestrzeni DQ, to zbidr punktéw (t, <iP(t)){t ea)/czytaj: 0ogbt
takich punktow (t, f(t)), ze teA |/ nazywam krzywa, a zespot
symboli X = ~N(t), t réwnaniem tej krzywej. Jezeli
to o krzywej (t, ?2(t)){t mowimy, ze jest czes$Sciag krzy-

wej (t,®(t)){t £Aj odpowiadajaca przedziatowi Ay Jezeli
A = <tlftp> tub A = <ti1ft2), /l-o0<t~A<t2<+°°/, to o krzywej
mowie, ze wychodzi z punktu (tA»~(t~)), ktéry nazywam poczat-

kiem krzywej. Analogicznie okres$lamy koniec krzywej.

D e finicec j a (2,2). Krzywg o réwnaniu x = ~(t), t eA
nazywamy krzywag typu L, jezeli A jest przedziatem skonAczo-
nym postaci <tl,t2>. Krzywe typu L oraz punkty obejmujemy

wspo6lna nazwag elementédw typu L. O elemencie typu L, ktory

jest punktem mowimy, ze ma poczagtek i koniec w tym punkcie.

D e finicj a (2,3). Moéwimy, ze zbidr F, ktérego
kazdy element jest bagdz krzywag zawartg w zbiorze W badz punk-
tem zbioru W, jest rodzing typu S okres$long w zbiorze W,
jezeli sg spetnione nastepujgce warunki (por»[9J):

1° Punkty zbioru W sg elementami zbioru F,
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2° Kazda krzywa, ktéra jest czesScig pewnej krzywej zbioru

F lub sumg dwoéch elementéw zbioru F, nalezy do zbioru F*'.
Ponadto, jezeli kazda cze$¢ krzywej | bedagca krzywg typu L
nalezy do zbioru F, to i krzywa | nalezy do zbioru F.

3C Jezeli W* jest podzbiorem zwartym zbioru W, a F*
oznacza podzbidér zbioru F, do ktérego nalezg wszystkie ele-
menty typu l, zawarte w zbiorze W* i tylko takie, to zbidr
F jest zwarty, inaczej moéwigc, z kazdego ciggu elementéw typu
L nalezgcych do zbioru F i zawartych w podzbiorze zwartym

zbioru W mozna wybrad podcigg zbiezny do pewnego elementu
zbioru F typu L, przy czym zbieznos$¢ ciggu zbioréw zwartych

rozumiemy tu wedtug nastepujgcej definicji.

D e finiocj a (2,4). Ciag zbiorow 11, 10 jest zbiez-
ny do zbioru 1, jezeli dla kazdego £ =» O istnieje liczba
N taka, ze dla n> N jest In <= K(I,6°% oraz I c¢c: K(In,£),

gdzie K(a, £.) oznacza otoczenie £ -owe zbioru A.
Symbolem ZNF bedziemy oznaczali zatozenie, ze zbidér F
jest rodzing, typu JI okreélong w zbiorze W. W dalszych roz-

wazaniach przyjmujemy to zatozenie.

T w i er dz enie (2,1). Jezeli zbidr WQ jest pod-
zbiorem zwartym zbioru W, a FQ oznacza zbior elementéw ro-
dziny F zawartych w zbiorze WO , to krzywe zbioru FQ sa

jednakowo ciggte.

Dow©o6d. Przypus$émy, ze krzywe zbioru FO nie sa jedna-
kowo ciggte. W takim razie istniejg: liczba dodatnia £ , o0igg
funkcji 4>m(t) i cigg przedziatow {tin, t!?)> takie, ze
0 < tg - a réwnanie X = t® =£t t|l jest rdéwna-
niem pewnej krzywej Im rodziny F, a ponadto

- ym(t*)|>£ /m = 1,2 ,....1.
Poniewaz krzywe Im sg zawarte w zbiorze W, ktory jest
zwarty i Y ¢ W, to z wtasnos$ci 3° rodziny F wynika, ze

W szczegdblnos$ci suma krzywej nalezacej do sbxoru F \ pumctu na-
cegc do zbioru W nalezy do zbioru F, o ile tylko ta suma jest

krzywa.



m . mk

z ciggu 1 mozna wybraé¢ podciag I zbiezny do pewnego ele-
mentu | typu L rodziny FQ. Potozmy:

r>ra(t®) = xm, A tp = Xxra, limjt~ = t1?

. rak . mk ) - mv

lim tP = tpf lim x = X, lim _x = X.

H{—=o co 00
Punkty (t.j, x), (t2, x) lezg naelemencie l. Z drugiejstro -

ny z nieréownosci:

k k 1 i-mk i
0 < tm\ - tl”ic< ~ , 5xm - xmlT('|->£
wynika, ze t2 = t»~ i [x - x|»£,wobec czego zbid6r zawierajacy
punkty (t1? x), (t2, x) nie moze by¢ elementem rodziny F

Otrzymana sprzecznos$¢ stanowi dowod twierdzenia (2,1).
3. Definiwcj a (3,1). Punkt zbioru W, ktéory nie

jest poczatkiem (kohncem) zadnej krzywej rodziny F nazywac¢ be-

dziemy punktem koncowym prawym (lewym), a zbidor wszystkich ta-

kich punktéw oznacza¢ symbolem S (symbolem S_ )«

D e f iniocj a (3,2). Moéwimy, ze element | rodziny
F daje sie przedtuzy¢ w prawo (w lewo), jezeli istnieje krzy-
wa 11 rodzinyF taka, ze I ¢ 1 i istnieje punkt nale-
zgcy do krzywej n 0 wspotrzednej czasowej t wiekszej

(mniejszej) od wspdirzednej czasowej dowolnego punktu elemen-

tu l.

D e f inicj a (3,3). Element | rodziny F nazywamy
wysyconym w prawo (w lewo), jezeli element | nie da sie

przedtuzy¢é¢ w prawo (w lewo).

T wierdzenie (3,1). Jezeli element I ma koniec
(poczatek) w punkcie, ktéry nie nalezy do zbioru S (do zbioru
S~), to element | daje sie przedtuzyé w prawo (w lewo).

Twierdzenie to wynika od razu z okres$lenia zbiordéw 8 i S~

i z wtltasnosci 2° rodziny F.



T w i erdzenie (3,2). Jezeli krzywa | nie jest

typu t, ale zawiera sie w podzbiorze zwartym W zbioru W,

to istnieje krzywa rodziny F typu L bedgca przediuzeniem

krzywej l.

Dow©od. Przypusémy, ze krzywa 1 ma rownanie X = 'p(t),
tl< t< t2 il c wO.lstnieje cigg liczb tq9  tj[9 ta-
ki, ze » TO <. .. i lirn» ?2n - t2. Niech In oznacza
cze$d krzywej | odpowiadajgcg przedziatowi <t,j, Tn>, n=1,2....
3 wtltasnosci 3° rodziny F wynika, ze cigg 11, jest
zbiezny do pewnej Kkrzywej |Q okreSlonej w przedziale <tn, t,,>
bedgcej krzywg rodziny F i zawierajgcej krzywg l. Stanow i
to dowéd twierdzenia dla przypadku, gdy funkcja P(t.) jest
okreslona w przedziale postaci <(t.j, t2). W pozostatych przy-
padkach dowdéd jest analogiczny.

Z twierdzen (3,1) i (3,2) wynika nastepujgce twierdze-
nie

T w i er dzenie (3,3). Element rodziny F 0 poczagt-

ku (koncu) w punkcie F jest wysycony w prawo (w lewo) wtedy

i tylko wtedy, gdy albo ma koniec w zbiorze S (poczatek w

zbiorze 3“), albo nie zawiera sie w zadnym podzbiorze zwartym

zbioru W. W tym drugim przypadku element wysycony
strony otwartym

jest krzy-

wg okresSlong w przedziale z prawej (z lewej)

lub w przedziale nieograniczonym w prawo (w lewo).

D e finiocja (3,4). Krzywa | rodziny F nazywamy
asymptotyczng w prawo (w lewo) ze wzgledu na zbiéor W*, jeze-
li jest krzywag wysyconag w prawo i nie ma konca (w lewoi nie
ma poczagtku),

2 twierdzenia (3,3) i definicji (3,4) wynika nastepujace
twierdzenie,

e T wierdzenie (3,4). Krzywa rodziny F opoczagt-

ku (koncu) w punkcie Pjest asymptotyczng w prawo (wlewo)

wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera sie w zadnym podzbiorze

zwartym zbioru W.

Zwrot 'r.e wzgledu na zbidér WM bedziemy w dalszym ciggu opuszczali«



4, D e finicj a (4,1). Strefa emisji prawej (lewej)
zbioru € zawartego w zbiorze W nazywamy zbidr wszystkich
punktéw potozonych na elementach rodziny F majgcych poczgtek
(koniec) w zbiorze ac . Strefe emisji prawej (lewej) zbioru CC
oznaczad bedziemy symbolem E(tr), /E™ (<e/)]. Sume S (cc) + E£"(<*)
nazywamy strefa emisji catkowitej zbioru CC « Analogicznie
okreSlamy strefe emisji punktu.

Ograniczymy sie do sformutowania niektérych wtasnos$ci strefy

emisji prawej. Przymiotnik "prawy” bedziemy opuszczali wszedzie
tam, gdzieto nie moze prowadzi¢ do nieporozumien.
(i.) E(fO = S E(t, x),
' (t,x) 6cc
(12) Cr,y) €E('f, ¢)j E(i?li) = (¢, i) tylko wtedy, gdy

punkt (i, £) e S,

(13) jezeli (rifjp g E(r,n), to E (~ N)yce(n, i),
(14) jezeli (itjy, ~)€E (i,J), a to istnie-
je takie, ze (r2,i2) cE (i,j) i (t,,~)€B(t",S2).
W tasnos$ci (in)i (in) wynikajg wprost z definiciji (4,1),
a pozostate z wtasnos$ci rodziny F i z uwagi na to, ze punkt
(t,x) eE(t,d) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element ro-
dziny F opoczagtku (?,1) i koncu (t,x).
z (i1l) - (i4) tatwo wynikajag nastepujgce dalsze wtasnos$ci

strefy emisji:
E(oc + p) - E(OC) +e(/?2)j jezeli cc czfi,

to E(c*) <= B(/0)i a: ¢ E (O,

(15) jezeli i3 ¢ E(cc), to E(yS) ¢ gWij B ("~))* E(«)-
Z at oz e nie Z1# Zbior W punktow (t,x) jest zawarty
W przestrzeni D. Oznaczamy U = Int W, R * W*Front W

i zaktadamy, ze zbiér Vi = Front W- R jest domkniety. Zbiér
V w szczegélnoséci moze byé pusty lub identyczny z brzegiem

zbioru W.
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Przy tym zatozeniu, ktére zresztg obowigzuje w dalszym cig-
gu, udowodnimy teraz twierdzenie, ktére okaze sie podstawowym

dla badania witasnos$ci asymptotycznych rodzin typu

T wierdzen.ie (4.1). Przyjmijmy zatozenie Z"0
Jezeli zbior CC jest zwarty i of ¢ w, a ze zbioru CC nie wy-
chodzag krzywe asymptotyczne rodziny F, to strefa emisji

zbioru < jest zbiorem zwartym=*

Dow¢oéd. Obierzmy dowolny punkt A i niech , r9 ...
bedzie ciggiem rosngcym do + 00 . Oznaczmy przez K,L.,n kule
domknietg o Srodku w punkcie A i o promieniu rn. Zaktadamy,
ze liczba jest tak duza, ze tc ¢ Z zatozenia wy-
nika, ze dO."..~) > 0. Niech 8M"° .09 bedzie ciggiem male-
jacym do zera, a < d(cc,v)<, Potézmy WQ - Kn - KO/7, £n),
gdzie K("™,E ) oznacza otoczenie otwarte zbioru ¥ o promie-
niu ent n = 1,2, ... Zbior cc jest zawarty w kazdym ze zbio-

row Wh, n=1,2,¢eee Twierdzimy, zZe istnieje takie m, ze

E(c<) C w - W przeciwnym razie istniatby oiagg

krzywych rodziny F, z ktérych kazda wychodzitaby ze zbioru uc,
a krzywa | miataby koniec na brzegu zbioru Wh, n=1,2,00®.
Niech punkt Pn bedzie poczagtkiem Kkrzywej I« Oznaczmy dla
n >k przez | CZQéC krzywej 1IQ zawartg w zbiorze WH, i be-
dgcg krzywag rodziny F 0 poczatku w punkcie Pn i koncu le-
zgcym na brzegu zbioru Na mocy witasnosci 3° rodziny F
i z uwagi na zwartos$¢ zbioru oC z cie}gu | mozna wybrac¢
codolagg I ' taki, ze cigg krzywych |I bedzie zbiezny do
pewnej krzyv%ej I rodziny F wychodzagcej z pewnego punktu

P nalezgagcego do zbioru of i majagcej koniec na brzegu zbioru
W ,. Z ciagu | mozna w podobny sposéb wybraé¢ podciag I
taki, ze cigg krzywych bedzie zbiezny do pewnej krzywej
[ rodziny F wychodza,cej2 z punktu P i majacej koniec na
brzegu zbioru Postepujac w podobny sposob otrzymamy

w konou ciagg 11,12,...« krzywych rodziny F wychodzgcych Z
punktu P, taki ze krzywa ITr dociera do brzegu zbioru

Wj. (k = 1,2,...), a ponadto l'c 12 ¢ ... Krzywa - 1 + i2+....

bytaby na mocy wiasnosci 2° rodziny F krzywg rodziny F,
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przy czym krzywa ta nie zawierataby sie w zadnym ze zbiorow
VK , k = 1,2,... 2 domknieto$ci zbioru 5r (por. zatozenie
2N) wynika, ze dowolny podzbiér zwarty zbioru tf zawiera sie
w ktdryms$ ze zbiordw wk, k = 1,2...... wobec tego Kkrzywa |
nie zawierataby sie w Zzadnym podzbiorze zwartym zbioru u

i na mocy twierdzenia (3,4) bytaby krzywag asymptotyczng. Otrzy-

mana sprzecznos$¢ z zatlozeniami twierdzenia («+,1) dowodzi, ze
istnieje liczba m taka, ze E(t<) ¢ . Znaczy to, ze
zbidbr e(<*0 jest ograniczony. Pozostaje wykaza¢ domknietos$¢
zbioru E(cO. Poniewaz E(cd) ¢ w, to E(c) c w Zbiér

W+ W jest podzbiorem zwartym zbioru W. Zatézmy, ze punkt

n ¢ e(<v), n = 1,2 ,..., i Inip?mQ” = Q. Wynika stgd, ze
istnieje <cigg P, 2, punktéwnalezgcych do zbioru cc

i cigg krzywych B rodziny F taki, ze krzywa Jn
ma poczagtek w punkcie Pn i koniec w punkcie Q . Poniewaz
Jn < ffWn, n = 1,2 ,...., to z wtasnosSci 3° rodziny F wy-

nika, ze istnieje takze krzywa rodziny F 0 poczatku w pewnym

punkcie P i koncu w punkcie Q. Punkt P jest przy tym
punktem skupienia ciggu PANP2,«..* i ze wzgledu na zwartos$¢
zbioru oc nalezy do cC - Znaczy to, ze ze zbioru i* wycho-

dzi krzywa rodziny F do punktu Q, a zatem punkt Qe E (<*),
czego nalezato dowies¢.

Z twierdzenia (4,1) wynika w szczego6lnos$ci, ze jezeli
Zz punktu P nalezgcego do zbioru W nie wychodzg krzywe
asymptotyczne rodziny F, to strefa emisji punktu P jest

zbiorem zwartym.
T wierdzenie (4,2). Z punktu nalezgcego do zbio-

ru W wychodzi krzywa asymptotyczna rodziny F wtedy i tylko

wtedy, gdy strefa emisji tego punktu nie jest zbiorem zwartym.

Dow 6 d. Jezeli punkt P nalezy do zbioru W i zbior
E(P) jest zwarty, a krzywa | rodziny F wychodzi Z punktu
P, to krzywa | jest zawarta w zbiorze E(P), ktory jest
podzbiorem zwartym zbioru W, i na mocy twierdzenia (3,4) nie

moze by¢ krzywag asymptotyczng. Ta uwaga tacznie z twierdzeniem

(4,1) stanowi dowo6d twierdzenia (4,2).



T wierdzenie (4,3). Kazdy p~unkt zbioru W jest
poczagtkiem (koncem) pewnego elementu rodziny F wysyconego

w prawo (w lewo).

Dowo6d. Jezeli punkt (r, S) ew i zbior £(r, 5) nie jest
zwarty, to na mocy twierdzenia (4,2) z punktu (f, 3) wychodzi
krzywa asymptotyczna i jako taka jest krzywg wysycong w prawo.
Jezeli natomiast zbiodr E(v, %) jest zwarty, to istnieje punkt
(r , ™) nalezgcy do E (i,.]), taki ze liczba n jest naj-

wiekszg sposréd wspotrzednych czasowych punktéw nalezacych do
E(r,j). Wobec tego punkt (~, ~) £8 i Istnieje element rodzi-
ny F 0 poczagtku w punkcie (*c,$) i koncu w punkcie (™, 1).
Element ten na mocy twierdzenia (3,3) jest elementem wysyconym

rodziny F. Dowo6d drugiej czes$ci twierdzenia jest analogiczny.

W nios ek (4,1). Kazdy element rodziny F majacy po-
czagtek (koniec) w punkcie P jest czes$cig pewnego elementu wy-

syconego rodziny F 0o poczgtku (koncu) w punkcie P,

W nios ek (4,2). Strefa emisji prawej (lewej) zbioru
C jest zbiorem punktédw potozonych na elementach rodziny F
majacych poczagtek (koniec) w zbiorze CC i wysyconych w prawo
(w lewo).

5. W dalszym <ciggu zajmiemy sie twierdzeniami dotyczacymi
istnienia krzywej asymptotycznej rodziny F. Przypominamy, ze
obowigzujg zatozenia i Z"F.

T w i er dz enie (5,1). Jezeli zbior S ¢ S—, to
z kazdego punktu zbioru W-S wychodzi krzywa asymptotyczna

rodziny F, a w szczegoé6lnos$ci, jezeli zbior S jest pusty, to

z kazdego punktu zdioru W wychodzi krzywa asymptotyczna.

D ow 6 d. Na mocy twierdzenia (4,3) z kazdego punktu zbioru
W - S wychodzi element wysycony rodziny F, a poniewaz 3 ¢ S~,

to element ten nie ma konca, a zatem jest krzywa asymptotycz-
na (w prawo).

Prostym wnioskiem 2z twierdzenia (4,1) jest twierdzenie na-
stepujace

T w ier dzenie (5,2). Jezeli zbior a zawarty w

zbiorze W jest zwarty, lecz strefa emisji zbioru a nie



jest zbiorem zwartym, to ze zbioru a wychodzi krzywa asympto-
tyczna rodziny F.

Wobec tego, dla dowodu, ze ze zbioru zwartego a ¢ W wycho-
dzi krzywa asymptotyczna rodziny F, wystarczy okazac¢, ze
E (a) nie moze by¢ zbiorem zwartym. Uwaga ta prowadzi do naste-

pujgcego twierdzenia.

T w i er dzenie (5,3). Zatdéimy, ze rodzina F nie
posiada krzywych asymptotycznych w lewo. Jezeli zbiédr W- S.S~
jest nieograniczony, a zbiédr a = S_- S.8S" zawiera sie w pod-
zbiorze zwartym W* zbioru W, to ze zbioru a wychodzi

krzywa asymptotyczna rodziny F.

Dow6od. Wykazemy najpierw, zZe W- S.S~cE(a). Jezeli
punkt Pe W, to punkt P jest koncem pewnego elementu | ro-
dziny F wysyconego w lewo w zbiorze W, a poniewaz nie ma
krzywych asymptotycznych w lewo, to element | ma poczagtek
w zbiorze S'. Wynika stgd, ze W c E(s-), a poniewaz
S.s"= E(S.S"), to W- S.S'cE(S'-S,S"). Lecz S"-S.S"= a,
zatem W - S.S-cE(a) i tym bardziej W- S.S~cE(w?*), a po-
niewaz z zatozenia zbior W jest zwarty, to na mocytwierdze-
nia (5,2) z pewnego punktu Q nalezgcego do zbioruw* wy-
chodzi pewna krzywa asymptotyczna rodziny F. Poniewaz

wykazalismy, ze z punktu Q wychodzi krzywa (asymptotyczna),

to Qi S. Wobec tego, jezeli Q Na, /la = S~- S.S/, to Qi S~,
a zatem punkt Q jest koncem pewnej krzywej rodziny F.,
wysyconej w lewo i majgcej poczagtek w pewnym punkcie na-
lezgcym do zbioru S™. Ponadto punkt S, a wiec ea.
Suma o+ jest krzywag asymptotyczng rodziny F wychodza-
cg ze zbioru a. W ten sposob twierdzenie (5,3) zostato udo-

wodnione.

Krzywych asymptotycznych w lewo nie bedzie na pewno w tym

przypadku, gdy dla kazdego t zbioér W {t jest zwarty (lub
pusty). Istotnie, jezeli punkt (t1,xN)EVT, to kazda krzywa
rodziny F, ktoéra ma koniec w tym punkcie, zawiera sie w zbio-
rze zwartym w{t~rt~} zatem krzywa taka nie moze byé asympto-

tyczng.



& 15 "=

Z uwagi tej i z twierdzenia (5,3) wynika nastepujgce twier-
dzenie |
T w i er dzenie (594)« Jezeli zbidr W- S*S* jest

nieograniczony, ale dla kazdego z zbidbr W{t < Z} jest zwarty,
/w szczegdb6lnos$ci moze byé pusty/, a ponadto zbiodr a - S~- S§,S~
jest ograniczony, to ze zbioru a wychodzi krzywa asymptotycz-
na rodziny F,,

Ze wzgledu na zastosowania formutujemy prosty przypadek

szczeg6lny ostatniego twierdzenia™*

T w i erdzenie (5,5)« Jezeli zbiédr W jest nie-
ograniczony, ale dla kazdego z zbiébr W {t~""j jest zwarty,
a ponadto zbior S~ jest ograniczony, to ze zbioru s~ wy-

chodzi krzywa asymptotyczna rodziny F*

Uwaga (5,1)* Jezeli zmienimy Kkierunek osi t, to
krzywe asymptotyczne w prawo stang sie asymptotycznymi w lewo,
punkty koncowe prawe punktami koncowymi lewymi, a strefa emisji
prawej strefa emisji lewej« Korzystajgc z tej wuwagi mozna tatwo
sformutowaé¢ twierdzenia dotyczgce istnienia krzywych asympto-
tycznych w lewo rodziny F, Tak np« w twierdzeniach (5,1)

i (5,4) wystarczy zastapi¢ S przez S i na odwrot S~

przez S a zwrot ze zbioru a wychodzi krzywa asymptotycz-

na'l przez "istnieje krzywa asymptotyczna w lewo majagca koniec
w zbiorze a'", aby twierdzenia te staty sie twierdzeniami do-
tyczgcymi istnienia Kkrzywej asymptotycznej w lewo*

Uwaga (5,2)0 Oznaczmy przez F('0 zbior elementdéw
rodziny F zawartych w zbiorze W {t<T} i podobnie, jak w za-
tozeniu potéozmy:

(5,1) r(t) s w{t wt}«Front
(5.,2)
oraz

(5,3) S(t) a W(t * Z)+ s{t <i)-



- 16 -

Jest R (0 = W{t = t) + R{t<r} i ¥(z) « z ostatniej
rownoséci wynika, ze zbior 51(t) jest domkniety. Znaczy to, ze
zbior VI/{t*sr}, /o jJe nie jest pusty/, spetnia zatozenie znN,
a zbidr F (O jest rodzing krzywych typu /Z okres$long w zbio-
rze W{t ~ t}. Bedziemy takze moéwili, ze zbidr F(r) jest ro-
dzinag F zredukowang do zbioru W {t r} . Zbior S (f) jest
zbiorem punktéw koncowych rodziny F(t).

OczywisScie, ze wszystkie twierdzenia udowodnione dla rodzi-
ny F okred$lonej w zbiorze W sa stuszne i dla rodziny. F(r)
i zbioru V/{t ?), oile tylko zbi6r ten nie jest pusty. Ana-
logiczna wuwaga dotyczy rodziny F zredukowanej do zbioru
WA{t s*r)

Dla rodzin typu & nie podalismy jeszcze twierdzen dotycza-
cych zagadnien brzegowych. Twierdzenia takie, chociaz trywial-
ne. mozna jednak formutowaé¢. Jezeli np. zbior W ma te wtasnos¢,
ze dla kazdego t zbidr W {t«T} jest zwarty, a zbidr S
jest pusty, to z twierdzenia (5,1) wynika, Zze z dowolnego punk-

tu P nalezgcego do zbioru W wychodzi element rodziny F

do zbioru W{t » X), o ile r > tpt gdzie tp oznacza odcie-
tag punktu P. Jest takze oczywiste, zZe ze zbioru S~ wycho-
dzi element rodziny F do dowolnego punktu zbioru W.

Dla ilustracji teorii podajemy nastepujgcy przyktad:

P r zy k t ad (5,1). Niech DQ bedzie przestrzenia
euklidesow g n-wymiarowg, afunkcjg /skalarng/ okreslo-
nag i ciagta dla dowolnych warto$ci zmiennej t, przy czym
9*(t) > 0. Potézmy W = (t,x) {|IxlI < y7(t), —00< t <+ 00}

Zbiér W spetnia zatozenie Z1l. Przyjmijmy zatozenie ZNF.
Twierdzimy, ze jezeli jeden ze zbioréw S” lub S jest
pusty, to istnieje krzywa rodziny F okreslona w przedziale

('00| +0°)v

Dow¢od. Zatézmy, ze zbidr S” jest pusty i oznaczmy
przez F rodzine F zredukowang, do zbioru i{t ~ 0}, a przez
S zbidr punktéw koncowych lewych rodziny F. Poniewaz zato-
zylismy, ze s*“ * 0, to tatwo zauwazyé, ze Aé: = W{t = 0}.
Zbior wi{t > 0} i rodzina F spetniajg zatozenia twierdze-

nia (5,4), a zatem istnieje punkt P nalezgcy do zbioru



W(t sb Oj, z ktéorego wychodzi pewna krzywa asymptotyczna I+

rodziny F. Krzywa ta niezawiera sie w zadnym ze zbiorow

W {O0«t«r}, poniewaz zbioryte sa zwarte, a zatem krzywa I+

jest okres$lona w przedziale <0, +<*0. Ze wzgledu na uwage

(5,1) i twierdzenie (5,1) kazdy punkt zbioru W{t = 0} jest
koncem pewnej krzywej rodziny F, asymptotycznej w lewo*
Oznaczmy przez 1« krzywa asymptotyczng w leworodziny F,
ktéra ma konioc w punkcie P. Krzywa 1> jest okreslona w
przedziale (-°°, 0>, a suma I~ + I+jestkrzywa rodziny F
okreSlong w przedziale (-°°, +°°).

W przypadku, gdy zbior S jest pusty dowdd przebiega zu-
petnie analogicznie. Prawdziwos$¢ twierdzenia w tym drugim przy-
padku wynika takze z uwagi (5,1).

17 rozwazonym przyktadzie zamiast zatozenia, ze jeden ze

zbiorow Ss“" lub S jest pusty wystarczy przyjagcé, ze S- ¢ s
lub S C. s“, o ile dla kazdego r zbior W{t ~t}nie zawiera
sie ani w zbiorze S ani w zbiorze S”.

6. W dalszym ciggu niniejszej pracyzajmiemy sie rodzinami

bardziej zblizonymi do rodzin catek uktadu roéwnan rézniczko-

wych.
D e finiwcija (6,1). Moébwimy, ze rodzina F jest ro-
r
dzing typu @ okreélong w zbiorze W, jezeli F jest rodzing
typu okreslong w zbiorze 71, a ponadto jest spetniony na-

stepujacy warunek:
4+ Jezeli punkt P euU / U= Int W/, to istnieje t > 0o
takie, Ze przeciecie sie strefy emisji punktu P z hiperpta-
szczyzna t - jest dla tf t § tp + S continuum, to zna-
czy zbiorem domknietym, ograniczonym, spoéjnym i niepustym.
Zgodnie z okreSleniem rodzina typu @ posiada takze wtas-
nosci 1°, 2° i 3° rodziny typu «T . Warunek 4+ oznacza,

ze w zbiorze U jest spetniony lokalnie w prawo warunek Kne-

zera. Z 4+ wynika - inaczej niz w przypadku dowolnej rodziny
typu J- e zbiér punktéw koAcowych prawych jest zawarty w
zbiorze R, chociaz punkty koncowe lewe mogag sie znajdowa¢

w zbiorze uU.
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D e f iniwcija (6,2). Punkty zbioru W, ktére nie sg
poczagtkami (koncami) takich krzywych rodziny F, ktére chooby

Z at oz e n i e Z2. Jezeli krzywa rodziny F ma pocza-
tek w zbiorze U, a koniec w zbiorze R, to koniec ten nalezy

do zbioru T.

Z at oz e nie Zy Jezeli krzywa rodziny F ma po-
czagtek w zbiorze U, a koniec w zbiorze R, to koniec ten na-
lezy do zbioru S.

Zatozenia Z2 i zZ~ wykluczajag pewne typy tak zwanych po-
§lizgdbw wewnetrznych*".

Poniewaz w pracy niniejszej rodzina typu @ jest rozwaza-
na wytacznie przy jednym z powyzszych zatozen, to dla wygody
rodzine typu @ spetniajgcg zatozenie Z2 |/ Zzaliczam do
typu G /#*/, a zatozenie, e rodzina F jest typu G 1GY
oznaczam symbolem Z2F /Z~F/.

D e finic j a (6,3). Punkt P nazywamy punktem mocne-
go wyjscia (mocnego wejsScia), jezeli PesS (P~S ™) i jezeli
istnieje krzywa rodziny F majgca koniec (poczatek) w punkcie
P zawarta poza punktem P w zbiorze u. Zbior punktow
mocnego wyjscia (mocnego wejScia) oznacza¢ bedziemy symbolem
3* (symbolem s7 ) ~

Z definicji (6,3) wynika, ze w zatozeniu N mozna na

miejsce 3 potozy¢ S*.
Z definicji (6,1) i (6,J/) wynika, Ze jezeli jest spetnione
zatozenie ZpF, to
(6,1) SrTcR, T cR,
(6,2) jezeli a ¢ T, to E(a)c T,
(6.3) E(U + T) * U+ T.

dang przez ¢ .Bieleckiego [2] 0 Pojecie to jest ogoOlniejsze od pojecia
punktu sScistego wyjscia (por. [7T]D«



Ponadto <

(6.4) T + T~ =R.

Udowodnimy nieco mniej oczywisty wzér (6,4)» Z (6,1) wynika,

ze T+ T'cRO Pozostaje wykazaé¢, ze E <t + T". Przypusémy,
ze istnieje punkt P taki, ze PeR leoz PAT i P$T-~0
Poniewaz PAT ™, wiec na mocy definicji (6,1) istnieje Kkrzywa
rodziny F 0 poczagtku w zbiorze U i koncu w punkcie P,
Lecz PeR., wobec tego z zatozenia Z2 wynika, ze PeT,
Otrzymana sprzeczno$é dowodzi, ze R ¢ T + T q,eedo

Przy zatozeniu Z"NF mamy ponadto zwigzki nastepujagce:
(6.5) S + f =R
(6.6) E(U + S) = U +8§, E (U + S*¥) » U + S*«

Wzér (6,5) mozna udowodni¢ rozumujac podobnie, Jak przy do-
wodzie wzoru (6,4); wzory (6,6) wynikajg z definicji (6,3)
i (fjtrjr- pngpteffd ¢Lcaoltsyno,

W uzupetnieniu wzoréw (5,1) - (5,3) potdzmy

(6.7) T(t) aw{t * t}+ T {t< t}.

70 W dalszym ciggu pracy przyjmujemy zatozenie Z2F*

D e finiocj a (7,1)« Zbiédr e(a) = E(a).T nazywamy
$ladem emisji zbioru a, a zbior e(a,r) = E(a).S(t) $ladem

emisji zbioru a w zbiorze Tir),,

Zbior e(a,r) nie Jest pusty, Jezeli zbior a zawiera
punkt o wspotrzednej czasowej nie wiekszej od liczby N« Zbio-
ry e(a) i e(a,t) maja wtasnosci nastepujgce:

(v1l) e(a) c E(a); e(a + b) = e(a) + e(b),
Jezeli a ¢ b, to e(a) c e(b); Jezeli a ¢ S,
to e(a) = a; Jezeli a c T, to e(a) =

* E(a) ¢ T,
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(v2) jezeli E(a) cW {t«t}, to e(a) = e(a,t),

(v?™) e(e(a)) = e(a),

(v™) jezeli a <W(t-srj 1 T=st=st, to e(a,t) =
= e(e(a,t),t).

Witasnosci  (v™) wynikaja z definicji (7,0, odpowiednich
witasnosci strefy emisji oraz z (6,0 i (6,2). Wtasnosci
(v9) - (v#) udowodnimy szczegdtowo. Je$li E(a) ¢ Wt « t}.
to zbidr E(a).W{t ~ t) <zawiera sie w zbiorze S{t = t] lub
jest pusty, azatem E(a).W{t =1t} = E(a).S{t * t} =
~ E(a). T{t st}. Wobec tego z definicji (7,0 i ze wzoru
(6,7) otrzymujemy e(a,t) = E(a).T(t) = E(a)-(V7{t = t} + Tjt~t}) *
= E(a). T = e(a). UdowodniliSmy (v2). Na mocy definicji (7,0
i z uwagi na wtasnosci strefy emisji otrzymujemy:

e(e(a)) = E(e(a)). T c E(E(a)). T = E(a). T = e(a),
oraz
e(a) = e(a). T ¢ E(e(a)). T = e(e(a)).

W ten spos6b udowodniliSmy (v”). Przechodzimy do dowodu (v/)«
z uwagi na wtasnos$ci strefy emisji otrzymujemy z definicji
(7,0:

(7.1) e(e(a,t),t) = E(e(a,t)).T(t) ¢
c E(E(a)).T(t) = E(a).T(t) = e(a,t).

Z drugiej strony, jezeli punkt Qe e(a,t), to istnieje punkt

P taki, Z2Ze P eac Wt «t}i element | rodziny F o0 po-
czatku w punkcie P i koncu w punkcie Q. Lecz e(a<,t)c
T(t) ¢ R(t) ¢ Front.W{t ~t). Poniewaz Wt « t) c'vW{t « t},
a element | wychodzi ze zbioru W{t < t} i dociera do brze-
gu zbioru Wt ™~ t}, to element | spotyka brzeg zbioru

W{t ~t). Niechaj bedzie punktem o najwiekszej wspoltrze-

dnej czasowej sposrod wspoOtrzednych czasowych punktéw nalezg-



cych do zbioru l.Front W(t -i. t] « Punkt e T.(t), a po-
niewaz Qj £ E (a), to punkt _ e e(a,t). Znaczy to, ze

Q e E(e(a,t)), a ze Q € T (t), to Q e E(e(a,t)), T (t) «

* e(e(a,t),t). Ten wynik tgcznie z (7,1) stanowi dowdd wtas-
nosci  (v™)0

de W tym punkcie udowodnimy podstawowe dla dalszych rozwa-

zan twierdzenia«, /Obowigzujag zatozenia Z* i Z"Flo

T wierdzen.ie (8,1)« Jezeli zbidor zwarty a jest
zawarty w zbiorze u + T i ze zbioru a nie wychodzg krzywe
asymptotyczne rodziny F, to $lad emisji zbioru a jest zbio-

rem zwartym.

Dowod. Poniewaz T <Front W, to e(a) « E(a).T -
E(a).Front V/. Z drugiej strony, poniewaz a ~ U+ T, to
z zatozenia Z"F i z definicji (6,2) zbioru T wynika, ze
E(a)oFront W «E(a).T. Wobec tego e(a) « E(a)®Front W i na

mocy twierdzenia (4,1) zbidr e(a) jest zwartyo

T w i er dz enie (8,2). Jezeli punkt P nalezy do

zbioru u+ T i z punktu P nie wychodzg krzywe asymptotycz-

ne rodziny F, to $lad emisji punktu P jest continuum vy

D ow 6 d. Na mocy twierdzenia (8,1) zbior e(p) jest zwar-

ty. Pozostaje udowodni¢, ze zbior e(p) jest spoéjny. Jezeli

P e t, to na mocy wtasnos$ci (v™) jest e(p) » E(p), a za-

tem zbidr e(p) jako suma tukow wychodzgcych z punktu P jest

spéjny. Dla dowodu twierdzenia (8,2) pozostaje wykaza¢ spdjnosc

zbioru e(?) w przypadku, gdy punkt P nalezy do zbioru u.

Przypusémy wiec, ze P <= U i ze zbior e(p) jest sumag dwoch
zbioréw rozgraniczonych b i ¢, ktére ze wzgledu na zwartos$¢
zbioru e(p) sg takze zwarte, a zatem:

(8,1) e(p)-b + ¢c,b.c s O, b = b, ¢ s ¢,

*w [ podano pewne uogdlnienie twierdzenia Knezera dotyczacego prze-

ciecia sie strefy emisji punktu z hiperptaszczyzng t = constans.
Twierdzenie (8,2) jest dalszym uogélnieniem tego twierdzenia.



Z ograniczonos$ci zbioru E(p) wynika, ze istnieje liczba t

taka, ze E(p) ¢ WjtNMt}« Oznaczmy przez cC zbior liczb T

o tej wtasnoséci, ze dla kazdego t istniejg zbiory b,
takie, ze b~A<c”Ah = O, b~ = b~ = ¢~.,, a ponadto e(P,t) *
s b~ o+ oraz s b i eAnGtr = °F

Zbior CC ma nastepujace wtltasnosci:

(i) tp i cc, t £ cc,

(ii) jezeli i t2>ti, to t2 € cG

(iii) jezeli t"j £ o€ , to istnieje liczba t~t~ taka,
ze t~ e cC.

Udowodnimy te witasnos$ci. Poniewaz e(P,tp) = P, to tp 4 U -

Aby wykazaé¢, ze t £ c¢ wystarczy ze wzgledu na (8,1) udowodni¢,
ze dla t*" t jest e(P,t*) = e(p), e(b) = b i e(c) = c. Po-

niewaz E(P) ¢ w{t « t} ¢ V/{t « t*}, to pierwszy z tych zwigz-

kow wynika z wtasnos$ci (v2)® Pozostaje wykazad pozostate dwa
zwigzki. Na mocy wtasnosci (v™) jest e(e(p)) = e(p)., wobec
tego z (8,1) i z definicji (7,1) otrzymujemy e(b + ¢c) 3

s b + c¢c ¢ T, a stad i z (6,2).

(8.2) b ¢ e(b) ¢ b + c.

Jest takze e(b).c = 0. W przeciwnym razie z pewnego punktu
Q nalezgcego do zbioru b wychodzitby element | rodziny F
do zbioru c, a poniewaz b ci T, to e(Q) = E(q), a zatem
| e(Q) o e(P), co ze wzgledu na (8,1 ) nie jest mozliwe.
Wobec tego e(b).c * O, a zatem z (8,2) otrzymujemy, zZe

e(b) = b. W podobny sposéb wykazuje sie, ze e(c) = c. Udo-

wodniliSmy wtasnos$¢ (i).
W tasnos¢ (ii) wynika viprost z okresd$lenia zbioru <X

W dowodzie (iii) mozna ograniczy¢ sie do t Nt Potéozmy

(8.3) d(b. s ¢, ) * 3»
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Jest 7 =-0. Poniewaz zbioér E(p) jest zwarty, to na mocy
twierdzenia (2,1) krzywe rodziny F zawarte w zbiorze E(P)
stanowiag zbiér krzywych jednakowo ciggtych, a zatem istnieje
liczba 6 >0 taka, ze dla kazdej krzywej rodziny F o réwna-
niu X = ~N(t) zawartej w E(P) i okres$lonej w przedziale

<t2,t3> jest

(8.4) \"f(t2) - @(t3)i < /2, jezeli tl - J«trt-~tA,
Oznaczmy Jo = min(J,7) i niech t* bedzie dowolng liczbag na-
lezgcag do przedziatu <t, - oMt~ Z witasnos$ci (v™) otrzy -
mujemy
(8.5) e(e(P,t* ), tj) = eiP ),
jezeli wiec punkt Q ee (P ,t")] to istnieje element rodziny
F wychodzgcy z punktu Q i majacy koniec w zbiorze e(P,t’\)O
Jezeli tg<t% to z definicji (7,1) i Ze wzoru (6,7) wynika.,
Ze punkt Q nalezy takze do zbioru e(P,tn) i element o kto-
rym mowa redukuje sie do punktu. Jezeli tg > t* , to
th - soNMtg Nt i z (8,4) wynika, ze
(8.6) d(Q ,e(P,t1)) < V.

Oznaczmy przez br* | ¢™* podzbiory zbioru e(P,t* ) okreslo-

ne przez nastepujagce zwiagzki
(8.7) d(b™, b~ )7 dcEr, ctM<y.

Ze wzgledu na zwartos$é¢ zbioru e(P,t* ) z (8,7), (8,6)

i z (8,3) otrzymujemy

(8.8) b~ + ¢~ =-e(p,t ), bNr.c =0, N* = p~™,



oraz e(b

z (8,5 i (8,8) wynika, ze e(bt* ,t1) + e(ct ,tl1) = bt

to

(8.,9)

Z wtasnosci (v2), (v™), z (8,9) i ze wzgledu na to, ze t™o:
a e(b. ) = b otrzymujemy

(8,10) e(bt, ) = e(bt# ,t) = e(e(bt*ftl),t) = e(bt ,t) a

W podobny sposdéb otrzymamy, zZe

(8,100 e(ch* ) — c.
Ze wzgledu na wybor t* zwigzki (8,8), (8,10) i (8,10) sa
prawdziwe dla t1 - OQ/"t* ty a poniewaz liczba t1 nalezy
do zbioru oc , to zwigzki te pozostajg prawdziwe i dla t >t,j.
Udowodnione wtasnos$ci zbiorow b~ i c dowodza, ze
liczba t* nalezy do zbioru cc . W ten sposéb witasnos$o
(iii) zostata udowodniona.
Z wiltasnosdci (i) — (iii) wynika, ze zbiér c posiada kres.
dolny, ktéry nie nalezy do oc . Potézimy i n f =t . Istnie-

je punkt Q nalezgcy do e(P,t0) taki, ze

(8,11) e(Q).b * 0 1 e(Q).c * o0,

bo w przeciwnym razie dla kazdego punktu Q nalezgcego do

e (P ,tQ) bytoby e(Q) < b lub e(Q) ¢ o, wiec zbior e(P,tQ)
bytby Suma roz}acznych zbiorow bQ, ¢cQ takich, ze e(bQ)”™b
i e(cQ) < c, a poniewaz z wtasnos$ci (v,j), (v2), (v™) wyni-
ka, ze e(bQ) + e(co) = e(bQ + ¢c™ =e(e(P,tQ))= e(e(P,t ),t) =
= e(P,t) = e(?) = b + ¢, to e(bQ) = bi e(cQ) = c.



Ponadto z wtasnos$ci 3° rodziny F i ze zwartoséci zbioréw E(P).
e(bQ), e(cQ) tatwo wynika, ze i zbiory bQ i cO bytyby
zwarte« Z okres$lenia liczby t i z udowodnionych witasnosci
zbioréw bQ i ¢cQ wynikatoby wiec wbrew zatozeniu, ze liczba

t nalezy do zbioru cc . Zatem punkt Q o0 podanych wyzej

witasnoséciach istniejec« Punkt Q nie moze nalezeé¢ do zbioru T,

bo w przeciwnym razie zbidr e(Q) bytby zbiorem spéjnym, za-“

wartym w zbiorze T, wobec czego z uwagi na (8,11) zawieratby
punkty nie nalezgce do (b + ¢). Poniewaz jednak QeE(p),

to e(Q) c e(p)., a zatem zbidr e(p) zawieratby takze punk*»
ty nie nalezgce do zbioru (b + ¢) wbrew zatozeniu, ze e(p) «
- b + c. Udowodnilismy, ze Q ~ T, a poniewaz Qee(P,tQ),

to z definicji (7,1) i ze wzoru (6,7) wynika, ze Qe W{t - t }
czyli t\r/]v: toe Poniewaz e(P.,tO) c; U me T i Q £ T, to

Q e U i na mocy witasnosci 4 rodziny typu G istnieje licz-*
ba t2 taka, ze toN t2« t, a zbiér e(Q ., t?) jest continuum,
Lecz liczba t2 nalezy do zbioru cc , wobec tego istnieja
zbiory b2 i c2 rozgraniczone takie, ze e(P,t2) « b2 -f c2,
a ponadto e(b2) = b i e(c.,) * c¢c. Poniewaz Qef(p), to
e(Q.,t2) ¢ e(P,t2), a zatem zbidr e(Q.,t2) jako continuum
bytby zawarty w jednym ze zbiordéw b2 lub c2c Jezeli
e(Q.,t2) ¢ b2, to z wtasnosci (v2), (v™) otrzymujemy

e(Q) = e(Q ,t) = e(e(Q,t2),1) ci e(b2,t) = e(b2) - b co prze-
czy zwigzkowi e(Q),c ~ 0. W podobny spos6b zatozenie

e(Q,t2) <ci Op prowadzi do sprzecznos$ci ze zwigzkiem e(Q).b”~0o
Wynika stg,d, Zze punkt Qnie moze naleze¢ do zbioru U«

Otrzymana sprzeczno$é konczy dowé6éd twierdzenia (8,2)*]

T w i er dz enie (8,3)«x Jezeli zbidr spoéjny a jest
zawarty w zbiorze u + T i ze zbioru anie wychodzg krzywe
asymptotyczne rodziny F, to $S§lad emisji zbioru a jest zbio-

rem spéjnym.

Mogtoby sie wydawa¢, ze z punktu, ktdérego sSlad emisji jest continuum
nie moga wychodzi¢ krzywe asymptotyczne. Mozna poda¢ proste przyktady
rodzin typu G , ktére wykazujg, ze tak jednak nie jest«. Jezeli je-
dnak zbior W ma te wkasnos¢, ze dla dowolnych ™, r zbior

w *£t *£t2} jest ograniczony i $Slad emisji punktu nalezgacego do
zbioru W jest continuum, to z punktu tego nie wychodza krzywe asymp-
totyczne«
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Dow6d. Przypus$émy, ze e(a) = b + ¢, b.c = 0, b.c = O
Jezeli punkt P e a, to na mocy twierdzenia (8,2) zbidr J
e(p) jest continuum, a zatem e(p) <= b lub e(p) ¢ o.
Oznaczmy przez [6 i / podzbiory zbioru a takie, ze P e fi
jezeli e(p) ¢ b, i Pe / jezeli e(p) ¢ c. Jest i3+ 7 =
- a i 0. Lecz z zatozenia zbior a jest spojny wiec
p-j # 0 lub /3.1 # 0. Przyjmijmypierwszg alternatywe i niech
punkt Qg e i3-y- Poniewaz Qg ¢ ~ to istnieje cigg punk-
tow Qk, k=1,2, . reens nalezgcych do zbioru /3 taki, ze
limrOk = Q0 i cigg elementéw l-plp* taki, ze element
I k wychodzi z punktu Qk i ma konieo w zbiorze b. Oznaczmy

co
-k:SOQv = Z. Zbiér Z jest podzbiorem zwartym zbioru W i na

mocy twierdzenia (4,1) strefa emisji zbioru Z jest zbiorem

zwartym, a poniewaz krzywe i~ k = 1,2,... sag zawarte w E(2),
to z wtasnos$ci 3° rodziny F wynika od razu, ze istnieje
element rodziny F wychodzagcy z punktu Q i majgcy koniec
w pewnym punkcie PQ nalezgcym do zbioru b. Punkt P nalezy
do zbioru R, a poniewaz Qg e U + T, to z zatozenia /"F
wynika, zZe PQe T. Znaczy to, e(QQ).b #0 . Z drugiej stro-
ny Qa e 7i e(QQ) ¢ c, co przeczy zatozeniu, ze b.c = 0.

W podobny sposéb, przyjmujac druga alternatywe doszlibysmy do
sprzecznos$ci z zatozeniem b.c = 0. Otrzymane w ten sposoOb

sprzecznos$ci stanowiag dowod twierdzenia (8,3).

Uwaga (8,0. Mozna podadé trywialne nawet przyktady
Swiadczgce o tym, ze $Slad emisji punktu P nalezgcego do zbio-

ru W moze nie bydéd continuum, chociaz z punktu P nie wycho-

dzg krzywe asymptotyczne. Jezeli jednak istnieje liczba T> 't

taka, ze zbior e(P,r) jest continuum i zawiera sie w zbiorze
u + T, to i e(p) jest continuum. Istotnie, poniewaz z punk-
tu P nie wychodza krzywe asymptotyczne, to zbior E(p) jest
zwarty i na mocy (y™) istnieje liczba t taka, ze e(p) =

s e(p).,t) i wobec tego z (v™) otrzymujemy e(p) = e(e(P,r),t)
- e(e(P,0). Stad i z twierdzen (8,1), (8,3) wynika, ze e(P)

jest continuum.
Uwaga ta uogdlnia twierdzenie (8,2) i moze stuzy¢ do uogol-

nienia twierdzenia (8,3).
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9. Zajmiemy sie teraz twierdzeniami dotyczacymi wtasnosci
asymptotycznychi brzegowych rodziny F typu G, Poniewaz
rodzina takajest takze rodzinga typu? , to twierdzenia uzy-

skane dotychczas pozostajg w mocy. Podstawg dla uzyskania dal-
szych twierdzen sg twierdzenia ptu 8, a zwtaszcza twierdzenie

(8.3).

Lemat. Zatézmy, ze zbidr 6 i rodzina F typu G spet-

niajag warunek:

(9.1) e(u + 6) = o

Jezeli zbidr b jest zawarty wzbiorze W, a zbidr a spoj-
ny i zawarty w zbiorze u+ 6 ma punkty wspdlne z dwiema
réoznymi sktadowymi zbioru €. b*\ to jedno z dwojga:

(us) ze zbioru a wychodzi krzywa asymptotyczna rodziny F,

albo
(uo) istnieje element rodziny F opoczatku wzbiorze a
i koncu w zbiorze b.
Dowod. Zgodnie z zatozeniami lematu istniejg dwie roé6za-
ne sktadowe i T2 zbioru a - bi punkty P1 i P2

takie, ze

(9.2) P1 e Tt.a, P2 eOlg.a.

Lecz z (9,1) i z definicji (7,1) wynika, ze 6 ¢ T, a zatem
punkty pn i P2 nalezg do zbioru T i na mocy tejze defi-
niciji Pl e e(P1) i P2 e e(P2). Stad i z (9,2) wynika, ze
zbior e(a) ma punkty wspolne ze zbiorami i T2* Gdyby
nie zachodzita alternatywa (u2), to strefaemisjizbioru a
bytaby roztgczona ze zbiorem b, a ze e(a) ¢ E(a), to
(9.3) e(a).b = 0«

18T

Tym samym przyjmujemy, ze zbidr G - b nie jest spéjny. Ta sama uwaga
odnosi sie do zbiorow T-b, S-b, S#-b, o ktérych mowa w twier-
dzeniach (9,1) - (9,3)
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Lecz Z zatozenia* ze a ¢ U+ 6 1z (9*1) otrzymujemy* ze
e(a) ¢ O, a 3tad i Z (9,3) <=e(a) ¢ 6 - b. Poniewaz jednak
juz wykazaliSmy, ze zbior e(a) ma punkty wspoélne z dwiema
roznymi sktadowymi zbioru 6 - b, to stagd wynikatoby, ze zbiér
e(a) nie jest spojny. Z drugiej strony, poniewaz 6 ¢ T, to
a ¢ U+ T, wobec tego, gdyby nie zachodzita takze alternaty-
wa (un), to na mocy twierdzenia (8,3) zbidr e(a) bytby spdj

ny. Otrzymana sprzeczno$é¢ stanowi dowdéd lematu.

Uwaga. (9,1)* Udowodniony lemat mozna uogo6lni¢. Istot-
nie,. z przeprowadzonego dowodu jest widoczne, ze zamiast spodj-
nos$ci zbioru a wystarczyto przyjacé, ze istnieje liczba t
taka, ze a ¢ v/{t ~ t}, a zbiér e(a,t) jest spojny. W tym
przypadku trzeba wzig¢ tylko pod uwage, ze e(a) = e(e(a,t)).
Wprzyktadzie (13,1) zajmujemy sie takim przypadkiem. Uwaga
(9,1) zastosowana do zagadnienia, ktéoremu jest poswiecona pra-
ca 183, gdzie zbiorem "a" jest zbidér typu 7Intoine’a pozwala
od razu uzyskaé¢ rozwigzanie tego zagadnienia.

Z udowodnionego lematu wynikajg trzy twierdzenia, ktore

formutujemy nizej. Teza kazdego z nich pokrywa sie ztezg le -
matu i uzywamy dla niej skrétu “"(u”™) lub (un)y™.

T w i er dzenie (9,1 ). Przyjmijmy zatozenie Z2F.
Jezeli zbidér b jest zawarty w zbiorze W, a zbidr spéjny a
zawarty w zbiorze u + T ma punkty wspoélne z dwiema roznymi
sktadowymi zbioru T - b, to (un) lub (u2).

D ow 6 d. Ze wzoru (6,3) i definicji (7,1) wynika, ze
e(U + T) =T i twierdzenie (9,1) wynika z lematu przez pod-
stawienie T na miejsce 6 .

Nastepne dwa twierdzenia 0dnoszg sie do przypadku, gdy rodzina

F jest typu (?*.

T w ier dzen.ie (9,2). Przyjmijmy zatozenie Z"NF.
Jezeli zbidr b jest zawarty w zbiorze W, a zbior spoéjny
a zawarty w zbiorze u + 8 ma punktywspélne z dwiemardézny-
mi sktadowymi zbioru 3 - b, to (un~) lub (u2).

T w i er dzenie (9,3). Przyjmijmy zatozenie ZNF.

Jezeli zbidr b jest zawarty w zbiorze W, a zbior spoéjny a
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zawarty w zbiorze Uu + S* ma punkty wspdlne z dwiema réznymi
sktadowymi zbioru S* - b, to (un) lub (Up).

Twierdzenia (9,2) i (9,3) wynikajg z lematu w podobny sposob
jak twierdzenie (9,1), jezeli skorzystamy ze wzoru (6,6) za-

miast (6,3).

Poniewaz rodzina typu G* jest rodzing typu G, to do ro-
dzin typu G, mozna stosowaé¢ wszystkie trzy twierdzenia.
Z uwagi na to, ze zbiory S*, S, T nie musza sie pokrywaoTza-
dne z tych twierdzen nie wynika z pozostatych i nie moze byéd
pominiete bez szkody dla teorii.

Kazde z twierdzen (9,1) - (9,3) moze bydéd uogédlnione przez
wykorzystanie uwagi (9,1). Z uwagi (8,1) wynika, Zze twierdze-
nia te podlegajg dalszemu uogdlnieniu, tym jednak zajmowac¢ sie

teraz nie bedziemy.

io. p e f i ni c j a (10,1). Moéwimy, ze rodzina F jest
rodzing typu G~ okreslong w zbiorze W, jezeli rodzina F
jest rodzing typu <+ okreslong w zbiorze W, a ponadto jest

spetniony nastepujacy warunek.

4« Jezeli punkt P e U, to istnieje £ > 0O takie, ze prze-
ciecie sie strefy emisji lewej punktu P z hiperptaszczyzna
t =t jest dla tp - £ < X =5 tp continuum.

Z at oz e n i e zZ". Jezeli krzywa rodziny F ma ko -
niec w zbiorze u, a poczagtek w zbiorze R, to poczatek ten

nalezy do zbioru T".

Z at oz e n i e zN. Jezeli krzywa rodziny F ma koniec
w zbiorze U, a poczatek w zbiorze R, to poczagtek ten nalezy
do zbioru S™.

Rodzine typu G~ spetniajgcag zatozenie z2 |z~ ] bedzie-
my zaliczali do typu G/ g, /, a symbolem Z~F I Z~F | be-
dziemy oznaczali zatozenie, ze F jest rodzing typu G~/ g;/

okreslong w zbiorze W.

Uwaga (10,1). Jezeli zmienimy Kkierunek osi t, to
zbiory T, S~, S7 , E~(a) przechodzg odpowiednio w zbiory
T, S, S*, E(a) i na odwrdt, a rodzina typu G~ (G¥) w rodzi-
ne typu G (G% i krzywe asymptotyczne w lewo w krzywe asympto-

tyczne w prawo. Wynika stad, Zze dla rodzin typu G-i G- mozna
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sformutowaé¢ twierdzenia analogiczne do twierdzen (9,1) - C9,3)
i mozna je otrzymaé¢ z tych ostatnich przez zastgpienie symboli
T, T“, 8,... przez T~, T, 3%, i zastepujacrownoczes$nie

zatozenia Z"F, zZ~F odpowiednio przez zatozenia Zz2F, Z"F
i teze (un) przez (u”): istnieje krzywa rodziny F asympto-
tyczna w lewo o koncu w zbiorze a.

Teorie, ktorg przedstawiliSmy, zilustrujemy teraz przyktada-

mi, w ktdrych za przestrzeh B przyjeto przestrzen euklide-
Ssow g E punktow X = (x,|[,x2)*

P rzy k+ad (10,1).

W= (t,x1,x2) {|x1] «s1, [x2]«s 1, Q«t < +»},

Potézmy 0O = (t,x1,x2){|Ix1 =1, |[x2|~=1, 0<t-=+°°}i oznacz-
my dla [Ix0] < 1 przez a(x2) odcinek o konhncach (~1,x2,0),
(1,x2,0)*

W kazdym z przypadkoéow:
(J) gdy spetnione jest zatozenie Z2F, a <T <

(jJ) gdy spetnione jest zatozenie ZNF, a 6 <s ¢ a,

(3ii) gdy spetnione jest zatozenie ZNF, a <?<=S,cff,
stosujgc odpowiednio twierdzenia (9,1), (9,2), (9,3) wniosku-

jemy, Zze z odcinka a(x2) wychodzi krzywa asymptotyczna rodzi-

ny F.

Oznaczmy dla IxN <1 przez b(x™ ) odcinek o koncach
(x1, - 1, r), (x1,1,t), gdzie T oznacza dowolng liczbe do-
datnig 1 rozwazmy zbidr W (t X1 . Odcinek b (x”) dzieli

zbiory T(?0, S(z), S~Ct) odpowiednio w przypadkach (j)y, (jj).
(jii) na dwie czes$ci i konce odcinka a(x2) naleza po jednym
do kazdej z tych czeé$ci. Poniewaz rodzina F zredukowana do
zbioru W {t<r} nie zawiera krzywych asymptotycznych, to

z twierdzen (9,1 ) - (9,3) otrzymujemy, ze w kazdym z przypadkow
(i) ~ (jjjJ) Z odcinka a(x2) wychodzi element rodziny F do

zbioru b(x”").

P rzy k1t ad (10,2).

W» (t,x1,x2){x1> o, [x2'«x1?-co <t<+o00 }. Przyjmijmy zatoze-
nie Z-“F i zaléimy, ze punkty prostej I o réwnaniu x”7-x2»0
nie nalezag do 3, natomiast Front W- 1 ¢ S. Zbior 3 jest

wiec sumg dwoch potptaszczyzn i 82, ktére sgq rozgrani-
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czone prosta l. Jezeli punkt e , a punkt A2 e S2, to
z odcinka ™2 wych-°6zi krzywa asymptotyczna rodziny FO Wy-
nika to od razu z twierdzenia (9,2), Ja = AjA2, tt = 0/«

Jezeli zatozymy dodatkowo, Ze wzbiorzeW(t *EZ) rodzina

F nie ma krzywych asymptotycznychw prawo, a punkty AN A2
nalezag do tego zbioru i Jezeli b oznacza dowolng potprosta
zawartg w zbiorze W{t - Z) i przechodzgcg ©przez punkt (0,0, f),

to z odcinka ANA2 wychodzi element rodziny F majacy koniec,

na potprostej bo

| ta teza wynika z twierdzenia (9,2), Jezeli zastosujemy Je
do rodziny F zredukowanej do zbioru W {t '[} . Zbior S(?)
Jest rozgraniczony <czed$cig prostej XN = x2 =0 i potprostg bo

Wszystkie zatozenia tego przyktadu beda speitnione w szcze-
gélnoséci w tym przypadku, gdy rodzina F Jest rodzing catek
uktadu roéownan rézniczkowych bliskich liniowych, a pierwiastki

charakterystyczne majag r6zne znaki.

P rzy ktad (10,3). W= (t,x1,x2){x" + x2« 1, t 5=0j.
Oznaczmy przez a krzywg Jordana zawartg w zbiorze W{t - 0}
i zawierajgcag w swoim wnetrzu punkt (0,0,0), a przez K (t)
krzywag o réwnaniu XN = sinA (t), X2 = co0sA (t), t 3*0, gdzie
A (t) Jest dowolna funkcjag ciggta i okres$long dla t 0. Przyj-
mijmy wreszcie zatozenie Z2F a 0 poOtprostej XN = x2 = 0,

t 3*0 zatézmy, ze jest krzywag rodziny Fc

Twierdzimy, ze jezeli punkty Kkrzywej K (t) nie nalezg do
zbioru T, to z krzywej a wychodzi krzywa asymptotyczna ro-
dziny Fo

D ow 6 do Poniowaz krzywa a jest zbiorem zwartym,_to
z uwagi na twierdzenie (5,2) wystarczy wykazad6, ze zbior E(a)
jest nieograniczony, W tym celu rozwigzemy pewne zagadnienie
brzegowe, wykazemy mianowicie, ze ze zbioru a wychodzi ele-
ment rodziny F do kazdego ze zbioréw b(~), gdzie przez
b(*r) oznaczylismy odcinek tgczgcy punkt (0,0,0 z punktem
K(r) = (i, sin A (t), cos a (f))<, Poniewaz punkt K(tf) e R,
lecz K(t)<ET, to ze wzoru (6,4) wynikajze K((0 e T, a za-

Z uwagi F1091) wynika, ze wzor (6,,4) jest sduszny i1 przy zatozeniu

Zp
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tera punkt K(tr) nalezy takze do $ladu emisji lewej punktu

K (f). Z drugiej strony, poniewaz punkt (0,0,0) jest poczagt-
kiem Kkrzywej rodziny F o réwnaniu = X0 = 0, o~rt ~ ,

ktorej koncem jest punkt (0,0,1), to punkt (0,0,0) nalezy
do $ladu emisji lewej punktu (0,0,t). ;/lynika stagd, zZe punkty
k (t) i (j,O ,t) naleza do $§ladu emisji lewej odcinka b (x),

a ponadto punkty te naleza dc dwoch ro6znych sktadowych zbioru

T rozgraniczonych krzywag a# Poniewaz jednak zbidr b (0
jest spéjny i nie ma krzywych asymptotycznych w lewo, Kktéreby
miaty koniec w zbiorze b(*t), to z twierdzenia (9,1 ) i uwagi

(10.1) wynika, ze istnieje krzywa rodziny F 0 poczatku w

zbiorze a i koncu w zbiorzo b(r). Ze.wzgledu na dowolnos$é¢
liczby i oznacza to, zZe E(a) jest zbiorem nieograniczonym
g.e.d.

W przyktadzie tym mozna byto, podobnie jak w przyktadzie
(10.1) zamiast zatozen Z~F i K(t) 4T przyjaé zatlozenia
Z"F i K(t) 4 s*=* Istotnie, ze wzoru (6,6) wynika, ze i w
tym przypadku K(t) 4 a poza tym dowo6d pozostanie bez zmia-
ny*),

11, Definicja (11,1). Rodzine krzywych nazywamy jednoznacz-
ng w prawo (w lewo) w zbiorze W, jezeli kazdy punkt zbioru
W jest poczagtkiem (koncem) jedynego elementu tej rodziny wysy-
conego w prawo (w lewo) w zbiorze ¥,

W tym punkcie przyjmujemy zatozenie, ze w zbiorze w jest

okreslona rodzina F typu OM jednoznaczna w prawo.
D e finiwcija (11,2), Zbiér punktow nalezacychdo
zbioru U+ 3., o tej wtasnos$ci, ze $lad emisji kazdego z nich

jest punktem nazywamy lewym cieniem zbioru 3 (por, [71])

I oznaczamy przez M.

Jezeli a ¢ U + 3 i ze zbioru a nie wychodzg krzywe
asymptotyczne rodziny F, to a ¢ M. Przyjmijmy za innymi
(p* [7]) na oznaczenie $ladu emisji punktu P, w przypadku gdy

e(r) jest punktem, Symbol consea P. Przeksztatcenie
P—conseg P jest okre$lone w zbiorze M |1 przyporzgdkowuje
kazdemu punktowi tego zbioru punkt zbioru S,

H)

Przyk4ad (10,1) zostat zaczerpniety z L7], przyktady nastepne sag ao-
ayiitlcacjami przykdtadéw podanych w [41# edzie byty rozpatrywane w
zwigzku z rodzing catek uktadu rév.nan rézniczkowych spedniajacvch wa-
runek jednoznacznosci.



33

T wier dzenie (11,1). Jezeli w zbiorze W J/spet-
niajgcym zatozenie VA jest okres$lona rodzina F typu 3

jednoznaczna w prawo, to funkcja oonseg. P jest ciggta w zbio-

rze M.

Dowo6d, Zatézmy, ze punkty P, P1, P2,...., nalezg do
zbioru M 1 Iim Pt=P. Potéozmy e(P.) = Q., i =1,2,,.,.
Z wtasnosci 3° rodziny F wynika, Ze istnieje podcigg ciggu
Q.1.Q2,. .. zbiezny do pewnego punktu Q nalezgcego do zbioru
R i element rodziny F 0 poczatku P i koncu Q. Poniewaz
punkt P €& M, a Mc¢c U+ 3, to z zatozenia ZNF wynika, ze
Q e S. Wobec tego Q = e(p), a z uwagi na to, ze rodzina F
jest jednoznaczna w prawo I2im00e(p-x,) = e(P), g.e.d.

Twierdzenie to jest podstawag teorii zajmujgcych sie bada-
niem witasnoséci asymptotycznych i opartych na pojeciu retraktu

(71 . [11 . [6] , [2] ., [4].

Z twierdzenia (11,1) wynika jeszcze inne twierdzenie roz-
nigce sie swym charakterem =zaréwno od twierdzen teorii opar-
tych na pojeciu retraktu, jak réwniez od innych twierdzen pra-
cy niniejszej. Twierdzenie to jest bardzo proste, a w zastoso-
waniach moze zastgpi¢ twierdzenia podane w [7], Aby je sformu-

towac¢, przyjmiemy nastepujgcg definicje.

D e finiwcija (11,3). Mowimy, ze zbior Z daje sie.
§ciggnag¢ do punktu P w zbiorze B, jezeli istnieje homoto-
pia I1(y,s). gdzie y= (t,x), taka zedla y e Z jest
H(y,0) = vy, H(y,D) =P, a ponadto H(y,s) eB dla O0~s”~1.

T wierdzeni.ie (4 4 . Zatéimy,, ze rodzina P jeSt
rodzing typu G* okres$long, w zbiorze W i jest jednoznaczna
w prawo, a zbior ac U+ S i zbioér b ¢ S. Jezeli istnieje

podzbiodr Z zbioru S - b, ktory daje sie $Sciagnag¢ do punktu,

w zbiorze a + S - b, ale nie daje sie Sciggna¢ do punktu w
zbiorze S - b, to(u”n) tub (u2).
Dowo6d. Wystarczy wykazac¢, ze jezeli non (u”) i non (u2),

to kazdy podzbiér zbioru. 3 - b, ktéry daje sie $ciagnac¢ do
punktu w zbiorze a + S - b. daje sie takze $cigagnag¢ do punk-
tu w zbiorze S - b. Zatéozmy, wiec, ze Z c S b i istnie-

je punkt P i homotopia H/)(y ,s) taka, ze dla y e Z jest
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(y,o) =y, (y,1) =P oraz H,|[(y.,s) e a + 3 - b i potoz-
my HL(y,s) = conseciHj (y, s). Poniewaz zc zbioru a nic wycho-
dzg krzywe asymptotyczne i acU + S, to acM ia + 3-b c M,
a zatem z twierdzenia (11,1) wynika, ze dla yeZ i dla
0<s=s1 funkcja H2 (y,s) jest ciggta. Ponadto, poniewaz ze
zbioru a nie wychodzg elementy rodziny F do zbioru b, to
conseg y e S - b dla y e a + 3 - b, a zatem Mnm2(y,s) e 3 - b
dla y - Z i 0<s s 1, Znaczy to, ze zbior Z daje sie S$cig-
gnaé¢ do punktu conseg P w zbiorze 3 - b q.e.d.

Twierdzenie (11,2) pozostanie prawdziwe, jezeli na miejsce

3 potozymy S*.

Twierdzenie to mozna bez trudu stosowa¢ do przyktadu ('10,1)
w przypadkach (jj) i (jii) i do przyktadu (10,2), o ile ro-
dzina F spetnia zatozenia twierdzenia (11,2). Pokazemy, jak

twierdzenie to mozna zastosowa¢ do przyktadu (5,1). Zatdézmy,

ze w tym przyktadzie 3 = Front W i potézmy a (0 = W{t = .7},
Z(r) = a(f).Front tf. Przy dowolnym t zbioér Z (") daje sie
§ciggnag¢ do punktu w zbiorze 3 + a("f), lecz nie daje sie

§ciagnag¢ do punktu w zbiorze 3, a zatem na mocy twierdzenia

(11,2) z kazdego ze zbiordéw a (i) wychodzi krzywa asymptotycz-

na rodziny F.

12« Scharakteryzujemy teraz pokrétce ogélng zasade rozumo-

wania, ktérg postugiwalismy sie dotychczas i nadal bedziemy

sie postugiwali. Podstawg teorii sg twierdzenia postaci: "je-
zeli non O i ;3, to gdzie CC oznacza zdanie: "ze zbioru
a wychodzi krzywa asymptotyczna™, a fi pewne warunki doty-
czagce rodziny krzywych i zbioru W. W pracach cytowanych wy-

zej sposSrdéd twierdzen tego typu wykorzystano jedynie twierdze-
nie (11,1), dla przypadku, gdy rodzina F jest jednoznaczna.

Oprécz tego twierdzenia podalismy, jak dotad, twierdzenia (4,1)

i (8,1) - (8,3). wykorzystanie tych twierdzen,kazdego z osobna,
pozwolito uzyskac twierdzenia dotyczagce wtasnos$ci asymp-
totycznych i brzegowych dla dos¢ ogdlnych rodzin krzywych.
Jezeli jednak ograniczymy sie nawet do rodzin catek

uktadu réwnan réozniczkowych spetniajgcych warunek jedno-
znacznosdci, to znajdziemy miedzy nim. twierdzenia, kté-

rych nie mozna otrzyma¢ z twierdzenia (11,1). ITale—
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zg ¢o nich twierdzenia podane w pkt,5. Byto oczywistym niedo-
statkiem teorii retraktowych, Ze nie obejmowaty one tak oczy-
wistego twierdzenia, jak np, twierdzenie (5,5) bez dodatkowego
zatozenia o braku pos$lizgéw wewnetrznych, Z twierdzenia (11,1)
nie mozna otrzymaé¢ rowniez twierdzenia (9,1) nawet w zastoso-
waniu do wypadku, gdy rodzina F jest rodzing catek uktadu
réwnan rézniczkowych spetniajgcego warunek jednoznacznoS$ci,
Tymi uwagami ograniczamy sie do omawiania zwigzku miedzy wy-
nikami uzyskanymi przez nas dotychczas a teoriami retraktowymi.
Wyjasnimy, co zamierzamy dalej. Nie mozna sie spodziewac,
ze twierdzeniami (4,1) i (8,1) - (8,3) wykorzystalismy juz
wszystkie wtasnosSci przeksztatcenia cc — E(or), ktére mogag byé
przydatne do formutowania twierdzen dotyczagcych witasnos$ci asymp=
totycznych i brzegowych, W dalszym ciggu zdefiniujemy pewne
funkcje okresSlone przez przeksztatcenie OC—E(cc) ktére dla ro-
dzin typu & i G pozwolg sformutowaé twierdzenia, obejmujace
pewne przypadki, w ktéorych twierdzenia dotychczasowe nie daty

sie bezposrednio stosowac,

13, D e finicj a (13,1). Przyjmijmy zatozenie yAY;
a 0 zbiorach R9 i A zatézmy, ze R* ¢ R i A ¢ U + R9.
Mowimy, ze funkcja r(a,s) jest funkcja wymiatania typu 0*,
jezeli sga spetnione nastepujgce warunki:

1* Funkcja r(cc,s) jest okred$lona dla wartoéci argumentu, a

bedacych podzbiorami zbioru A i .dla dowolnych wartoséci para-
metru S, a jej wartos$ci sg podzbiorami zbioru A,
2* r((tl,x1),s) s (tl1,x1) dla s o« t1, a jezeli punkt

(tl1,x1) nalezy do zbioru R*, to r((tl,x1),s) * (tl,x1) dla
kazdego S,
3* jezeli (tl,x1)<£ER>» i s>t.,,to r((tl1,x1),s) c

cw{t = s} + R {tAet -=5s},

5 jezeli zbior c< jest zwarty, to i zbior r(<x,s) jest
zwarty, a ponadto istnieje liczba S* taka, ze /[?(«»s*) - R9
i dla s 55s# jest rioc9s) = r(oc,s*),

6* jezeli zbiodr a- jest spéjny, to i zbidr r(cc,s) jest
spojny

7*  r(/X«c,s1)9s2) - dla 81" s2*
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8* funkcja I’(<X9S) jest jednostajnie ciggta ze wzgledu na

S w zbiorze podzbioréw zwartych zbioru A, to znaczy, ze dla

kazdego € >0 i dla kazdego zbioru zwartego ccc A istnieje

6 >0 takie, ze jezeli [s~ - | < 6, to r(oc,s”) ¢ K(r(o£,s2),£),
9* funkcja r(oc,s) jest gornie poéitcigagta w sensie inklu-

zji ze wzgledu na O w zbiorze wszystkich podzbioréw zwartych

zbioru A, to znaczy, ze jezeli o > ° .... jest ciggiem
zstepujacym zbiorow zwartych zawartych w zbiorze A i niepu-
0J
stych i = ¢, to dla kazdego s jest JT r’(oci,s)<=r(oc,s).
Funkcje r(oc,s) spetniajgcag warunki 1* oraz 3* - 9'*,

a zamiast 2* warunek nastepujacy:

2%* r((t1,x1),s) = cCt» ) dla S tl, a jezeli
(t.t,x1) e R», to (t1,x1) e r((tl,x1),s) ¢ Rt9

nazywamy funkcjag wymiatania typu G. \
0 funkcjach typu G* «czy typu G moéwimy, ze wymiataja
zbidér A w sobie na Ri
Z wtasnosci 5 — T7* wynikajg dalsze wtasnoéci nastepujgce™*
5** jezeli zbior r(ocrs™) jest zwarty, to dla s sn

zbiodr r(c>c,s) jest takze zwarty,

6 ** jezeli zbior r(ccfs~) jest spéjny, to dla s s* %

zbiébr r(«:,s) jest takze spojny*
D e finicj a (13,2)* Mowimy, ze funkcja r(cc,s)
/ typu G czy typu G/ wymiata zbiér a na R> w obre-
bie zbioru C, jezeli, istnieje zbior A taki, ze funkcja

I’(CC$s) wymiata go w sobie na R> a ponadto a <A ¢ C~

T w i er dzenie (13,1). Jezeli sa spetnione zatoze-
nia N i Z"NF, a zbior a << u + s i jezeli ze zbioru a
nie wychodzg krzywe asymptotyczne rodziny F, to istnieje
funkcja r(octs) typu G* , ktéra wymiata zbiér a na S

w obrebie zbioru E(a).

Dowoéd™* Potéozmy dla oc ¢ E(a) i dla dowolnych s

(13,1) V (c«™,s) =cc{t>s} + e(oc{t *ss},s)*~.

Rérmoczosnie przyjmujemy, ze Slad emisji zbioru pustego jest pusty.
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Poniewaz a ¢ E(a), to w mys$l definicji (13,2) wystarczy
wykazaé, ze funkcja ¥(<Xrs) posiada wtasnos$ci 1* - 9*,  je-
zeli przyjmiemy A = E(a). W tasnosci 1* i 4* sg oczywiste™

Z (13,1) wynika, ze.

(13.2) 47(oc,s) = € , jezeli tf{t ¢s} = 0 i ¥(ocfs) =
= e(cc,s), jezeli oc{t >s} = 0,
a stgd i z uwagi na to, ze jezeli punkt (t,x) £ S, to
e((t,x),s) = (t,x) dla s s*t., wynika od razu 2* 13 *.
Jezeli zbior oc jest zwarty, to i zbidr cc{t”~s} jest

zwarty, a poniewaz ze zbioru a nie wychodzg krzywe asympto-

tyczne rodziny F i ccc E(a) <=U + S, to z twierdzenia

(4.1) zastosowanego do zbioru W{t *£ s} wynika, ze i zbioér
e(oc{t<s}, s) jest zwarty* Ponadto <™t = s} = e(<?c{t = s/,s),
a zatem we wzorze (13,1) mozna zastapi¢ oc{t<s} przez
ocftNs}t~* Wobec tego zbidr 5 (a:,s) jako suma dwoch zbiorow

zwartych jest zwarty,

Na mocy twierdzenia (4,1) zbidr E(cc) jest zwarty. Niech

s* oznacza najwiekszg sposrod wspotrzednych czasowych punktéow
nalezgcych do E(a')« Ze wzoru (13,1) i z wtasnosci (v2) wy-
nika, ze dla s is s* jest <Kor,s) = e(ccfs) = e(co), a ponie-
waz cccacU+ S, to z uwagi na zatozenie ZNF jest

e(a') c= S, WykazaliSmy wtasnos$¢ 5*.

Przypué$émy, ze wtasnos¢ 6* nie jest prawdziwa. Wobec tego

istniejg zbiory b i c takie, ze N(oCjs) = b + c, a po-
nadto b.¢ = b..c = 0. Potézmy b.e(cc {t is} ,s) = b~n,
c.e(cc{t« s} ,s) = , b-oc{t>s}= b2, o0.ocjt >s} = c2. Na mocy

(13.1) jest b = b~ + b2, 0= 0+ c2, a zatem zbiory b + b2

1 + c2 sg rozgraniczone, czyli

(13.3) (b1+b2). (0~+0g) = (b1+b2). Ccl+c2) = o.

Ponadto e(ce{t s} ,s) = b~ + c¢n, a zatem istniejg zbiory
i [ takie, ze 3+ Yy - cc-ftrs} oraz e(/3,s) = b~"

i e(/,s) = Or~



Uzyskamy potrzebng dla zakonczenia dowodu wtasnos$ci 6*
sprzecznos$¢, jezeli wykazemy, ze zbiory i3 + bp i y + c2 Sa
rozgraniczone. W tym celu wykazemy najpierw, ze zbiér
(/13 + b~). (/ + c2) jest pusty. Zbiory 3 1 / sa rozgraniczone,

bo w przeciwnym razie z twierdzenia (8,3) wynikatoby, Zze zbiory

b~ i cn nie sa rozgraniczone, co ze wzgledu na (13,3) nie
jest mozliwe* W takim razie [3*/ = 0* Z (13,3) wynika takze,
ze N2*°2 = Pozostaje wykazaé¢, ze b2 « / '= 0 i j3*¢2 = 0.
Lecz f erw i trs}, a b2 <a W {t>s}, a zatem b~. f - o=

Gdyby istniat punkt P £ j3«¢2, to musiatoby by¢ tp * s,
a zatem P e e(P,s). Poniewaz jednak P e i3, to pfe(y3,s) =
= b, a wiec zbiodr HBId*¢2 nie bytby pusty, co znéw z uwagi na

(13.3) nie jest mozliwe. W podobny spos6b mozna wykazac¢, ze

zbior (/3 + b2). (/ + c2) = 0, wobec czego zbiory [3+ b2
1Yy + c0 sg rozgraniczone, co konczy dowéd wtasnosci 6* *
Przechodzagc do dowodu wtasnos$ci 7*» zauwazmy najpierw, zZe

z wtasnosci 4 wynika, ze ¥ (a +.55,s) » ¥ (&Fs) + ¥(fifs).

Wobec tego z (13,1) otrzymujemy AN(N(oeNsN ) ,s2) s M« N {sNENSA e
+ oc{t>-s2} + eCccjt~s”™}, sl1l),s2). Stad i z (13,2) wynika
(13.4) ¥(¥(<xts™),s2) = e(cc{sl<t<s2j,s2) + ccft >s2}+

+ e(e(ccf{t < s™ »s™N),s2).

Z drugiej strony

(13.5) N K s2) - oc{t>s2} + e(oc {t <sl),s2) +

+ e(oc{s™ < t<s2),s2).

Lecz na mocy (v™) jest e(e( @C{t $s™ ,sr),s2) m e(oc{t « s.~ ,,82),

a zatem z (13,4) i z (13,5) wynika T* e Przechodzimy do do-
wodu wtasnosci 8* . Poniewaz zbidr E(oc) jest zwarty, to
istniejag liczby sQ i s* takie, ze do zbioru E(oc) nalezag
zardwno punkty o wspoOtrzednej czasowej s Q, jak i punkty

0 wspoétrzednej czasowej s* lecz zbidr E(oc) nie zawiera
punktow o wspotrzednej czasowej spoza przedziatu <sQ,s#> »

Z (13,2) wynika, ze dla s -<sQ jest ¥(.0Cc,S8) = ~(oc,s0) =<~
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a z (13,2) i z wtasnosci (v2) dla s>s, jest ¥(nxf3) -

s ¥(r/tsj,) = e(oc). Wynika stad, ze przy dowodzie wtasnosci 8*
wystarczy ograniczy¢ sie do przedziatu <s0,s#> . Poniewaz
zbidr E(OC) jest podzbiorem zwartym zbioru W, to na mocy
twierdzenia (2,1) krzywe rodziny F zawarte w E (#0 Sg
jednakowo ciggte, a zatem dla kazdego € O istnieje liczba
tf ~ 0, o ktérej od razu zatozymy, ze 67 E£ taka, ze jezeli

punkt (?»s) £ E(oc), a punkt (T.,") e E(T,3)> to

(13.6) ., jezeli o N - t<S.

Zatézmy, ze sqg =S < §2< s* i s2 - sN < of. Z (13,1)

i z definicji (7,1) otrzymujemy

(13.7) P(<x,s1) = <?2c{t>s2) +oi{sl< t”™ s2) +
+ E(o0i{t «ss”j).T (s1).
(13.8) ¥(oc,s2) = 0OC{t =-s2} +E(oc{sl <t =es2j).T(s2) +

+ E(cc(t sMj).T(s2).

Dla dowodu 8* wystarczy wykazaé¢, ze kazdemu punktowi

jednego ze zbioréw ¥(,0c9s™M)t ¥(<*,sp) odpowiada punkt drugie-

go zbioru taki, ze ich* odlegtos$¢ jest mniejsza od £ . Z uwa-
gi na (13,7) i (13,8) jest to oczywiste, gdy chodzi o punkty
nalezgce do zbioru of{t>s2}. Kazdemu punktowi jednego ze
zbiorow oc{sl < t« s 2) i E(of{sl< t <s2}).T(s2), odpowiada
punkt drugiego zbioru taki, ze obydwa lezg na pewnym elemencie
zawartym w E(oc),, Jezeli P i Q sa para punktéwo tej
witasnosSci i punkt P e oc{sl< t<s2}, to si <tp<tQ* pe*
nadto ze wzoru (6,?) wynika, ze tgNs2, a zatem - tp<
s 6 «s £ i z (13,6) otrzymujemy, ze d(?,Q.) < £. Pozosta-

je rozwazy¢ wypadek, gdy punkt P nalezy do jednego z ostat-

nich sktadnikéw prawych stron wzoréw (13,7) i (13,8). Jezeli

P e e( ..{t is.j} ).T (s1) i tp « s.j, to w zupetnie analogicz-

ny sposéb otrzymamy, ze d(P,Q) ~ £, jezeli natomiast

tp = s, , to ze wzoru (6,7) wynika, ze punkt P natozy takze
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dt> zbioru ®(of{t =5 s1})fT (s2) 1 mozna przyja¢ Q = P#

W ten sposéb wiltasnosé 8* zostata udowodniona* Dla dowodu

wiltasnos$ci 9* wystarczy wykazaé¢, ze dla kazdego ciaggu zste-
pujacego zbioréw zwartych @/ zawartych wzbiorze E(a)

- . - 7

i dla kazdego s jest n]-l Tn s) ¢ V(/?é/TaxVS)» VI tym celu.
zatézmy, ze punkt Q 7 Jezeli tg > s, to z
(13,2) wynika, ze Q 7~ a zatem ®e ~ °n ,sn*
Jezeli natomiast tg”~ss, to z tego samego wzoru otrzymujemy,
zZe Q e Ueconrjt =ss},s), a zatem istnieje cigg punktow Pn,
P e: OC n = 1,2,* i ci elementéw rodzin F taki,
n h Y *e ok« a9 n y i
Zze element In ma poczgtek w punkcie Pn i koniec w punkcie
Q. Poniewaz oc® a 0oc"9 a zbior o jest zwarty, to

I c= ECo”),, n = 1,2,*.. lecz E(oCj) jest podzbiorem zwar-
tym zbioru W, a zatem na mocy witasnosci 3° rodziny F

z ciggu In mozna wybraé¢ podcigg zbiezny do pewnego elementu
rodziny F majgcego poczagtek w zbiorze £t koniec

w punkcie Q* Znaczy to, ze Q ~ ¥ (TTcch, s), co dowodzi 9%*
W ten sposéb zakonczyliSmy dowdd twierdzenia (13,1)#

T w i er dz enie (13,1')* Jezeli sg spetnione zatoze-
nia i Z2F, a zbiér a ¢ U+ T i jezeli ze zbioru a
nie wychodzg krzywe asymptotyczne rodziny F, to istnieje
funkcja r(oc,s) typu O, ktéra wymiata zbio6r a na T

w obrebie zbioru E(a)*

Dowéd tego twierdzenia jest niemal doktadnym powtdérzeniem

dowodu twierdzenia (13,1)# W dowodzie wtasnosci 2** nalezy
skorzysta¢ z tego, ze jezeli a ¢ T, to a ¢ e(a) c t, co
wynika z ostatniej sposrod wtasnosci (rn).

T wier dzen.ie (13,2)« Przyjmijmy zatozenia Vil
i ZgF. Jezeli zbior b <= w, a zbior ac U+ S i jezeli
nie istnieje funkcja r(ec,s) typu G . ktéra wymiata
zbidr a na S w obrebie zbioru U+ S - b, to* (un) lub

(uz)*



Dowod. Gdyby twierdzenie nie byto prawdziwe, to na mocy
twierdzenia (13,1) istniataby funkcja r(oc,s) wymiatajaca
zbidr a na S w obrebie zbioru Eta), przy czym zbiory
E'(a) i b nie miatyby punktéw wspdlnych, a zatem na mocy
wzoru (6,6) bytoby E (a) c U+ 3 - b, co przeczy zatozeniom
twierdzenia (13,2)©

T w i er dz enie (13,2'). Przyjmijmy zatozenia
i ZEJF. Jezeli zbiér b < a zbior ac U+ T i jezeli
nie istnieje funkcja /’(a',s) typu G wymiatajgca zbidr a
na T w obrebie zbioru umT- b, to (un) lub (u9).

Dowdd tego twierdzenia rézni sie od dowodu twierdzenia (13,2)
jedynie tym, Ze zamiast z (6,6) korzystamy ze wzoru (6,3).

Twierdzenia (13,2) i (13,2') obejmujag pewne przypadki, w kto-
rych twierdzenia z poprzednich rozdziatéw nie dajag sie bezpo-
Srednio stosowac.

W analogiczny spos6b mozna okres$li¢ funkcje wymiatania ty-
péow G- i G- stosowne do badania rodzin typéw i G- Funk-
cja wymiatania stosowna do badania rodzin typu * réznitaby
sie dos$§¢ znacznie od funkcji wymiatania typow wyzej opisanych
i zajmowanie sie tym przypadkiem wydaje mi sie mniej celowe.

P rzy k +ad (13,1).

W= (t,x1,x?2){(x1 - 1)2 +x2«9, “®° <t < +°°}

a * (t,x1,x2){0ox1 - ?)2 + t2 » 4, x2 = 0),

2 p

b = (t,x1,x2){(x" + x2 » 4, t a 0}.

Przyjmijmy zatozenie a ponadto zatézmy, ze punkty
(0,-2,0), (0,4,0) nalezg do ro6znych sktadowych zbioru S©
Twierdzimy, ze:

(J) ze zbioru a + b wychodzi krzywa asymptotyczna rodzi-
ny F, g-
oraz

(JjJ) ze zbioru a wychodzi element rodziny F do zbioru b,

Dowo6d. Dla dowodu (j) wystarczy wykazaé¢, ze nie istnie-
je funkcja r(tf,s) typu % wymiatajaca zbiér a + b na S
w obrebie zbioru U+ S. Przypusémy, ze funkcja taka istnieje®©
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Na mocy 5* istnieje liczba s# > 0 taka, ze zbidér r(a + b,s*)
jest zawarty wzbiorze S, az 2* wynika, ze zbiér r(a + b,s*)

zawiera punkty (0,-2,0), (0,4,0). Poniewaz jednak z zatozenia

punkty te nalezg do réznych sktadowych zbioru S, to zbior
r(a + b,s*) nie jest spdédjny. Z drugiej strony z 6* i z 3*
wynika, ze zbiodr r(a {t « C>},0) jest spéjny i zawarty w zbio-
rze 3(0) = W11 » o0} + S{t <0}. Poniewaz jednak punkty
(0,0,0), (4,0,0) lezgce w réznych sktadowych zbioru S(0) - b
nalezg na mocy 2* takze do zbioru r(a{t 0),0), to

AN(a{t< 0]1,0).b fi O i tym bardziej r(a,0).b fi O, Lecz na mo-
cy 2 b = r(b,0), wiec zbiory r(a,0), r(b,0) maja punkt
wspoélny, wobec czego z 6* iz 4* wynika, ze zbidér r(a+b,0)
jest spo6jny, azatem z 6**wynika, ze 1 zbidr r(a + b,s*)
jest spoéjny. Otrzymana sprzecznos$¢ dowodzi (j).

Dla dowodu (jj) rozwazmy rodzine F zredukowang do zbioru
wW{t <2), ktory zawiera okregi a i b. W dowodzie wtasnosci
(j) wykazalismy, ze . r(a,0).b fi 0. Oznacza to, ze nie
istnieje funkcja I'(<*',s) typu Qi wymiatajgca zbior a na
5(2) w obrebie zbioru W{t « 2} - b, a poniewaz rodzina F.

zredukowana do zbioru W{t « 2} nie zawiera krzywych asympto-
tycznych, to z twierdzenia (13,2) wynika (jj)-
Dla przyktadu 03,1) mozna otrzymaé¢ wynik doktadniejszy,

a mianowicie: albo istnieje Kkrzywa asymptotyczna rodziny F

majagca punkty w zbiorach a i b, albo ze zbioru a + b wy-
chodzg co najmniej dwie krzywe asymptotyczne. Istotnie, oznacz-
my przez | krzywg rodziny F 0o poczagtku w zbiorze a i kon-
cu w zbiorze b, ktdédrej istnienie wynika z (jj)- Ze zbioru

a + b + 1 mozna utworzy¢ dwa tuki o koncach (0,-2,C), (0,4,C),
ktérych czeécig wspolng jest krzywa 1 oraz punkty (0,-2,0),
(0.4 ,¢). /| sposob podobny, jak przy dowodzie (J) mozna wy-
zg¢, ze nie istnieje funkcja r(of,s) typu G wymiatajaca
ktérykolwiek z tych tukéw na S w obrebie zbioru u + 3, Wo-

bec czegodla dowodu wystarczy zastosowac¢ twierdzenie (13,2)

dwa razy,do kazdego z tych tukdéw z osobna *\

-k.)
Przyktad (13,1) wykorzystalismy dla zilustrowania twierdzenia (13.2),

chociaz wyniki, jakie uzyskalismy mozna by.." otrzyma¢ stosujac tylko
twierdzenie (9,2) 1 pewne rozumowanie, przy ktorym wykorzystuje sie
uwage (9,1).
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W przyktadzie (33,2) mozna byto takze przyjac¢ zatozenie
ZOF zamiast Z-jF zaktadajgc tym razem, ze punkty (0,-2,0),,
(0,4,0) nalezg do roznych skitadowych zbioru T. W tym przy-
padku w dowodzie wtasnos$ci (i), (i1) opieramy sie na twier-

dzeniu (13,2")«
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Sur certaines familles de courbes en relation avec

la théorie des équations différentielles ordinaires

Soit Dg un espace métrique dans lequel les sphéres fermées sont
compactes, D = (-o00. ot) xDg [I’espace des points ou xcDg et
t est un nombre réel,W un ensemble (nhon vide) contenu dans D, U =
= Int W, R = W.Front W et supposons que 1l*ensemble ¥ - Front W - R
soit fermé - hypothése Zy

Par oourbe on entendra toujours un arc X » t), ou t parcourt
un intervalle A et la fonction '?(t), a valeurs dans l’espace Do,
est supposée continue. Lorsque l1’intervalle -1 est borné et fermé, la
courbe sera dite du type L. Lorsque A m <t],tg> ou -1 =, ),
t~~ 00 * je dirai que la courbe est issue du point(t®, 77(t.j)), ori-
gine de la courbe. Dans le premier cas le point (t, /"(Jty)) sera appe-
1é extrémité de la courbe. J’appellerai éléments du type L les courbes
du type L et les points de I1’ensemble W.

Un ensemble F forméd’éléments contenus dans W, sera appelé fa-
mille du type F sil® tout point de W appartient a F, 2° toute
courbe 1, qui estcontenue dansune courbe appartenant aF ou est la
somme de deux éléments de ?, appartient a la famille F et il en est
de méme lorsque toute portion de lacourbe I, quiest une courbe du
type L appartient a F, 3° étantdonné une suite d’éléments de
1’ensemble F, du type L, contenue dans un sous-ensemble compact de
I’ensemble W, on peut toujours en extraire une suite partielle con-
vergente vers un élément de I’ensemble F du type L, la convergence

étant entendue comme la convergence (au sens de Hausdorff) d’une suite

d’ensembles* * /
Je désigné parS (resp. 1) I ’ensemble des points P appartenant
a W et satisfaisanta la condition qu’il n’existepas de courbes de

la famille F 1issues de P (rosp.issues de P etpénétrant dans
I’intérieur de I’ensemble W).

Par zone d’émis3ion positive Ti(a) de I’ensemble a c W j’entends
I ’ensemble des points situés dans W surles courbes de la famille F,
issues de a; l"ensemble e(a) = E(a).T sera appelé trace d’émission

positive de I1’ensemble a*



Les definitions suivantes interviennent a partir du N°6 du tra-

vail;

4+ ; Si un pointP = appartient a U, il existe un £>0 tel
que I’intersection de I’ensemble E(P) avec tout hyperplan t = t, ou

I
+ £ est un continu.

~27T Si une courbe de la famille P est issue d’un point de I’ensera-

ble U et aboutita un point P" de I’ensemble R, alors Pt T.
Z~: Dans les mémes hypotheses P S .

Je dis que la famille F est du type G (resp. GJ si elle satis-
fait; aux conditions 1°, 2°, 3°» 4+ et Zg (resp. Z"). Toute famil-
le P du type £2, est du type G . La famille de toutes les courbes
intégrales d’un systéme d’équations diffe"rentielles ordinaires du pre-
mier ordre (ou bien d’une équation au paratingent, voir [2]) remplit les
conditions 1°, 2°, 3° et 4*»

Un element de la famille P est dit saturé a droite s’il ne peut
pas se prolonger dans le sens positif de 1’axe +t* Une courbe de la fa-
mille P qui est saturée a droite et n’a pas d’extrémité sera appelée
asymptotique.

Je démontre les propositions suivantes; Si la famille P est du ty-
pe F et s’il n’y a pas de courbes asymptotiques de la famille F»
issues de I’ensemble compact a c¢c W, la zone d’émission E(a) est
compacte (théoreme "4,))). Si la famille F est du type G , s’il
n’existe pas de courbes asymptotiques de la famille F issues de I’en-
semble connexe, a c U + T, alors e(a) est connexe (théoreme (8,3))* La
derniére proposition generalise le théoréme de [6] qui, a son tour,
généralise le théoréme bien connu de H.Kneser,. sur les zones d’émission,
de la théorie des équations différentielles ordinaires.

Or, il en résulte plusieurs conditions suffisantes pour qu’il existe

des courbes asymptotiques de la famille F, issues d’un ensemble donnéf

ou bien des/courbes assujetties a certaines conditions aux limites. Voic
les plus importantes d’elles;

Si la famille F est du type F et I’ensemble a c W est borné et
fermé, mais sa zone d’émission positive E(a) n’est pas fermée ou bien
n’est pas bornée, alors il existe une courbe asymptotique de la famille

F, issue d’un point de I’ensemble a (théoréme (5,2)*
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Si la famille F est du type G et b c w, et si un ensemble
a cU+ T a des points communs avec deux composantes distinctes de
I’ensemble T - b, on a I7une des deux alternatives suivantes; 1Is exi-
ste une courbe asymptotique de la famille F issue de I’ensemble a,
ou bien il existe un élément de la famille F dont l’origine est dans
I’ensemble a et 1’extrémité dans 1’ensemble b (théoréme ,9,1)). En
remplacant G par G, et T par S on en obtient un nouveau théore-
me qui est aussi vrai.

Ces théorémes s’appliquent, en particulier, aux équations différen-
tielles ordinaires remplissant la condition d’unicité des solutions ou
non, aussi bien qu’aux équations au paratingent.

Dans le cas ou la famille F est uniforme a droite, c’est-a-dire si
les courbes de la famille ne .peuvent pas se ramifier a droite, e(P)

est une fontion qui fait correspondre a un point P I"extrémité de la

courbe de la famille F, issue de P. On démontre que, si F est du
type G, , la fonction e(F) est continue dans I’ensemble des points
P eU + S, pour lesquels elle est définie. Il s’ensuit que les théore-
mes contenus dans les travaux [7], [6]1. [2]. [3]1 et [E] s’appliquent

aux familles uniformes a droite du type 6*. J’ai démontré encore un

theoreme se rapportant a ce cas et basé sur la notion d’homotopie* Je

dis qu’un ensemble Z peut étre contracté en un point P dans I’en-

semble B, s"il existe une homotopie H(y,s), ol y= (t,x), telle
que pour y G Z on a H(y,0) =vy, H(y,1) =P, et enoutre H(y,s)GB
pour Os s61. Or, si la famille F du type est uniforme a droi-

te, ac U+ S et b CS, et s’il existe un sous-ensemble Z de
1"ensemble S-b qui ne peut pas étre contracté en unpoint dans S-b,
mais peut étre contracté en un point dans a +S - b, alors il existe
une courbe de la famille F, issue de I’ensemble a et asymptotique
ou bien il existe un élément de la famille F joignant les ensembles
a et b.

Je considere aussi des familles du type G~ ou du type G~ qui de-
viennent des familles du type G ou lorsque I1"on change le sens
de 1’axe t, et je définis d’une maniére convenable la zone d’émission
a gauche E (@ et sa trace e (a), aussi bien que les ensembles S*
et T . Ces notions permettent de formuler des théorémes concernant
les courbes asymptotiques a gauche, ou bien issues de I’ensemble b et

aboutissant a l"ensemble a, tout a fait analogues a ceux que nous

venons d"enoncer. La théorie a ete illustrée de quelques exemples*
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"I’exemple (10,3." montre qu’en appliquant les théorémes (5,2Jou (9, V,
encore d’autres, on peut dans certaines cas constater qu’il existe des
courbes asymptotiques a droite d’une famille du type G ou G~ »
Dans le dernier chapitre, ¢"introduis un nouveau formalisme, basé
sur une sorte de déformation continue d’un ensemble, appelée balayage,
qui se définit de la fagon suivante:
Supposons que R* soit un sous-ensemble de 1’ensemble R et A un
sous-ensemble de 1’ensembleU + R”» Nous dirons que la fonction
ricf,s) est une fonction de balayage du type G* si lesconditions

suivantes sont remplies:

1* La fonction r(oc,s) est définie pour des valeursde I’argument
oc qui sont sous-ensembles de l1’ensemble A et pour desvaleurs quel-
conques du paramétre s, ses valeurs étant sous-ensembles de 1’ensem-

ble A®

2*  r((e~rx-jn~s) = (™x-j) pour s«tl et,si le point(t~x”"eR*,
r((tv x.Ks) = (t”~j ) pour tout s,

3* Si  (t«yx™) n’appartient pas a R* ets>t", alors
r((t~*"x"s) c w:{t = s)+ R*{t.-=t<s), ou W{t =s}désigné 1I’ensemble
des points (t,x) de I1’ensemble W tels que t =s et R*{tg<t<s}
désigne 1’ensemble des points (t,.X) £ R® tels que t~<t<ss

4* r(a,s) =£Jr( (t,x),s)o

(t, xefx

5 Si I’ensemble oc est compact, I’ensemble r(/,s) est aussi

compact et, en outre, il existe un nombre s* tel que r(Crs*) a R® et.

gque pour s»-s* on ait f,s) - SV)o

6 Si I’ensemble oC est connexe, I’ensembler(cx%s) est aussi
connexe 0

7* r(r(offsj)”~Sg) = rf[oc9s2) pour s”"s”™.

8* La fonction r(cC,s) est uniformément continue par rapport a
s dans 1’ensemble de3 sous-ensembles compacts de I’ensemble A, c’est-
a-dire: pour tout >0 et pour tout ensemble compact o cCA, il
existe <f>0 tel que, si \s?fs?\ < J, on ait r{iLtalJ c K(r(of,s2),£),

ou K(y, t) désigne I’entourage de rayon £ de I’ensemble /»



- 48 -

9* La fonction r(oers) est semi=continue supérieurement dans le
sens de l1’inclusion par rapport a ce dans l’ensemble de tous les sous®
ensembles compacts de I1’ensemble A, c’est-a-dire: si o
est une suite descendante d’ensembles compacts, contenus dans I ’ensem-

ble A et non vides, et si TTot"ex, alors on a, pour tout s,
77r(«:~fs) a r{octs).

Dans les mémes hypothéses concernantes les ensembles R* et A,

nous dirons qu’une fonction r(of,s) est une fonction de balayage du

type G,, si elle satisfait aux conditions 1*, 3* - 9 et, au lieu
de 2*, a la condition suivante: 2 G (" %)) ,8) * (E~x™)  pour
s t et, si (], x) £R’, ona @&, x*) £ r( ,S) R 7«

Des fonctions des types G ou G* nous dirons qu’elles balayent
1 ’ensemble A dans lui-méme sur R*» Nous dirons que la fonction
r{o(,s), du type G ou G* , balaye I1’ensemble a sur R’ dans
1 ’ensemble C, s”il existe un ensemble A tel que la fonction
r(c<:, s) le balaye dans lui-méme sur R’ et si, en outre, acAcC.

Je démontre que, si la famille F est du type G~ , si I’ensemble
b cw et I"ensemble a c U + S et s’il n"existe pas de fonction
r(of,s) du type G balayant I’ensemble a sur S dans U+ S - b»
alors il existe une courbe asymptotique de la famille F issue de
I"ensemble a, ou bien un élément de la famille F (oignant 1’ensem-
ble a a I’ensemble b* Si 1’0on remplace G par G et S par T,
le théoréme restera vrai®

Ces théorémes englobent certains cas particuliers ou les théoreémes
mentionnés auparavant ne s"appliquent plus directement. Le balayage du
type G (ou G~) correspondant a une famille du type G- (resp. Cr~)
se définit d’une facon analogue. Si I"on voulait envisager un balayage
dans le cas ou il s’agirait d’une famille du type F la définition
convenable devrait étre bien différente des précédentes et assez compli-

quée, et jJe ne crois pas nécessaire de m’en occuper.
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Wiersz
od gory Jest Ma by¢
od dotu
49 K(yl?r) jest K(y~,r) o $Srodku y1 i
promieniu r jestl
8¢ F F*
39 F y
49 E(r,J)
269 (6,1) i (6,1) (6.1) i (6,2)
159 i (6,4). i przyjetego zatozenia
ZNF .
1g l.Front W{t < t} e I.Front W{t « t},
2g Q1 E (a) Ql e E(a)
39 a ze Q T(t) a ze Qe T (t)
19g Qe £(P) Qe E(P)
11d (01,2) (11,2)
16¢9 na Re na R *»
10d na pewnym elemencie na pewnym elemencie ro-

18¢g

typu

F

dziny F
typu ,T



