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CZESŁAW KLUCZMY 
K a t o w i c e

O PEWNYCH RODZIKACH KRZYWYCH 

W P O W I Ą Z A N I U  Z T E O R I Ą  RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH

1* W p r a c y  [ 7 ]  T . W a ż e w s k i  p o d a ł  m e t o d ę  b a d a n i a  w ł a s n o ś c i  

a s y m p t o t y c z n y c h  i  b r z e g o w y c h  c a ł e k  u k ł a d ó w  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  

z w y c z a j n y c h  o p a r t ą  n a  p o j ę c i u  r e t r a k t u ,  k t ó r e j  u z u p e ł n i e n i o m  

i  m o d y f i k a c j o m  p o ś w i ę c o n y  j e s t  s z e r e g  d a l s z y c h  p r a c  r ó ż n y c h  a u ­

t o r ó w ?  [ i ] ,  [ 6 ] ,  [ 2 ] ,  [ 3 ] ,  [ 4 ] .  W p r a c a c h  t y c h  p o j ę c i e  r e t r a k t u ,  

l e ż ą c e  u  p o d s t a w  m e t o d y  T . W a ż e w s k i e g o  z a s t ę p o w a n o  r ó ż n y m i  p o j ę ­

c i a m i  t o p o l o g i c z n y m i ,  j a k  r e t r a k t  d e f o r m a c y j n y  ą u a s i - i z o t o p o w y

[ 6 ] ,  h o m e o m o r f i z m  [ 3 ] ,  h o m o t o p i a  [ 4 ] .  W s z y s t k i e  t e  t e o r i e  b ę ­

d z i e m y  d l a  p r o s t o t y  n a z y w a l i  r e t r a k t o w y m i .

P o d s t a w o w e  t w i e r d z e n i a  w y s t ę p u j ą c e  w r ó ż n y c h  w a r i a n t a c h  m e ­

t o d y  r e t r a k t o w e j  p o d p a d a j ą  p o d  p e w i e n  o g ó l n y  s c h e m a t ,  k t ó r y  

m o ż n a  p o m i j a j ą c  n i e i s t o t n e  s z c z e g ó ł y  s f o r m u ł o w a n i a  p r z e d s t a w i ć  

n a s t ę p u j ą c o .

N a p i s z m y  w p o s t a c i  w e k t o r o w e j

/ A /  x '  =  f ( t , x )

u k ł a d  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  z w y c z a j n y c h ,  g d z i e  p r a w a  s t r o n a  

f ( t , x )  j e s t  f u n k c j ą  w e k t o r o w ą  o k r e ś l o n ą  i  c i ą g ł ą  w p e w n y m  

z b i o r z e  W z a w a r t y m  w p r z e s t r z e n i  ( n  +  1 ) - w y m i a r o w e j .  W n ę t r z e  

z b i o r u  W o z n a c z a m y  p r z e z  U i  p r z y j m u j e m y ,  ż e  R =  W . F r o n t  W* 

Z a k ł a d a m y ,  ż e  z b i ó r  F r o n t  W -  R j e s t  d o m k n i ę t y .  P o n a d t o  z a ­

k ł a d a m y ,  ż e  z b i ó r  Z z a w i e r a  s i ę  w z b i o r z e  W, O t ó ż ,  p r z y  

p e w n y c h  m n i e j  l u b  w i ę c e j  k r ę p u j ą c y c h  z a ł o ż e n i a c h  oc o l o k a l ­

n y m  z a c h o w a n i u  s i ę  c a ł e k  w c z ę ś c i  b r z e g o w e j  z b i o r u  W i  p r z y  

p e w n y c h  z a ł o ż e n i a c h  fi c h a r a k t e r y z u j ą c y c h  t o p o l o g i c z n i e  p r z y  

p o m o c y  r e t r a k t u ,  h o m o t o p i i  i t p .  p o ł o ż e n i e  z b i o r u  Z w z g l ę d e m  

z b i o r ó w  U i  R ,  i s t n i e j e  z a w s z e  t a k i  p u n k t  z b i o r u  Z ,  z  k t ó ­

r e g o  w y c h o d z i  c a ł k a  a s y m p t o t y c z n a  w p r a w o ,  t o  j e s t  w y s y c o n a  n a  

p r a w o  w z g l ę d e m  z b i o r u  W,  l e c z  c a ł k o w i c i e  z a w a r t a  w z b i o r z e  U ,
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W l i c z n y c h  z a s t o s o w a n i a c h  m e t o d y  r e t r a k t o w e j  p r o b l e m  b a d a n i a  

w ł a s n o ś c i  a s y m p t o t y c z n y c h  c a ł e k  u k ł a d u  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  

l u b  t e ż  p r o b l e m y  b r z e g o w e  d l a  t a k i e g o  u k ł a d u  s p r o w a d z a j ą  s i ę  

d o  d o w o d u  i s t n i e n i a  c a ł k i  a s y m p t o t y c z n e j  (w  s e n s i e  w y ż e j  o k r e ­

ś l o n y m ) ,  w y c h o d z ą c e j  z e  z b i o r u  Z ,  a  c a ł a  t r u d n o ś ć  p o l e g a  n a  

s t o s o w n y m  o k r e ś l e n i u  z b i o r ó w  W i  Z o r a z  n a  s p r a w d z e n i u ,  c z y  

s p e ł n i o n e  s ą  w y m a g a n e  z a ł o ż e n i a  cc 1 3 .  S p r a w d z a n i e  z a ł o ż e ń .  

cc ma c h a r a k t e r  r a c z e j  r a c h u n k o w y ,  g d y ż  r o l ę  d e c y d u j ą c ą  o d g r y ­

w a  t u  k s z t a ł t  p r a w e j  s t r o n y  r ó w n a n i a  / 1 / .  S p r a w d z a n i e  w a r u n ­

k ó w  ,3 w y m a g a  z n a j o m o ś c i  o d p o w i e d n i c h  t w i e r d z e ń  t o p o l o g i c z n y c h ,  

c o  p o z a  n a j p r o s t s z y m i ,  t r y w i a l n y m i  p r z y p a d k a m i  m o ż e  b y ć  n a d e r  

k ł o p o t l i w e ,  d l a t e g o ,  ż e  i d z i e  t u  o  t w i e r d z e n i a  t o p o l o g i c z n e  

b a r d z o  s p e c j a l n e ,  k t ó r y c h  p r z y g o t o w a n i e  m o ż e  s t a n o w i ć  s a m o  

w s o b i e  n i e  ł a t w y  p r o b l e m ,  Z d r u g i e j  s t r o n y  o k a z u j e  s i ę ,  ż e  

w t y c h  n a j p r o s t s z y c h  t y p o w y c h  p r z y p a d k a c h  m o ż n a  s i ę  z w y k l e  

o b e j ś ć  b e z  w i ę k s z e g o  a p a r a t u  t o p o l o g i c z n e g o ,  g d y ż  w y s t a r c z a j ą  

t a k  e l e m e n t a r n e  p o j ę c i a  d o t y c z ą c e  s t r u k t u r y  z b i o r u ,  j a k  d o m k n i ę -  

t o ś ć ,  o g r a n i c z o n o ś ć  i  s p ó j n o ś ć .  J e d n y m  z  c e l ó w  n i n i e j s z e j  p r a ­

c y  b ę d z i e  w ł a ś n i e  w y k a z a n i e  u ż y t e c z n o ś c i  t y c h  n a j p r o s t s z y c h  

ś r o d k ó w  w z a g a d n i e n i a c h ,  d o  k t ó r y c h  z w y k ł o  s i ę  s t o s o w a ć  m e t o d y  * 

r e t r a k t o w e .

M e t o d a  r e t r a k t o w a  w p i e r w o t n e j  s w e j  p o s t a c i  [ 7 ]  s t o s o w a ł a  

s i ę  d o  r ó w n a ń  s p e ł n i a j ą c y c h  w a r u n e k  j e d n o z n a c z n o ś c i ,  c h o c i a ż  

t w ó r c a  j e j  T . W a ż e w s k i  w s k a z a ł ,  j a k  r n o ż n a  p r z y  j e j  p o m o c y  a t a ­

k o w a ć  p o ś r e d n i o  r ó w n i e ż  r ó w n a n i a  n i e  s p e ł n i a j ą c e  t e g o  w a r u n k u .  

P r a c e  A . B i e l e c k i e g o  [ 2 ] ,  [ 3 ]  d o t y c z y ł y  r ó w n a ń  n i e j e d n o z n a c z ­

n y c h ,  a  n a w e t  o g ó l n i e j s z y c h  j e s z c z e  r ó w n a ń  p a r a t y n g e n s o w y c h .  

W y n i k i  s w o j e  b ę d ą c e  u o g ó l n i e n i e m  w y n i k ó w  z a w a r t y c h  w p r a c a c h  

[ 7 ]  i  [ 6 ]  u z y s k a ł  o n  s t o s u j ą c  m e t o d ę  t z w ,  r e g u l a r y z a c j i  p o l e ­

g a j ą c ą  n a  z a s t ą p i e n i u  r o z w a ż a n e g o  r ó w n a n i a  r ó w n a n i e m  b a r d z o  

r e g u l a r n y m  w p e w n y m  p o d z b i o r z e  z b i o r u  W i  z a c h o w u j ą c y m  

i s t o t n e  w ł a s n o ś c i  d a n e g o  r ó w n a n i a  w p u n k t a c h  z b i o r u  b r z e g o w e g o  

R .  W i s t o c i e  w i ę c  r z e c z y  i  t e n  a u t o r  s t o s o w a ł ,  m e t o d y  t o p o l o ­

g i c z n e  d o  r ó w n a ń  j e d n o z n a c z n y c h ,  *

I n n y m  c e l e m  n i n i e j s z e j  p r a c y  j e s t  z b u d o w a n i e  t a k i e g o  a p a r a ­

t u  t o p o l o g i c z n e g o ,  k t ó r y  t y  b e z p o ś r e d n i o  s t o s o w a ł  s i ę  t a k ż e  d o  

r ó w n a ń  n i e j e d n o z n a c z n y c h ,  W p r o s t y c h  p r z y p a d k a c h  w y s t a r c z a j ą



j u ż  e l e m e n t a r n e  ś r o d k i ,  o  k t ó r y c h  w y ż e j  w s p o m n i a ł e m « ,  C h o d z i ł o  

m i  j e d n a k  o  z b u d o w a n i e  f o r m a l i z m u ,  k t ó r y  b y  o b e j m o w a ł  t a k ż e  p r z y ­

p a d k i  b a r d z i e j  s k o m p l i k o w a n e  i  t a k i e ,  g d z i e  z e  w z g l ę d u  n a  n i e -  

j e d n o z n a c z n o ś ó  r ó w n a n i a  n i e  m a j ą  z a s t o s o w a n i a  p o j ę c i a  r e t r a k t u ,  

h o m o t o p i i  i t p © W t y m  c e l u  d e f i n i u j ę  p o j ę c i e  t z w .  w y m i a t a n i a ,  

k t ó r e  w p r z y p a d k u  j e d n o z n a c z n o ś c i  s p r o w a d z a  s i ę  d o  s p e c j a l n e g o  

t y p u  h o m o t o p i i  i  n a  n i m  o p i e r a m  n o w y  w a r i a n t  " m e t o d y  r e t r a k t o -  

w e j " .

D a l s z y m  c e l e m  n i n i e j s z e j  p r a c y  j e s t  o s ł a b i e n i e  w s t o s u n k u  

d o  p r a c  c y t o w a n y c h  w a r u n k ó w  < x .  W s z c z e g ó l n o ś c i  w a r u n e k  T . W a -  

ż e w s k i e g o  w y k l u c z a j ą c y  t z w „  p o ś l i z g i  w e w n ę t r z n e  m o ż e  b y ó  z a ­

s t ą p i o n y  w a r u n k a m i  m n i e j  k r ę p u j ą c y m i ®  W z w i ą z k u  z  t y m  o k a z a ł o  

s i ę  c e l o w e  z m o d y f i k o w a n i e  p o j ę c i a  c a ł k i  a s y m p t o t y c z n e j ,  a  m i a ­

n o w i c i e  d e f i n i u j ę  j ą  j a k o  c a ł k ę  r ó w n a n i a  /A /  w y s y c o n ą  n a  p r a w o  

w z g l ę d e m  z b i o r u  W i  o k r e ś l o n ą  w p r z e d z i a l e  z  p r a w e j  s t r o n y  

o t w a r t y m ®  T a k  u o g ó l n i o n a  c a ł k a  a s y m p t o t y c z n a  n i e  m u s i  l e ż e d  

c a ł k o w i c i e  w e  w n ę t r z u  z b i o r u  W®

P r z y  z a ł o ż e n i a c h  n i e c o  s i l n i e j s z y c h ,  w s z c z e g ó l n o ś c i  p r z y  

t y c h ,  k t ó r e  p r z y j m o w a n o  w c y t o w a n y c h  p r a c a c h  o b i e  d e f i n i c j e  

c a ł k i  a s y m p t o t y c z n e j  w y c h o d z ą  n a  t o  s a m o «

W b a d a n i a c h  b ę d ą c y c h  p r z e d m i o t e m  t e j  p r a c y  n i e  j e s t  i s t o t n e  

t o ,  ż e  r o z w a ż a n e  k r z y w e  s ą  c a ł k a m i  j a k i e g o ś  u k ł a d u  r ó w n a ń  r ó ż ­

n i c z k o w y c h .  I s t o t n e  s ą  t y l k o  p e w n e  w ł a s n o ś c i  t o p o l o g i c z n e  r o ­

d z i n y  t y c h  c a ł e k ,  d l a t e g o  u j ą ł e m  r z e c z  a b s t r a k c y j n i e ,  r o z w a ż a ­

j ą c  r o d z i n y  k r z y w y c h  c z y n i ą c e  z a d o ś ó  p o s t u l a t o m ,  o d p o w i a d a j ą ­

c y m  n i e k t ó r y m  w ł a s n o ś c i o m  r o d z i n  c a ł e k  r ó w n a n i a  / 1 / 0 D z i ę k i  

t e m u  d o w i e d z i o n e  w t e j  p r a c y  t w i e r d z e n i a  m o g ą  b y ó  s t o s o w a n e  d o  

p e w n y c h  u o g ó l n i e ń  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  np® d o  r ó w n a ń  p a r a t y n -  

g e n s o w y c h .

N i e c o  i n n y  c h a r a k t e r  ma t w i e r d z e n i e  ( 1 1 , 2 ) ,  o d n o s z ą c e  s i ę  

d o  p r z y p a d k u ,  g d y  r o z w a ż a n a  r o d z i n a  k r z y w y c h  s p e ł n i a  w a r u n e k  

j e d n o z n a c z n o ś c i  o d p o w i e d n i o  s f o r m u ł o w a n y ,  d z i ę k i  c z e m u  m o g ł e m  

t u  z a s t o s o w a ć  k l a s y c z n e  p o j ę c i e  h o m o t o p i i ®  T w i e r d z e n i e  t o  w z a ­

s t o s o w a n i a c h  m o ż e  z a s t ą p i ć  t w i e r d z e n i e  " r e t r a k t o w e "  z  p r a c y  [ 7 ] ®

2 *  N i e c h  D o z n a c z a  p r z e s t r z e ń  m e t r y c z n ą  z u p e ł n ą ,  w k t ó ­

r e j  k u l e  d o m k n i ę t e  s ą  z w a r t e ,  x  p u n k t  t e j  p r z e s t r z e n i ,  

ę ( x ^ ,  x ^ )  o d l e g ł o ś ć  p u n k t ó w  x ^  i  x ? ® O k r e ś l a m y  D j a k o  p r z e -
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s t r z e ń  p u n k t ó w  y  = ( t , x )  t a k i c h ,  ż e  x  e  D Q ,  - = ° < t <  + ° ° .  

P r z e z  o d l e g ł o ś ć  d ( y 1 s , y 2 )  p u n k t ó w  y 1 =  ( t 1 , x i ) ,  y 2  = C t 2 , x 2 )  

p r z e s t r z e n i  D r o z u m i e m y  m a x  j | t .  -  t J  ,  o ( x .  , x 0 . ) } •  W y n i k a
. H i ^ m Ć , r  1 -  Ł -

s t ą d ,  ż e  k u l a  K ( y 1 , r A y j e s t  Z b i o r e m  p u n k t ó w  ( t , x )  t a k i o h ,  

ż e  | t  -  t . j | < r  i  ^ ( x , .  x ^ ) < r ,  W p r z e s t r z e n i  D ,  k t ó r a  j e s t  p r z e ­

s t r z e n i ą  m e t r y c z n ą  i  z u p e ł n ą ,  p o d o b n i e  j a k  w p r z e s t r z e n i  D Q ,  

k a ż d y  z b i ó r  d o m k n i ę t y  i  o g r a n i c z o n y  j e s t  z w a r t y ,  /  i  n a  o d w r ó t ,  

k a ż d y  z b i ó r  z w a r t y  j e s t  d o m k n i ę t y  i  o g r a n i c z o n y / .

D l a  w y g o d y  p r z y j m u j e m y  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a .  J e ż e l i  Z 

j e s t  d o w o l n y m  p o d z b i o r e m  p r z e s t r z e n i  D ,  t o  p r z e z  z j t  <  ?} r o ­

z u m i e ć  b ę d z i e m y  z b i ó r  w s z y s t k i c h  p u n k t ó w  ( t , x )  n a l e ż ą c y c h  d o  

z b i o r u  Z ,  d l a  k t ó r y c h  j e s t  t  <  r  .  A n a l o g i c z n e  z n a c z e n i a  m a j ą  

s y m b o l e  z { t * r )  ,  Z { t ^  ■< t  <  t 2 } ,  Z ( t e ^ ) ,  g d z i e  A o z n a ­

c z a  p e w i e n  p r z e d z i a ł  z m i e n n e j  t  i t p ,

W p r a c y  n i n i e j s z e j  p o j ę c i e  k r z y w e j  j e s t  r o z u m i a n e  s t a l e  

w s e n s i e  n a s t ę p u j ą c e j  d e f i n i c j i .

D e f i n i c  j a  ( 2 , 1 ) .  J e ż e l i  r/ ( t )  j e s t  f u n k c j ą  o k r e ­

ś l o n ą  i  c i ą g ł ą  w p e w n y m  p r z e d z i a l e  A z m i e n n e j  t  d o m k n i ę t y m  

l u b  o t w a r t y m ,  s k o ń c z o n y m  l u b  n i e s k o ń c z o n y m  i  o  w a r t o ś c i a c h  z  

p r z e s t r z e n i  DQ ,  t o  z b i ó r  p u n k t ó w  ( t ,  < i P ( t ) ) { t  e a ) / c z y t a j : o g ó ł  

t a k i c h  p u n k t ó w  ( t ,  f ( t ) ) ,  ż e  t e A  /  n a z y w a m  k r z y w ą ,  a  z e s p ó ł  

s y m b o l i  x  =  ^ ( t ) ,  t  r ó w n a n i e m  t e j  k r z y w e j .  J e ż e l i  

t o  o  k r z y w e j  ( t ,  ? ( t ) ) { t  m ó w i m y ,  ż e  j e s t  c z ę ś c i ą  k r z y ­

w e j  ( t , cP ( t ) ) { t  £  A j o d p o w i a d a j ą c ą  p r z e d z i a ł o w i  A y  J e ż e l i  

A =  <t1 f t p> l u b  A = < t 1 f t 2 ) ,  / - o o < t ^ < t 2< + ° ° / ,  t o  o  k r z y w e j

m ó w i ę ,  ż e  w y c h o d z i  z  p u n k t u  ( t ^ » ^ ( t ^ ) ) ,  k t ó r y  n a z y w a m  p o c z ą t ­

k i e m  k r z y w e j .  A n a l o g i c z n i e  o k r e ś l a m y  k o n i e c  k r z y w e j .

D e f i n i c  j a  ( 2 , 2 ) .  K r z y w ą  o r ó w n a n i u  x  =  ^ ( t ) ,  t  e A
n a z y w a m y  k r z y w ą  t y p u  L ,  j e ż e l i  A j e s t  p r z e d z i a ł e m  s k o ń c z o ­

n y m  p o s t a c i  < t 1 , t 2 > .  K r z y w e  t y p u  L  o r a z  p u n k t y  o b e j m u j e m y  

w s p ó l n ą  n a z w ą  e l e m e n t ó w  t y p u  L .  O e l e m e n c i e  t y p u  L ,  k t ó r y  

j e s t  p u n k t e m  m ó w i m y ,  ż e  m a  p o c z ą t e k  i  k o n i e c  w t y m  p u n k c i e .

D e f i n i c j a  ( 2 , 3 ) .  M ó w i m y ,  ż e  z b i ó r  F ,  k t ó r e g o

k a ż d y  e l e m e n t  j e s t  b ą d ź  k r z y w ą  z a w a r t ą  w z b i o r z e  W b ą d ź  p u n k ­

t e m  ż b i o r u  W, j e s t  r o d z i n ą  t y p u  S  o k r e ś l o n ą  w z b i o r z e  W,  

j e ż e l i  s ą  s p e ł n i o n e  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i  ( p o r » [ 9 J ) :

1 °  P u n k t y  z b i o r u  W s ą  e l e m e n t a m i  z b i o r u  F ,
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2°  K a ż d a  k r z y w a ,  k t ó r a  j e s t  c z ę ś c i ą  p e w n e j  k r z y w e j  z b i o r u

F l u b  s u m ą  d w ó c h  e l e m e n t ó w  z b i o r u  F ,  n a l e ż y  d o  z b i o r u  F*'.  

P o n a d t o ,  j e ż e l i  k a ż d a  c z ę ś ć  k r z y w e j  I  b ę d ą c a  k r z y w ą  t y p u  L  

n a l e ż y  d o  z b i o r u  F ,  t o  i  k r z y w a  I  n a l e ż y  d o  z b i o r u  F .

3 C J e ż e l i  W* j e s t  p o d z b i o r e m  z w a r t y m  z b i o r u  W, a  F *  

o z n a c z a  p o d z b i ó r  z b i o r u  F ,  d o  k t ó r e g o  n a l e ż ą  w s z y s t k i e  e l e ­

m e n t y  t y p u  I ,  z a w a r t e  w z b i o r z e  W* i  t y l k o  t a k i e ,  t o  z b i ó r  

F  j e s t  z w a r t y ,  i n a c z e j  m ó w i ą c ,  z  k a ż d e g o  c i ą g u  e l e m e n t ó w  t y p u  

L n a l e ż ą c y c h  d o  z b i o r u  F  i  z a w a r t y c h  w p o d z b i o r z e  z w a r t y m  

z b i o r u  W m o ż n a  w y b r a ó  p o d c i ą g  z b i e ż n y  d o  p e w n e g o  e l e m e n t u  

z b i o r u  F  t y p u  L ,  p r z y  c z y m  z b i e ż n o ś ć  c i ą g u  z b i o r ó w  z w a r t y c h  

r o z u m i e m y  t u  w e d ł u g  n a s t ę p u j ą c e j  d e f i n i c j i .

D e f i n i c j a  ( 2 , 4 ) .  C i ą g  z b i o r ó w  I 1 ,  I 0 j e s t  z b i e ż ­

n y  d o  z b i o r u  I ,  j e ż e l i  d l a  k a ż d e g o  £ =» O i s t n i e j e  l i c z b a  

N t a k a ,  ż e  d l a  n >  N j e s t  I n  <= K ( l , 6 ‘ )  o r a z  I  c :  K ( l n , £ ) ,  

g d z i e  K ( a ,  £.) o z n a c z a  o t o c z e n i e  £  - o w e  z b i o r u  A .

S y m b o l e m  Z ^ F  b ę d z i e m y  o z n a c z a l i  z a ł o ż e n i e ,  ż e  z b i ó r  F

j e s t  r o d z i n ą ,  t y p u  JT o k r e ś l o n ą  w z b i o r z e  W. W d a l s z y c h  r o z ­

w a ż a n i a c h  p r z y j m u j e m y  t o  z a ł o ż e n i e .

T w i e r d z e n i e  ( 2 , 1 ) .  J e ż e l i  z b i ó r  WQ j e s t  p o d ­

z b i o r e m  z w a r t y m  z b i o r u  W, a  F Q o z n a c z a  z b i ó r  e l e m e n t ó w  r o ­

d z i n y  F  z a w a r t y c h  w z b i o r z e  W0 ,  t o  k r z y w e  z b i o r u  F Q s ą

j e d n a k o w o  c i ą g ł e .

D o w ó d .  P r z y p u ś ć m y ,  ż e  k r z y w e  z b i o r u  F 0 n i e  s ą  j e d n a ­

k o w o  c i ą g ł e .  W t a k i m  r a z i e  i s t n i e j ą :  l i c z b a  d o d a t n i a  £  ,  o i ą g

f u n k c j i  4 >m( t )  i  c i ą g  p r z e d z i a ł ó w  <( t 1rn,  t ! ? ) >  t a k i e ,  ż e

0  <  t g  -  a  r ó w n a n i e  x  =  t ®  =£ t  t | l j e s t  r ó w n a ­

n i e m  pewnej k r z y w e j  I m r o d z i n y  F ,  a  p o n a d t o

-  y m ( t “ ) | > £  / m  =  1 , 2 , . . . . / .

P o n i e w a ż  k r z y w e  I m s ą  z a w a r t e  w z b i o r z e  W ,  k t ó r y  j e s t  

z w a r t y  i  lY c  W,  t o  z  w ł a s n o ś c i  3 °  r o d z i n y  F  w y n i k a ,  ż e

W s z c z e g ó l n o ś c i  s u m a  k r z y w e j  należącej d o  s ’o x o r u  F \  p u m c t u  n a -  
c e g c  do zbioru W należy d o  z b i o r u  F ,  o i l e  t y l k o  t a  sum a j e s t  
krzywą.
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m . mk
z  c i ą g u  I  m o ż n a  w y b r a ć  p o d c i ą g  I  z b i e ż n y  d o  p e w n e g o  e l e ­

m e n t u  I  t y p u  L  r o d z i n y  F Q.  P o ł ó ż m y :

r/ > ra( t ® )  =  x m ,  ' A t p  =  x ra,  l i m j t ^  =  t 1 ?

rak  mk  - mv
l i m  t P =  t p f  l i m  x  =  x ,  l i m  x  =  x .
]{—— c o  c o  00

P u n k t y  ( t . j ,  x ) ,  ( t 2 ,  x )  l e ż ą  n a  e l e m e n c i e  I .  Z d r u g i e j  s t r o ­

n y  z  n i e r ó w n o ś c i :

m k mk 1 i-m k mki
0  <  t ^  -  t 1 ł c <  ~  ,  j x  -  x  k  | -> £

w y n i k a ,  ż e  t 2  =  t ^  i  | x  -  x | » £ , w o b e c  c z e g o  z b i ó r  z a w i e r a j ą c y

p u n k t y  ( t 1 ?  x ) ,  ( t 2 ,  x )  n i e  m o ż e  b y ć  e l e m e n t e m  r o d z i n y  F  .

O t r z y m a n a  s p r z e c z n o ś ć  s t a n o w i  d o w ó d  t w i e r d z e n i a  ( 2 , 1 ) .

3 .  D e f i n i c j a  ( 3 , 1 ) .  P u n k t  z b i o r u  W, k t ó r y  n i e  

j e s t  p o c z ą t k i e m  ( k o ń c e m )  ż a d n e j  k r z y w e j  r o d z i n y  F  n a z y w a ć  b ę ­

d z i e m y  p u n k t e m  k o ń c o w y m  p r a w y m  ( l e w y m ) ,  a  z b i ó r  w s z y s t k i c h  t a ­

k i c h  p u n k t ó w  o z n a c z a ć  s y m b o l e m  S  ( s y m b o l e m  S _ )«

D e f i n i c j a  ( 3 , 2 ) .  M ó w i m y ,  ż e  e l e m e n t  I  r o d z i n y

F  d a j e  s i ę  p r z e d ł u ż y ć  w p r a w o  (w  l e w o ) ,  j e ż e l i  i s t n i e j e  k r z y ­

w a  I 1 r o d z i n y  F  t a k a ,  ż e  I  c  1  i  i s t n i e j e  p u n k t  n a l e ­

ż ą c y  d o  k r z y w e j  1^ o w s p ó ł r z ę d n e j  c z a s o w e j  t  w i ę k s z e j  

( m n i e j s z e j )  o d  w s p ó ł r z ę d n e j  c z a s o w e j  d o w o l n e g o  p u n k t u  e l e m e n ­

t u  I .

D e f i n i c j a  ( 3 , 3 ) .  E l e m e n t  I  r o d z i n y  F  n a z y w a m y  

w y s y c o n y m  w p r a w o  ( w  l e w o ) ,  j e ż e l i  e l e m e n t  I  n i e  d a  s i ę  

p r z e d ł u ż y ć  w p r a w o  ( w  l e w o ) .

T w i e r d z e n i e  ( 3 , 1 ) .  J e ż e l i  e l e m e n t  I  ma k o n i e c

( p o c z ą t e k )  w p u n k c i e ,  k t ó r y  n i e  n a l e ż y  d o  z b i o r u  S  ( d o  z b i o r u

S ~ ) ,  t o  e l e m e n t  I  d a j e  s i ę  p r z e d ł u ż y ć  w p r a w o  ( w  l e w o ) .

T w i e r d z e n i e  t o  w y n i k a  o d  r a z u  z  o k r e ś l e n i a  z b i o r ó w  8  i  S ~  

i  z  w ł a s n o ś c i  2 °  r o d z i n y  F .
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T w i e r d z e n i e  ( 3 , 2 ) .  J e ż e l i  k r z y w a  I  n i e  j e s t  

t y p u  Ł ,  a l e  z a w i e r a  s i ę  w p o d z b i o r z e  z w a r t y m  W z b i o r u  W,

t o  i s t n i e j e  k r z y w a  r o d z i n y  F  t y p u  L  b ę d ą c a  p r z e d ł u ż e n i e m  

k r z y w e j  I .

D o w ó d .  P r z y p u ś ó m y ,  ż e  k r z y w a  I  ma r ó w n a n i e  x  =  ' p ( t ) ,

t 1 < t < t 2  i  I  c  w 0 .  I s t n i e j e  c i ą g  l i c z b  t q9 t j [ 9    t a ­

k i ,  ż e  »  T0 <  . . .  i  l i r n ^  ? n  -  t 2 .  N i e c h  l n  o z n a c z a

c z ę ś ó  k r z y w e j  I  o d p o w i a d a j ą c ą  p r z e d z i a ł o w i  < t  , j ,  T n > ,  n = 1 , 2 . . . .  

3  w ł a s n o ś c i  3 °  r o d z i n y  F  w y n i k a ,  ż e  c i ą g  I 1 ,  j e s t

z b i e ż n y  d o  p e w n e j  k r z y w e j  I Q o k r e ś l o n e j  w p r z e d z i a l e  < t ^ ,  t , , >  

b ę d ą c e j  k r z y w ą  r o d z i n y  F  i  z a w i e r a j ą c e j  k r z y w ą  I .  S t a n o w i  

t o  d o w ó d  t w i e r d z e n i a  d l a  p r z y p a d k u ,  g d y  f u n k c j a  'P ( t . )  j e s t  

o k r e ś l o n a  w p r z e d z i a l e  p o s t a c i  < ( t . j ,  t 2 ) .  W p o z o s t a ł y c h  p r z y ­

p a d k a c h  d o w ó d  j e s t  a n a l o g i c z n y .

Z t w i e r d z e ń  ( 3 , 1 )  i  ( 3 , 2 )  w y n i k a  n a s t ę p u j ą c e  t w i e r d z e ­

n i e .

T w i e r d z e n i e  ( 3 , 3 ) .  E l e m e n t  r o d z i n y  F  o  p o c z ą t ­

k u  ( k o ń c u )  w p u n k c i e  F  j e s t  w y s y c o n y  w p r a w o  ( w  l e w o )  w t e d y  

i  t y l k o  w t e d y ,  g d y  a l b o  ma k o n i e c  w z b i o r z e  S  ( p o c z ą t e k  w 

z b i o r z e  3 “ ) ,  a l b o  n i e  z a w i e r a  s i ę  w ż a d n y m  p o d z b i o r z e  z w a r t y m  

z b i o r u  W. W t y m  d r u g i m  p r z y p a d k u  e l e m e n t  w y s y c o n y  j e s t  k r z y ­

w ą  o k r e ś l o n ą  w p r z e d z i a l e  z  p r a w e j  ( z  l e w e j )  s t r o n y  o t w a r t y m  

l u b  w p r z e d z i a l e  n i e o g r a n i c z o n y m  w p r a w o  ( w  l e w o ) .

D e f i n i c j a  ( 3 , 4 ) .  K r z y w ą  I  r o d z i n y  F  n a z y w a m y  

a s y m p t o t y c z n ą  w p r a w o  ( w  l e w o )  z e  w z g l ę d u  n a  z b i ó r  W*-* ,  j e ż e ­

l i  j e s t  k r z y w ą  w y s y c o n ą  w p r a w o  i  n i e  ma k o ń c a  ( w  l e w o  i  n i e

ma p o c z ą t k u ) ,

2  t w i e r d z e n i a  ( 3 , 3 )  i  d e f i n i c j i  ( 3 , 4 )  w y n i k a  n a s t ę p u j ą c e  

t w i e r d z e n i e ,

• T w i e r d z e n i e  ( 3 , 4 ) .  K r z y w a  r o d z i n y  F  o  p o c z ą t ­

k u  ( k o ń c u )  w p u n k c i e  P  j e s t  a s y m p t o t y c z n ą  w p r a w o  ( w  l e w o )  .

w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  g d y  n i e  z a w i e r a  s i ę  w ż a d n y m  p o d z b i o r z e  

z w a r t y m  z b i o r u  W.

Zwrot "r.e względu na zbiór WM będziemy w dalszym ciągu opuszczali«
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4 ,  D e f i n i c j a  ( 4 , 1 ) .  S t r e f ą  e m i s j i  p r a w e j  ( l e w e j )  

z b i o r u  cc z a w a r t e g o  w z b i o r z e  W n a z y w a m y  z b i ó r  w s z y s t k i c h  

p u n k t ó w  p o ł o ż o n y c h  n a  e l e m e n t a c h  r o d z i n y  F  m a j ą c y c h  p o c z ą t e k  

( k o n i e c )  w z b i o r z e  oc .  S t r e f ę  e m i s j i  p r a w e j  ( l e w e j )  z b i o r u  cc 
o z n a c z a ó  b ę d z i e m y  s y m b o l e m  E ( t r ) ,  / E "  (<•/) / .  S u m ę  S  (c c )  +  £ " ( < * )  

n a z y w a m y  s t r e f ą  e m i s j i  c a ł k o w i t e j  z b i o r u  cc • A n a l o g i c z n i e  

o k r e ś l a m y  s t r e f ę  e m i s j i  p u n k t u .

O g r a n i c z y m y  s i ę  d o  s f o r m u ł o w a n i a  n i e k t ó r y c h  w ł a s n o ś c i  s t r e f y  

e m i s j i  p r a w e j .  P r z y m i o t n i k  " p r a w y ” b ę d z i e m y  o p u s z c z a l i  w s z ę d z i e  

t a m ,  g d z i e  t o  n i e  m o ż e  p r o w a d z i ć  d o  n i e p o r o z u m i e ń .

( i . )  E ( f O  =  S  E ( t ,  x ) ,
' ( t , x )  6cc

( 1 2 )  C r , y )  € E ( ' f ,  ¿ ) j  E ( i ?li )  =  ( ¿ ,  i )  t y l k o  w t e d y ,  g d y  

p u n k t  ( i ,  £ )  e  S ,

( 1 3 )  j e ż e l i  ( r 1 f  j p  g  E ( r , ^ ) ,  t o  E ( ^  ^  )  c  e ( ^ ,  i  ) ,

( 1 4 )  j e ż e l i  ( i t j ,  ^ ) € E ( i , J ) ,  a  t o  i s t n i e ­

j e  t a k i e ,  ż e  ( r 2 , i 2 )  c E ( i , j )  i  ( t , , ^ )  € B ( t ^ , S 2).

W ł a s n o ś c i  ( i ^ )  i  ( i ^ )  w y n i k a j ą  w p r o s t  z  d e f i n i c j i  ( 4 , 1 ) ,

a  p o z o s t a ł e  z  w ł a s n o ś c i  r o d z i n y  F  i  z  u w a g i  n a  t o ,  ż e  p u n k t  

( t , x )  e  E ( t , J )  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  g d y  i s t n i e j e  e l e m e n t  r o ­

d z i n y  F  o  p o c z ą t k u  ( ? , i )  i  k o ń c u  ( t , x ) .

Z ( i 1 )  -  ( i 4 )  ł a t w o  w y n i k a j ą  n a s t ę p u j ą c e  d a l s z e  w ł a s n o ś c i  

s t r e f y  e m i s j i :

E ( o c  +  p )  -  E(oc) + e ( / ? ) j  j e ż e l i  cC cz fi ,

t o  E ( c * )  <= B ( / 0 ) i  a: c  E ( cO ,

( 1 5 )  j e ż e l i  ¡3 c  E ( c c ) ,  t o  E ( y S )  c  g W j  B ( ^ ) ) ‘ E ( « ) -

Z a ł o ż e n i e  Z 1 #  Z b i ó r  W p u n k t ó w  ( t , x )  j e s t  z a w a r t y  

w p r z e s t r z e n i  D .  O z n a c z a m y  U = I n t  W, R *  W * F r o n t  W 

i  z a k ł a d a m y ,  ż e  z b i ó r  V7 =  F r o n t  W -  R j e s t  d o m k n i ę t y .  Z b i ó r  

V  w s z c z e g ó l n o ś c i  m o ż e  b y ć  p u s t y  l u b  i d e n t y c z n y  z  b r z e g i e m  

z b i o r u  W.



1 1

P r z y  t y m  z a ł o ż e n i u ,  k t ó r e  z r e s z t ą  o b o w i ą z u j e  w d a l s z y m  c i ą ­

g u ,  u d o w o d n i m y  t e r a z  t w i e r d z e n i e ,  k t ó r e  o k a ż e  s i ę  p o d s t a w o w y m  

d l a  b a d a n i a  w ł a s n o ś c i  a s y m p t o t y c z n y c h  r o d z i n  t y p u

T w i e r d z e n i e  ( 4 . 1 ) .  P r z y j m i j m y  z a ł o ż e n i e  Z.^o 
J e ż e l i  z b i ó r  cc j e s t  z w a r t y  i  ot c  W, a  z e  z b i o r u  cc n i e  w y ­

c h o d z ą  k r z y w e  a s y m p t o t y c z n e  r o d z i n y  F ,  t o  s t r e f a  e m i s j i  

z b i o r u  c< j e s t  z b i o r e m  z w a r t y m *

D o w ó d .  O b i e r z m y  d o w o l n y  p u n k t  A  i  n i e c h  ,  r 9 . . . . .  

b ę d z i e  c i ą g i e m  r o s n ą c y m  d o  +  00 .  O z n a c z m y  p r z e z  K,. k u l ę
Urn

d o m k n i ę t ą  o ś r o d k u  w p u n k c i e  A i  o  p r o m i e n i u  r ^ .  Z a k ł a d a m y ,  

ż e  l i c z b a  j e s t  t a k  d u ż a ,  ż e  tc c  Z z a ł o ż e n i a  w y ­

n i k a ,  ż e  d O . ' . , ^ )  >  0 .  N i e c h  8 ^ °  • 0 9 b ę d z i e  c i ą g i e m  m a l e ­

j ą c y m  d o  z e r a ,  a  <  d(cc,v)<,  P o ł ó ż m y  WQ -  Kn  -  KO/7,  £ n ) ,

g d z i e  K ( ^ , £ )  o z n a c z a  o t o c z e n i e  o t w a r t e  z b i o r u  ¥  o  p r o m i e ­

n i u  en t n  =  1 , 2 ,  . . .  Z b i ó r  cc j e s t  z a w a r t y  w k a ż d y m  z e  z b i o ­

r ó w  Wn ,  n = 1 , 2 , • • • •  T w i e r d z i m y ,  ż e  i s t n i e j e  t a k i e  m ,  ż e  

E ( c < )  cz w  •  W p r z e c i w n y m  r a z i e  i s t n i a ł b y  o i ą g  

k r z y w y c h  r o d z i n y  F ,  z  k t ó r y c h  k a ż d a  w y c h o d z i ł a b y  z e  z b i o r u  uc, 

a  k r z y w a  I  m i a ł a b y  k o n i e c  n a  b r z e g u  z b i o r u  Wn ,  n = 1 , 2 , o ® .  . 

N i e c h  p u n k t  P n b ę d z i e  p o c z ą t k i e m  k r z y w e j  I  « O z n a c z m y  d l a  

n > k  p r z e z  I  c z ę ś ć  k r z y w e j  I Q z a w a r t ą  w z b i o r z e  Ŵ , i  b ę ­

d ą c ą  k r z y w ą  r o d z i n y  F  o  p o c z ą t k u  w p u n k c i e  P n  i  k o ń c u  l e ­

ż ą c y m  n a  b r z e g u  z b i o r u  N a  m o c y  w ł a s n o ś c i  3 °  r o d z i n y  F

i  z  u w a g i  n a  z w a r t o ś ć  z b i o r u  oc z  c i ą g u  I  m o ż n a  w y b r a ć
i

c o d o l ą g  I  ' t a k i ,  ż e  c i ą g  k r z y w y c h  I  b ę d z i e  z b i e ż n y  d o

1 1
p e w n e j  k r z y w e j  I  r o d z i n y  F  w y c h o d z ą c e j  z  p e w n e g o  p u n k t u  

P  n a l e ż ą c e g o  d o  z b i o r u  ot i  m a j ą c e j  k o n i e c  n a  b r z e g u  z b i o r u  

W , .  Z c i ą g u  I  m o ż n a  w p o d o b n y  s p o s ó b  w y b r a ć  p o d c i ą g  I

t a k i ,  ż e  c i ą g  k r z y w y c h  b ę d z i e  z b i e ż n y  d o  p e w n e j  k r z y w e j
2

I "  r o d z i n y  F  w y c h o d z ą c e j  z  p u n k t u  P  i  m a j ą c e j  k o n i e c  n a  

b r z e g u  z b i o r u  P o s t ę p u j ą c  w p o d o b n y  s p o s ó b  o t r z y m a m y

w k o ń o u  c i ą g  I 1 , I 2 , . . . «  k r z y w y c h  r o d z i n y  F  w y c h o d z ą c y c h  z
Tr

p u n k t u  P ,  t a k i  ż e  k r z y w a  I  d o c i e r a  d o  b r z e g u  z b i o r u

Wjj. ( k  =  1 , 2 , . . . ) ,  a  p o n a d t o  I ' c  I 2  c  . . .  K r z y w a  I  -  1 + i 2+ . . . .

b y ł a b y  n a  m o c y  w ł a s n o ś c i  2 °  r o d z i n y  F  k r z y w ą  r o d z i n y  F ,
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p r z y  c z y m  k r z y w a  t a  n i e  z a w i e r a ł a b y  s i ę  w ż a d n y m  z e  z b i o r ó w  

Wk ,  k  =  1 , 2 , . . .  2i d o m k n i ę t o ś c i  z b i o r u  5-r ( p o r .  z a ł o ż e n i e  

2 ^ )  w y n i k a ,  z e  d o w o l n y  p o d z b i ó r  z w a r t y  z b i o r u  tf z a w i e r a  s i ę  

w k t ó r y m ś  z e  z b i o r ó w  vv'k ,  k  = 1 , 2 . . . . . .  w o b e c  t e g o  k r z y w a  I

n i e  z a w i e r a ł a b y  s i ę  w ż a d n y m  p o d z b i o r z e  z w a r t y m  z b i o r u  u 
i  n a  m o c y  t w i e r d z e n i a  ( 3 , 4 )  b y ł a b y  k r z y w ą  a s y m p t o t y c z n ą .  O t r z y ­

m a n a  s p r z e c z n o ś ć  z  z a ł o ż e n i a m i  t w i e r d z e n i a  ( « + , 1 )  d o w o d z i ,  ż e  

i s t n i e j e  l i c z b a  m t a k a ,  ż e  E ( t < )  c  .  Z n a c z y  t o ,  ż e  

z b i ó r  e ( < * 0  j e s t  o g r a n i c z o n y .  P o z o s t a j e  w y k a z a ć  d o m k n i ę t o ś ć  

z b i o r u  E ( c O .  P o n i e w a ż  E ( cc) c  w ,  t o  E ( c ) c  W* Z b i ó r  

W* W j e s t  p o d z b i o r e m  z w a r t y m  z b i o r u  W. Z a ł ó ż m y ,  ż e  p u n k t

e  e (<v) ,  n  =  1 , 2 , . . . ,  i  l i m  Q =  Q .  W y n i k a  s t ą d ,  ż eAl n  - o o  II

i s t n i e j e  c i ą g  P ,  , ? , > ..................  p u n k t ó w  n a l e ż ą c y c h  d o  z b i o r u  cc

i  c i ą g  k r z y w y c h  , J ? , . . . . .  r o d z i n y  F  t a k i ,  ż e  k r z y w a  J n  

ma p o c z ą t e k  w p u n k c i e  P n  i  k o n i e c  w p u n k c i e  Q .  P o n i e w a ż  

J n  <= f f .Wn ,  n  =  1 , 2 , . . . . ,  t o  z  w ł a s n o ś c i  3 °  r o d z i n y  F  w y ­

n i k a ,  ż e  i s t n i e j e  t a k ż e  k r z y w a  r o d z i n y  F  o  p o c z ą t k u  w p e w n y m  

p u n k c i e  P i  k o ń c u  w p u n k c i e  Q .  P u n k t  P j e s t  p r z y  t y m  

p u n k t e m  s k u p i e n i a  c i ą g u  P ^ , P 2 , « . . *  i  z e  w z g l ę d u  n a  z w a r t o ś ć  

z b i o r u  oc n a l e ż y  d o  cc • Z n a c z y  t o ,  ż e  z e  z b i o r u  i* w y c h o ­

d z i  k r z y w a  r o d z i n y  F  d o  p u n k t u  Q ,  a  z a t e m  p u n k t  Q e E ( < * ) ,  

c z e g o  n a l e ż a ł o  d o w i e ś ć .

Z t w i e r d z e n i a  ( 4 , 1 )  w y n i k a  w s z c z e g ó l n o ś c i ,  ż e  j e ż e l i  

z  p u n k t u  P  n a l e ż ą c e g o  d o  z b i o r u  W n i e  w y c h o d z ą  k r z y w e  

a s y m p t o t y c z n e  r o d z i n y  F ,  t o  s t r e f a  e m i s j i  p u n k t u  P j e s t  

z b i o r e m  z w a r t y m .

T w i e r d z e n i e  ( 4 , 2 ) .  Z p u n k t u  n a l e ż ą c e g o  d o  z b i o ­

r u  W w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  r o d z i n y  F  w t e d y  i  t y l k o  

w t e d y ,  g d y  s t r e f a  e m i s j i  t e g o  p u n k t u  n i e  j e s t  z b i o r e m  z w a r t y m .

D o  w 6 d .  J e ż e l i  p u n k t  P  n a l e ż y  d o  z b i o r u  W i  z b i ó r  

E ( P )  j e s t  z w a r t y ,  a  k r z y w a  I  r o d z i n y  F  w y c h o d z i  z  p u n k t u  

P ,  t o  k r z y w a  I  j e s t  z a w a r t a  w z b i o r z e  E ( P ) ,  k t ó r y  j e s t  

p o d z b i o r e m  z w a r t y m  z b i o r u  W, i  n a  m o c y  t w i e r d z e n i a  ( 3 , 4 )  n i e  

m o ż e  b y ć  k r z y w ą  a s y m p t o t y c z n ą .  T a  u w a g a  ł ą c z n i e  z  t w i e r d z e n i e m

( 4 , 1 )  s t a n o w i  d o w ó d  t w i e r d z e n i a  ( 4 , 2 ) .
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T w i e r d z e n i e  ( 4 , 3 ) .  K a ż d y  p ^ u n k t  z b i o r u  W j e s t  

p o c z ą t k i e m  ( k o ń c e m )  p e w n e g o  e l e m e n t u  r o d z i n y  F  w y s y c o n e g o  

w p r a w o  (w l e w o ) .

D o w ó d .  J e ż e l i  p u n k t  ( r , S )  e W  i  z b i ó r  £ ( r ,  5 )  n i e  j e s t  

z w a r t y ,  t o  n a  m o c y  t w i e r d z e n i a  ( 4 , 2 )  z  p u n k t u  ( f ,  3 )  w y c h o d z i  

k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  i  j a k o  t a k a  j e s t  k r z y w ą  w y s y c o n ą  w p r a w o .  

J e ż e l i  n a t o m i a s t  z b i ó r  E ( v ,  %)  j e s t  z w a r t y ,  t o  i s t n i e j e  p u n k t  

(  r  ,  ^ )  n a l e ż ą c y  d o  E ( i , . j ) ,  t a k i  ż e  l i c z b a  ^  j e s t  n a j ­

w i ę k s z ą  s p o ś r ó d  w s p ó ł r z ę d n y c h  c z a s o w y c h  p u n k t ó w  n a l e ż ą c y c h  d o  

E ( r , j ) .  W o b e c  t e g o  p u n k t  ( ^ ,  ^ )  £ 8  i  I s t n i e j e  e l e m e n t  r o d z i ­

n y  F  o p o c z ą t k u  w p u n k c i e  ( * c , Ś )  i  k o ń c u  w p u n k c i e  (  ^  ,  1  ) .  

E l e m e n t  t e n  n a  m o c y  t w i e r d z e n i a  ( 3 , 3 )  j e s t  e l e m e n t e m  w y s y c o n y m  

r o d z i n y  F .  D o w ó d  d r u g i e j  c z ę ś c i  t w i e r d z e n i a  j e s t  a n a l o g i c z n y .

W n i o s e k  ( 4 , 1 ) .  K a ż d y  e l e m e n t  r o d z i n y  F  m a j ą c y  p o ­

c z ą t e k  ( k o n i e c )  w p u n k c i e  P  j e s t  c z ę ś c i ą  p e w n e g o  e l e m e n t u  w y ­

s y c o n e g o  r o d z i n y  F  o  p o c z ą t k u  ( k o ń c u )  w p u n k c i e  P ,

W n i o s e k  ( 4 , 2 ) .  S t r e f a  e m i s j i  p r a w e j  ( l e w e j )  z b i o r u  

cc j e s t  z b i o r e m  p u n k t ó w  p o ł o ż o n y c h  n a  e l e m e n t a c h  r o d z i n y  F  

m a j ą c y c h  p o c z ą t e k  ( k o n i e c )  w z b i o r z e  cc i  w y s y c o n y c h  w p r a w o  

( w  l e w o ) .

5 .  W d a l s z y m  c i ą g u  z a j m i e m y  s i ę  t w i e r d z e n i a m i  d o t y c z ą c y m i  

i s t n i e n i a  k r z y w e j  a s y m p t o t y c z n e j  r o d z i n y  F .  P r z y p o m i n a m y ,  ż e  

o b o w i ą z u j ą  z a ł o ż e n i a  i  Z ^ F .

T w i e r d z e n i e  ( 5 , 1 ) .  J e ż e l i  z b i ó r  S  c  s~, t o

z  k a ż d e g o  p u n k t u  z b i o r u  W - S  w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  

r o d z i n y  F ,  a  w s z c z e g ó l n o ś c i ,  j e ż e l i  z b i ó r  S  j e s t  p u s t y ,  t o  

z  k a ż d e g o  p u n k t u  z d i o r u  W w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a .

D o  w ó  d .  N a  m o c y  t w i e r d z e n i a  ( 4 , 3 )  z  k a ż d e g o  p u n k t u  z b i o r u  

W -  S  w y c h o d z i  e l e m e n t  w y s y c o n y  r o d z i n y  F ,  a  p o n i e w a ż  3  c S~,  

t o  e l e m e n t  t e n  n i e  ma k o ń c a ,  a  z a t e m  j e s t  k r z y w a  a s y m p t o t y c z ­

n ą  ( w  p r a w o ) .

P r o s t y m  w n i o s k i e m  z  t w i e r d z e n i a  ( 4 , 1 )  j e s t  t w i e r d z e n i e  n a ­

s t ę p u j ą c e  :

T w i e r d z e n i e  ( 5 , 2 ) .  J e ż e l i  z b i ó r  a  z a w a r t y  w

z b i o r z e  W j e s t  z w a r t y ,  l e c z  s t r e f a  e m i s j i  z b i o r u  a  n i e

i
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j e s t  z b i o r e m  z w a r t y m ,  t o  z e  z b i o r u  a  w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o ­

t y c z n a  r o d z i n y  F .

W o b e c  t e g o ,  d l a  d o w o d u ,  ż e  z e  z b i o r u  z w a r t e g o  a  c  W w y c h o ­

d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  r o d z i n y  F ,  w y s t a r c z y  o k a z a ć ,  ż e  

E ( a )  n i e  m o ż e  b y ć  z b i o r e m  z w a r t y m .  U w a g a  t a  p r o w a d z i  d o  n a s t ę ­

p u j ą c e g o  t w i e r d z e n i a .

T w i e r d z e n i e  ( 5 , 3 ) .  Z a ł ó ż m y ,  ż e  r o d z i n a  F  n i e

p o s i a d a  k r z y w y c h  a s y m p t o t y c z n y c h  w l e w o .  J e ż e l i  z b i ó r  W -  S . S ~

j e s t  n i e o g r a n i c z o n y ,  a  z b i ó r  a  = S _ -  S . S "  z a w i e r a  s i ę  w p o d ­

z b i o r z e  z w a r t y m  W* z b i o r u  W, t o  z e  z b i o r u  a  w y c h o d z i  

k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  r o d z i n y  F .

D o w ó d .  W y k a ż e m y  n a j p i e r w ,  ż e  W -  S . S ~ c E ( a ) .  J e ż e l i  

p u n k t  P  e  W, t o  p u n k t  P  j e s t  k o ń c e m  p e w n e g o  e l e m e n t u  I  r o ­

d z i n y  F  w y s y c o n e g o  w l e w o  w z b i o r z e  W, a  p o n i e w a ż  n i e  ma  

k r z y w y c h  a s y m p t o t y c z n y c h  w l e w o ,  t o  e l e m e n t  I  ma p o c z ą t e k  

w z b i o r z e  S ' .  W y n i k a  s t ą d ,  ż e  W c  E ( s - ) ,  a  p o n i e w a ż  

S . S " =  E ( S . S " ) ,  t o  W -  S . S ' c E ( S ' - S , S ' ) .  L e c z  S " - S . S " =  a ,  

z a t e m  W -  S . S - c E ( a )  i  t y m  b a r d z i e j  W -  S . S ~ c E ( w * ) ,  a  p o ­

n i e w a ż  z  z a ł o ż e n i a  z b i ó r  W* j e s t  z w a r t y ,  t o  n a  m o c y  t w i e r d z e ­

n i a  ( 5 , 2 )  z  p e w n e g o  p u n k t u  Q n a l e ż ą c e g o  d o  z b i o r u  W* w y ­

c h o d z i  p e w n a  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  r o d z i n y  F .  P o n i e w a ż

w y k a z a l i ś m y ,  ż e  z  p u n k t u  Q w y c h o d z i  k r z y w a  ( a s y m p t o t y c z n a ) ,  

t o  Q i  S .  W o b e c  t e g o ,  j e ż e l i  Q ^ a ,  / a  =  S~ -  S . S / ,  t o  Q i  S~,  

a  z a t e m  p u n k t  Q j e s t  k o ń c e m  p e w n e j  k r z y w e j  r o d z i n y  F. ,

w y s y c o n e j  w l e w o  i  m a j ą c e j  p o c z ą t e k  w p e w n y m  p u n k c i e  n a ­

l e ż ą c y m  d o  z b i o r u  S " .  P o n a d t o  p u n k t  S ,  a  w i ę c  e a .

S u m a  1^ +  j e s t  k r z y w ą  a s y m p t o t y c z n ą  r o d z i n y  F  w y c h o d z ą ­

c ą  z e  z b i o r u  a .  W t e n  s p o s ó b  t w i e r d z e n i e  ( 5 , 3 )  z o s t a ł o  u d o ­

w o d n i o n e .

K r z y w y c h  a s y m p t o t y c z n y c h  w l e w o  n i e  b ę d z i e  n a  p e w n o  w t y m  

p r z y p a d k u ,  g d y  d l a  k a ż d e g o  t  z b i ó r  W { t  j e s t  z w a r t y  ( l u b  

p u s t y ) .  I s t o t n i e ,  j e ż e l i  p u n k t  ( t  1 , x ^ ) € V 7 ,  t o  k a ż d a  k r z y w a  

r o d z i n y  F ,  k t ó r a  ma k o n i e c  w t y m  p u n k c i e ,  z a w i e r a  s i ę  w z b i o ­

r z e  z w a r t y m  w { t ^ t ^ }  ,  z a t e m  k r z y w a  t a k a  n i e  m o ż e  b y ć  a s y m p t o ­

t y c z n ą .
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Z u w a g i  t e j  i  z  t w i e r d z e n i a  ( 5 , 3 )  w y n i k a  n a s t ę p u j ą c e  t w i e r ­

d z e n i e  i

T w i e r d z e n i e  ( 5  9 4 ) «  J e ż e l i  z b i ó r  W -  S * S “  j e s t  

n i e o g r a n i c z o n y ,  a l e  d l a  k a ż d e g o  z  z b i ó r  W { t  <  z}  j e s t  z w a r t y ,  

/ w  s z c z e g ó l n o ś c i  m o ż e  b y ó  p u s t y / ,  a  p o n a d t o  z b i ó r  a  -  S ~ -  S „ S ~  

j e s t  o g r a n i c z o n y ,  t o  z e  z b i o r u  a  w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z ­

n a  r o d z i n y  F„
Ze w z g l ę d u  n a  z a s t o s o w a n i a  f o r m u ł u j e m y  p r o s t y  p r z y p a d e k  

s z c z e g ó l n y  o s t a t n i e g o  t w i e r d z e n i a *

T w i e r d z e n i e  ( 5 , 5 ) «  J e ż e l i  z b i ó r  W j e s t  n i e ­

o g r a n i c z o n y ,  a l e  d l a  k a ż d e g o  z  z b i ó r  W { t ^ ^ j  j e s t  z w a r t y ,  

a  p o n a d t o  z b i ó r  S ~  j e s t  o g r a n i c z o n y ,  t o  z e  z b i o r u  S ”  w y ­

c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  r o d z i n y  F*

U w a g a  ( 5 , 1 ) *  J e ż e l i  z m i e n i m y  k i e r u n e k  o s i  t ,  t o  

k r z y w e  a s y m p t o t y c z n e  w p r a w o  s t a n ą  s i ę  a s y m p t o t y c z n y m i  w l e w o ,  

p u n k t y  k o ń c o w e  p r a w e  p u n k t a m i  k o ń c o w y m i  l e w y m i ,  a  s t r e f a  e m i s j i  

p r a w e j  s t r e f ą  e m i s j i  l e w e j «  K o r z y s t a j ą c  z  t e j  u w a g i  m o ż n a  ł a t w o  

s f o r m u ł o w a ć  t w i e r d z e n i a  d o t y c z ą c e  i s t n i e n i a  k r z y w y c h  a s y m p t o ­

t y c z n y c h  w l e w o  r o d z i n y  F ,  T a k  n p «  w t w i e r d z e n i a c h  ( 5 , 1 )  

i  ( 5 , 4 )  w y s t a r c z y  z a s t ą p i ć  S  p r z e z  S“  i  n a  o d w r ó t  S ~  

p r z e z  S  a  z w r o t  " z e  z b i o r u  a  w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z ­

n a ' 1 p r z e z  " i s t n i e j e  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  w l e w o  m a j ą c a  k o n i e c  

w z b i o r z e  a " ,  a b y  t w i e r d z e n i a  t e  s t a ł y  s i ę  t w i e r d z e n i a m i  d o ­

t y c z ą c y m i  i s t n i e n i a  k r z y w e j  a s y m p t o t y c z n e j  w l e w o *

U w a g a  ( 5 , 2 ) 0 O z n a c z m y  p r z e z  F ( ' 0  z b i ó r  e l e m e n t ó w  

r o d z i n y  F  z a w a r t y c h  w z b i o r z e  W { t < T }  i  p o d o b n i e ,  j a k  w z a ­

ł o ż e n i u  p o ł ó ż m y :

( 5 , 1 ) r ( t )  s  w { t  «s t } « F r o n t

( 5 , 2 )

o r a z

( 5 , 3 ) S ( t )  a  W ( t  *  Z) + S { t  <  i ) -
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J e s t  R ( 0  =  W { t  =  t ) +  R { t  <  r }  i  ¥ ( z )  «  z  o s t a t n i e j

r ó w n o ś c i  w y n i k a ,  ż e  z b i ó r  5-t ( t )  j e s t  d o m k n i ę t y .  Z n a c z y  t o ,  ż e  

z b i ó r  V / { t * s r } ,  / o  j J e  n i e  j e s t  p u s t y / ,  s p e ł n i a  z a ł o ż e n i e  Z ^ ,  

a  z b i ó r  F ( 0  j e s t  r o d z i n ą  k r z y w y c h  t y p u  Z  o k r e ś l o n ą  w z b i o ­

r z e  W { t  ^  t } .  B ę d z i e m y  t a k ż e  m ó w i l i ,  ż e  z b i ó r  F ( r )  j e s t  r o ­

d z i n ą  F  z r e d u k o w a n ą  d o  z b i o r u  W { t  r }  .  Z b i ó r  S ( f )  j e s t

z b i o r e m  p u n k t ó w  k o ń c o w y c h  r o d z i n y  F ( t ) .

O c z y w i ś c i e ,  ż e  w s z y s t k i e  t w i e r d z e n i a  u d o w o d n i o n e  d l a  r o d z i ­

n y  F  o k r e ś l o n e j  w z b i o r z e  W s ą  s ł u s z n e  i  d l a  r o d z i n y .  F ( r )  

i  z b i o r u  V / { t  ?)  ,  o  i l e  t y l k o  z b i ó r  t e n  n i e  j e s t  p u s t y .  A n a ­

l o g i c z n a  u w a g a  d o t y c z y  r o d z i n y  F  z r e d u k o w a n e j  d o  z b i o r u  

W { t  s* r )  .

D l a  r o d z i n  t y p u  & n i e  p o d a l i ś m y  j e s z c z e  t w i e r d z e ń  d o t y c z ą ­

c y c h  z a g a d n i e ń  b r z e g o w y c h .  T w i e r d z e n i a  t a k i e ,  c h o c i a ż  t r y w i a l ­

n e .  m o ż n a  j e d n a k  f o r m u ł o w a ć .  J e ż e l i  n p .  z b i ó r  W ma t ę  w ł a s n o ś ć ,  

ż e  d l a  k a ż d e g o  t  z b i ó r  W { t « T }  j e s t  z w a r t y ,  a  z b i ó r  S  

j e s t  p u s t y ,  t o  z  t w i e r d z e n i a  ( 5 , 1 )  w y n i k a ,  ż e  z  d o w o l n e g o  p u n k ­

t u  P  n a l e ż ą c e g o  d o  z b i o r u  W w y c h o d z i  e l e m e n t  r o d z i n y  F  

d o  z b i o r u  W { t  »  x)  ,  o  i l e  r  >  t p ł  g d z i e  t p  o z n a c z a  o d c i ę ­

t ą  p u n k t u  P .  J e s t  t a k ż e  o c z y w i s t e ,  ż e  z e  z b i o r u  S ~  w y c h o ­

d z i  e l e m e n t  r o d z i n y  F  d o  d o w o l n e g o  p u n k t u  z b i o r u  W.

D l a  i l u s t r a c j i  t e o r i i  p o d a j e m y  n a s t ę p u j ą c y  p r z y k ł a d :

P r z y k ł a d  ( 5 , 1 ) .  N i e c h  DQ b ę d z i e  p r z e s t r z e n i ą  

e u k l i d e s o w ą  n - w y m i a r o w ą ,  a  f u n k c j ą  / s k a l a r n ą /  o k r e ś l o ­

n ą  i  c i ą g ł ą  d l a  d o w o l n y c h  w a r t o ś c i  z m i e n n e j  t ,  p r z y  c z y m

9 * ( t )  >  0 .  P o ł ó ż m y  W =  ( t , x )  { | x l  <  y7( t ) ,  — oo  <  t  <  +  0 0  }•

Z b i ó r  W s p e ł n i a  z a ł o ż e n i e  Z 1 .  P r z y j m i j m y  z a ł o ż e n i e  Z ^ F .

T w i e r d z i m y ,  ż e  j e ż e l i  j e d e n  z e  z b i o r ó w  S ”  l u b  S  j e s t  

p u s t y ,  t o  i s t n i e j e  k r z y w a  r o d z i n y  F  o k r e ś l o n a  w p r z e d z i a l e

( - o o ,  + 0 ° ) ,

D o w ó d .  Z a ł ó ż m y ,  ż e  z b i ó r  S”  j e s t  p u s t y  i  o z n a c z m y

p r z e z  F  r o d z i n ę  F  z r e d u k o w a n ą ,  d o  z b i o r u  i '/ { t  ^  0 } ,  a  p r z e z

S  z b i ó r  p u n k t ó w  k o ń c o w y c h  l e w y c h  r o d z i n y  F .  P o n i e w a ż  z a ł o -
/V'~

ż y l i ś m y ,  ż e  S “  *  0 ,  t o  ł a t w o  z a u w a ż y ć ,  ż e  S  =  W { t  =  0 } .

Z b i ó r  W { t  > 0} i  r o d z i n a  F  s p e ł n i a j ą  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e ­

n i a  ( 5 , 4 ) ,  a  z a t e m  i s t n i e j e  p u n k t  P  n a l e ż ą c y  d o  z b i o r u



W ( t  sb Oj, z  k t ó r e g o  w y c h o d z i  p e w n a  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  I +  

r o d z i n y  F .  K r z y w a  t a  n i e  z a w i e r a  s i ę  w ż a d n y m  z e  z b i o r ó w

W { 0 « t « r } ,  p o n i e w a ż  z b i o r y  t e  s ą  z w a r t e ,  a  z a t e m  k r z y w a  I +

j e s t  o k r e ś l o n a  w p r z e d z i a l e  < 0 ,  + < * 0 .  Z e  w z g l ę d u  n a  u w a g ę

( 5 , 1 )  i  t w i e r d z e n i e  ( 5 , 1 )  k a ż d y  p u n k t  z b i o r u  W { t  =  0 }  j e s t  

k o ń c e m  p e w n e j  k r z y w e j  r o d z i n y  F ,  a s y m p t o t y c z n e j  w l e w o *  

O z n a c z m y  p r z e z  1 “  k r z y w ą  a s y m p t o t y c z n ą  w l e w o  r o d z i n y  F ,

k t ó r a  ma k o n i o c  w p u n k c i e  P .  K r z y w a  I ”  j e s t  o k r e ś l o n a  w

p r z e d z i a l e  ( - ° ° ,  0 > ,  a  s u m a  I ~  +  I +  j e s t  k r z y w ą  r o d z i n y  F

o k r e ś l o n ą  w p r z e d z i a l e  ( - ° ° ,  + ° ° ) .

W p r z y p a d k u ,  g d y  z b i ó r  S  j e s t  p u s t y  d o w ó d  p r z e b i e g a  z u ­

p e ł n i e  a n a l o g i c z n i e .  P r a w d z i w o ś ć  t w i e r d z e n i a  w t y m  d r u g i m  p r z y ­

p a d k u  w y n i k a  t a k ż e  z  u w a g i  ( 5 , 1 ) .

17 r o z w a ż o n y m  p r z y k ł a d z i e  z a m i a s t  z a ł o ż e n i a ,  ż e  j e d e n  z e  

z b i o r ó w  S“" l u b  S  j e s t  p u s t y  w y s t a r c z y  p r z y j ą ć ,  ż e  S - c  s  

l u b  S  c. s “ ,  o  i l e  d l a  k a ż d e g o  r  z b i ó r  W { t  ~ t } n i e  z a w i e r a  

s i ę  a n i  w z b i o r z e  S  a n i  w z b i o r z e  S ” .

6 .  W d a l s z y m  c i ą g u  n i n i e j s z e j  p r a c y  z a j m i e m y  s i ę  r o d z i n a m i

b a r d z i e j  z b l i ż o n y m i  d o  r o d z i n  c a ł e k  u k ł a d u  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o ­

w y c h .

D e f i n i c j a  ( 6 , 1 ) .  M ó w i m y ,  ż e  r o d z i n a  F  j e s t  r o -
r

d z i n ą  t y p u  G0 o k r e ś l o n ą  w z b i o r z e  W, j e ż e l i  F  j e s t  r o d z i n ą  

t y p u  o k r e ś l o n ą  w z b i o r z e  7 / ,  a  p o n a d t o  j e s t  s p e ł n i o n y  n a ­

s t ę p u j ą c y  w a r u n e k :

4 +  J e ż e l i  p u n k t  P  e U  /  U =  I n t  W / ,  t o  i s t n i e j e  t  >  o  

t a k i e ,  ż e  p r z e c i ę c i e  s i ę  s t r e f y  e m i s j i  p u n k t u  P z  h i p e r p ł a -  

s z c z y z n ą  t  -  i j e s t  d l a  t f  t  ś  t p  +  s  c o n t i n u u m ,  t o  z n a ­

c z y  z b i o r e m  d o m k n i ę t y m ,  o g r a n i c z o n y m ,  s p ó j n y m  i  n i e p u s t y m .

Z g o d n i e  z  o k r e ś l e n i e m  r o d z i n a  t y p u  G0 p o s i a d a  t a k ż e  w ł a s ­

n o ś c i  1 ° ,  2 °  i  3 °  r o d z i n y  t y p u  «T .  W a r u n e k  4 +  o z n a c z a ,  

ż e  w z b i o r z e  U j e s t  s p e ł n i o n y  l o k a l n i e  w p r a w o  w a r u n e k  K n e -  

z e r a .  Z 4 +  w y n i k a  -  i n a c z e j  n i ż  w p r z y p a d k u  d o w o l n e j  r o d z i n y

t y p u  J  -  ż e  z b i ó r  p u n k t ó w  k o ń c o w y c h  p r a w y c h  j e s t  z a w a r t y  w

z b i o r z e  R ,  c h o c i a ż  p u n k t y  k o ń c o w e  l e w e  m o g ą  s i ę  z n a j d o w a ć

w z b i o r z e  U .
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D e f i n i c j a  ( 6 , 2 ) .  P u n k t y  z b i o r u  W, k t ó r e  n i e  s ą  

p o c z ą t k a m i  ( k o ń c a m i )  t a k i c h  k r z y w y c h  r o d z i n y  F ,  k t ó r e  c h o ó b y

Z a ł o ż e n i e  Z2 .  J e ż e l i  k r z y w a  r o d z i n y  F  ma p o c z ą ­

t e k  w z b i o r z e  U ,  a  k o n i e c  w z b i o r z e  R ,  t o  k o n i e c  t e n  n a l e ż y  

d o  z b i o r u  T .

Z a ł o ż e n i e  Z y  J e ż e l i  k r z y w a  r o d z i n y  F  ma p o ­

c z ą t e k  w z b i o r z e  U ,  a  k o n i e c  w z b i o r z e  R ,  t o  k o n i e c  t e n  n a ­

l e ż y  d o  z b i o r u  S .

Z a ł o ż e n i a  Z2  i  Z^ w y k l u c z a j ą  p e w n e  t y p y  t a k  z w a n y c h  p o ­

ś l i z g ó w  w e w n ę t r z n y c h * ' .

P o n i e w a ż  w p r a c y  n i n i e j s z e j  r o d z i n a  t y p u  G0 j e s t  r o z w a ż a ­

n a  w y ł ą c z n i e  p r z y  j e d n y m  z  p o w y ż s z y c h  z a ł o ż e ń ,  t o  d l a  w y g o d y  

r o d z i n ę  t y p u  G0 s p e ł n i a j ą c ą  z a ł o ż e n i e  Z 2  / Z z a l i c z a m  d o  

t y p u  G / # * / ,  a  z a ł o ż e n i e ,  ż e  r o d z i n a  F  j e s t  t y p u  G / G*/ 
o z n a c z a m  s y m b o l e m  Z 2 F  / Z ~ F / .

D e f i n i c  j a  ( 6 , 3 ) .  P u n k t  P  n a z y w a m y  p u n k t e m  m o c n e ­

g o  w y j ś c i a  ( m o c n e g o  w e j ś c i a ) ,  j e ż e l i  P e S  ( P ^ S ” )  i  j e ż e l i  

i s t n i e j e  k r z y w a  r o d z i n y  F  m a j ą c a  k o n i e c  ( p o c z ą t e k )  w p u n k c i e

P  z a w a r t a  p o z a  p u n k t e m  P  w z b i o r z e  U .  Z b i ó r  p u n k t ó w  

m o c n e g o  w y j ś c i a  ( m o c n e g o  w e j ś c i a )  o z n a c z a ć  b ę d z i e m y  s y m b o l e m  

3 *  ( s y m b o l e m  S 7  )  ^

Z d e f i n i c j i  ( 6 , 3 )  w y n i k a ,  ż e  w z a ł o ż e n i u  Z^ m o ż n a  n a

m i e j s c e  3  p o ł o ż y ć  S * .

Z d e f i n i c j i  ( 6 , 1 )  i  ( 6 , J / )  w y n i k a ,  ż e  j e ż e l i  j e s t  s p e ł n i o n e  

z a ł o ż e n i e  Z p F ,  t o

daną przez ¿.Bieleckiego [2] 0 Pojęcie to jest ogólniejsze od pojęcia 
punktu ścisłego wyjścia (por. [7])«

(6 , 1 ) S  r T c R ,  T c. R ,

(6 ,2 ) j e ż e l i  a  c  T ,  t o  E ( a ) c T ,

(6,3) E ( U  +  T )  *  U +  T .



P o n a d t o  <,

( 6 . 4 )  T  +  T ~  =  R .

U d o w o d n i m y  n i e c o  m n i e j  o c z y w i s t y  w z ó r  ( 6 , 4 ) »  Z ( 6 , 1 )  w y n i k a ,  

ż e  T +  T ' c R 0 P o z o s t a j e  w y k a z a ć ,  ż e  E  <= t  +  T". P r z y p u ś ć m y ,  

ż e  i s t n i e j e  p u n k t  P  t a k i ,  ż e  P e R  l e o z  P ^ T  i  P  $  T ~ 0 

P o n i e w a ż  P ^ T ” ,  w i ę c  n a  m o c y  d e f i n i c j i  ( 6 , 1 )  i s t n i e j e  k r z y w a  

r o d z i n y  F  o  p o c z ą t k u  w z b i o r z e  U i  k o ń c u  w p u n k c i e  P „

L e c z  P e R . ,  w o b e c  t e g o  z  z a ł o ż e n i a  Z 2  w y n i k a ,  ż e  P e T ,  

O t r z y m a n a  s p r z e c z n o ś ć  d o w o d z i ,  ż e  R c  T +  T“  q , e e do

P r z y  z a ł o ż e n i u  Z ^ F  mam y p o n a d t o  z w i ą z k i  n a s t ę p u j ą c e :

( 6 . 5 )  S  +  f  =  R

( 6 . 6 )  E ( U  +  S )  =  U +  S ,  E ( U  +  S * )  »  U +  S* «

W z ć r  ( 6 , 5 )  m o ż n a  u d o w o d n i ć  r o z u m u j ą c  p o d o b n i e ,  J a k  p r z y  d o ­

w o d z i e  w z o r u  ( 6 , 4 ) ;  w z o r y  ( 6 , 6 )  w y n i k a j ą  z  d e f i n i c j i  ( 6 , 3 )  

i  ( f j t r jr -  p n g p t e f f ó  ¿Lcaoltsyno,
W u z u p e ł n i e n i u  w z o r ó w  ( 5 , 1 )  -  ( 5 , 3 )  p o ł ó ż m y

( 6 . 7 )  T ( t )  a  W { t  *  t } +  T { t  <  t}.

7 o W d a l s z y m  c i ą g u  p r a c y  p r z y j m u j e m y  z a ł o ż e n i e  Z2 F *

D e f i n i c j a  ( 7 , 1 ) «  Z b i ó r  e ( a )  =* E ( a ) . T  n a z y w a m y  

ś l a d e m  e m i s j i  z b i o r u  a ,  a  z b i ó r  e ( a , r )  =  E ( a ) . S ( t )  ś l a d e m  

e m i s j i  z b i o r u  a  w z b i o r z e  T i r ) , ,

Z b i ó r  e ( a , r )  n i e  J e s t  p u s t y ,  J e ż e l i  z b i ó r  a  z a w i e r a  

p u n k t  o  w s p ó ł r z ę d n e j  c z a s o w e j  n i e  w i ę k s z e j  o d  l i c z b y  r « Z b i o ­

r y  e ( a )  i  e ( a , t )  m a j ą  w ł a s n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :

( v 1 )  e ( a )  c  E ( a ) ;  e ( a  +  b )  =  e ( a )  +  e ( b ) ,

J e ż e l i  a  c  b ,  t o  e ( a )  c  e ( b ) ;  J e ż e l i  a  c  S ,  

t o  e ( a )  =  a ;  J e ż e l i  a  c  T ,  t o  e ( a )  =

*  E ( a )  c  T ,
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( v 2 ) j e ż e l i  E(a)  c W { t « t } ,  t o  e ( a )  = e ( a , t ) ,

( v^)  e ( e ( a ) )  = e ( a ) ,

( v^)  j e ż e l i  a <= W(t --srj i  T = s t = s t ,  t o  e ( a , t )  =
= e ( e ( a , t ) , t ) .

Własnośc i  (v^ ) wy n ika ją  z d e f i n i c j i  ( 7 , 0 ,  odpowiednich  
w ł a s n o ś c i  s t r e f y  e m i s j i  oraz  z ( 6 , 0  i  ( 6 , 2 ) .  Własnośc i  
( v 9 ) -  ( v /+) udowodnimy sz cz e g ó ł o w o .  J e ś l i  E ( a )  c  W{t  «  t}. 
t o  z b i ó r  E(a) .W{t  ~ t )  zawiera  s i ę  w z b i o r z e  S{ t  = t ]  lub  
j e s t  p u s t y ,  a zatem E(a) .W{t  = t}  = E ( a ) . S { t  * t }  =
~ E ( a ) . T { t  ss t} .  Wobec t e g o  z d e f i n i c j i  ( 7 , 0  i  ze  wzoru
( 6 , 7 )  otrzymujemy e ( a , t )  = E ( a ) . T ( t )  = E(a)-(V7{t = t}  + Tjt^t}) * 
= E ( a ) . T  = e ( a ) .  Udowodnil iśmy ( v 2 ) .  Na mocy d e f i n i c j i  ( 7 , 0  
i  z uwagi  na w ł a s n o ś c i  s t r e f y  e m i s j i  otrzymujemy:

e ( e ( a ) )  = E ( e ( a ) ) . T  c  E ( E ( a ) ) . T  = E ( a ) . T  = e ( a ) ,

oraz

e ( a )  = e ( a ) . T  c  E ( e ( a ) ) . T  = e ( e ( a ) ) .

W t e n  sposób udowodni l i śmy ( v ^ ) .  Przechodzimy do dowodu (v^)«
Z uwagi  na w ł a s n o ś c i  s t r e f y  e m i s j i  otrzymujemy z d e f i n i c j i  

( 7 , 0 :

-  9  *
( 7 , 1 )  e ( e ( a , t ) , t ) = E ( e ( a , t ) ) . T ( t )  c

c  E ( E ( a ) ) . T ( t )  = E ( a ) . T ( t )  = e ( a , t ) .

Z d r u g i e j  s t r o n y ,  j e ż e l i  punkt Q e  e ( a , t ) ,  t o  i s t n i e j e  punkt  
P t a k i ,  źe P e  a c  W{t «  t } i  e l ement  I  rodz iny  F o po­
cz ą t k u  w punkcie  P i  końcu w punkcie  Q. Lecz  e ( a < , t ) c  
T ( t )  c  R ( t )  c  F ron t . W {t  ^  t )  .  Ponieważ W{t «  t )  c'vV{t «  t} , 
a e l ement  I wychodzi  ze z b io ru  W{t < t}  i  d o c i e r a  do br z e ­
gu z b io ru  W{t ^ t } ,  t o  e lement  I spotyka  brzeg  zb io ru  
W{t ^ t ) .  Niechaj  b ę d z i e  punktem o n a j w ię k s z e j  w s p ó ł r z ę ­
dnej  c zasowej  spośród  wspó łrzędnych czasowych punktów n a l e ż ą -
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c y c h  d o  z b i o r u  I . F r o n t  W ( t  - i .  t ]  « P u n k t  e  T . ( t ) ,  a  p o ­

n i e w a ż  Q.j £  E ( a ) ,  t o  p u n k t  _ e  e ( a , t ) .  Z n a c z y  t o ,  ż e  

Q e  E ( e ( a , t ) ) ,  a  ż e  Q ę  T ( t ) ,  t o  Q e  E ( e ( a , t ) ) „ T ( t )  «

* e ( e ( a , t  ) , t ) .  Ten wynik ł ą c z n i e  z ( 7 , 1 )  s tan owi  dowód w ł a s ­
ności  ( v ^ ) 0

d e W t y m  p u n k c i e  u d o w o d n i m y  p o d s t a w o w e  d l a  d a l s z y c h  r o z w a ­

ż a ń  t w i e r d z e n i a « ,  / O b o w i ą z u j ą  z a ł o ż e n i a  Z* i  Z^F/o

T w i e r d z e n i e  ( 8 , 1 ) «  J e ż e l i  z b i ó r  z w a r t y  a  j e s t  

z a w a r t y  w z b i o r z e  U +  T i  z e  z b i o r u  a  n i e  w y c h o d z ą  k r z y w e  

a s y m p t o t y c z n e  r o d z i n y  F ,  t o  ś l a d  e m i s j i  z b i o r u  a  j e s t  z b i o ­

r e m  z w a r t y m .

D o w ó d .  P o n i e w a ż  T  <= F r o n t  W, t o  e ( a )  «  E ( a ) . T  -  

E ( a ) . F r o n t  V/. Z d r u g i e j  s t r o n y ,  p o n i e w a ż  a  ^  U +  T ,  t o  

z  z a ł o ż e n i a  Z ^ F  i  z  d e f i n i c j i  ( 6 , 2 )  z b i o r u  T w y n i k a ,  ż e  

E ( a ) o F r o n t  W «= E ( a ) . T .  W o b e c  t e g o  e ( a )  «  E ( a ) ® F r o n t  W i  n a  

m o c y  t w i e r d z e n i a  ( 4 , 1 )  z b i ó r  e ( a )  j e s t  z w a r t y o

T w i e r d z e n i e  ( 8 , 2 ) .  J e ż e l i  p u n k t  P  n a l e ż y  d o  

z b i o r u  U +  T  i  z  p u n k t u  P  n i e  w y c h o d z ą  k r z y w e  a s y m p t o t y c z -  

n e  r o d z i n y  F ,  t o  ś l a d  e m i s j i  p u n k t u  P  j e s t  c o n t i n u u m  y.

D o  w ó  d .  N a  m o c y  t w i e r d z e n i a  ( 8 , 1 )  z b i ó r  e ( p )  j e s t  z w a r ­

t y .  P o z o s t a j e  u d o w o d n i ć ,  ż e  z b i ó r  e ( p )  j e s t  s p ó j n y .  J e ż e l i  

P  e  t ,  t o  n a  m o c y  w ł a s n o ś c i  ( v ^ )  j e s t  e ( p )  »  E ( p ) ,  a  z a ­

t e m  z b i ó r  e ( p )  j a k o  s u m a  ł u k ó w  w y c h o d z ą c y c h  z  p u n k t u  P  j e s t  

s p ó j n y .  D l a  d o w o d u  t w i e r d z e n i a  ( 8 , 2 )  p o z o s t a j e  w y k a z a ć  s p ó j n o ś ć  

z b i o r u  e ( ? )  w p r z y p a d k u ,  g d y  p u n k t  P  n a l e ż y  d o  z b i o r u  U .  

P r z y p u ś ć m y  w i ę c ,  ż e  P  <=- U i  ż e  z b i ó r  e ( p )  j e s t  s u m ą  d w ó c h  

z b i o r ó w  r o z g r a n i c z o n y c h  b  i  c ,  k t ó r e  z e  w z g l ę d u  n a  z w a r t o ś ć  

z b i o r u  e ( p )  s ą  t a k ż e  z w a r t e ,  a  z a t e m :

( 8 , 1 )  e ( p )  -  b  +  c ,  b . c  s  O ,  b  =  b ,  c  s  c ,

*' w ['53 podano pewne uogólnienie twierdzenia Knezera dotyczącego prze­
cięcia się strefy emisji punktu z hiperpłaszczyzną t  = constans. 
Twierdzenie (8,2) jest dalszym uogólnieniem tego twierdzenia.



-  2 2

Z o g r a n i c z o n o ś c i  z b i o r u  E ( p )  w y n i k a ,  ż e  i s t n i e j e  l i c z b a  t  

t a k a ,  ż e  E ( p )  c  W j t ^ t } «  O z n a c z m y  p r z e z  cc z b i ó r  l i c z b  T 

o t e j  w ł a s n o ś c i ,  ż e  d l a  k a ż d e g o  t  i s t n i e j ą  z b i o r y  b ^ ,  

t a k i e ,  ż e  b ^ < , c ^  =  O ,  b ^  =  b ^ ,  =  c ^ . ,  a  p o n a d t o  e ( P , t ) **

s  b ^  +  o r a z  s  b  i  e ^Gt ^  =  °*
Z b i ó r  cc ma n a s t ę p u j ą c e  w ł a s n o ś c i :

( i ) t p  i  cc, t  £  cc,

( i i ) j e ż e l i i t 2 >  t i  ,  t o  t 2  €  cJC,

( i i i ) j e ż e l i  

ż e  t ^  e

t^j £  oC ,

cc.

t o  i s t n i e j e  l i c z b a  t ^ t ^  t a k a ,

U d o w o d n i m y  t e  w ł a s n o ś c i .  P o n i e w a ż  e ( P , t p )  =  P ,  t o  t p  4- u  •

A b y  w y k a z a ć ,  ż e  t  £  cc w y s t a r c z y  z e  w z g l ę d u  n a  ( 8 , 1 )  u d o w o d n i ć ,  

ż e  d l a  t* ^  t  j e s t  e ( P , t * )  =  e ( p ) ,  e ( b )  = b  i  e ( c )  =  c .  P o ­

n i e w a ż  E ( P )  c  w { t  «s t }  c  V / { t  «  t * } ,  t o  p i e r w s z y  z  t y c h  z w i ą z ­

k ó w  w y n i k a  z  w ł a s n o ś c i  ( v 2 )® P o z o s t a j e  w y k a z a ó  p o z o s t a ł e  d w a  

z w i ą z k i .  N a  m o c y  w ł a s n o ś c i  ( v ^ )  j e s t  e ( e ( p ) )  =  e ( p ) . ,  w o b e c  

t e g o  z  ( 8 , 1 )  i  z  d e f i n i c j i  ( 7 , 1 )  o t r z y m u j e m y  e ( b  +  c )  3 

s  b  +  c  c  T ,  a  s t ą d  i  z  ( 6 , 2 ) .

( 8 . 2 )  b  c; e ( b )  c: b  +  c .

J e s t  t a k ż e  e ( b ) . c  =  0 .  W p r z e c i w n y m  r a z i e  z  p e w n e g o  p u n k t u  

Q n a l e ż ą c e g o  d o  z b i o r u  b  w y c h o d z i ł b y  e l e m e n t  I  r o d z i n y  F  

d o  z b i o r u  c ,  a  p o n i e w a ż  b  ci  T ,  t o  e ( Q )  =  E ( q ) ,  a  z a t e m  

I  e ( Q )  o  e ( P ) ,  c o  z e  w z g l ę d u  n a  ( 8 , 1  )  n i e  j e s t  m o ż l i w e .  

W o b e c  t e g o  e ( b ) . c  *  O ,  a  z a t e m  z  ( 8 , 2 )  o t r z y m u j e m y ,  ż e  

e ( b )  =  b .  W p o d o b n y  s p o s ó b  w y k a z u j e  s i ę ,  ż e  e ( c )  =  c .  U d o ­

w o d n i l i ś m y  w ł a s n o ś ć  ( i ) .

W ł a s n o ś ć  ( i i )  w y n i k a  v i p r o s t  z  o k r e ś l e n i a  z b i o r u  <x.
W d o w o d z i e  ( i i i )  m o ż n a  o g r a n i c z y ć  s i ę  d o  t ^ t .  P o ł ó ż m y

( 8 . 3 )  d ( b .  s c ,  )  *  3 »
-1 X 1
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J e s t  7 = - 0.  P o n i e w a ż  z b i ó r  E ( p )  j e s t  z w a r t y ,  t o  n a  m o c y  

t w i e r d z e n i a  ( 2 , 1 )  k r z y w e  r o d z i n y  F  z a w a r t e  w z b i o r z e  E ( P )  

s t a n o w i ą  z b i ó r  k r z y w y c h  j e d n a k o w o  c i ą g ł y c h ,  a  z a t e m  i s t n i e j e  

l i c z b a  6 >  0  t a k a ,  ż e  d l a  k a ż d e j  k r z y w e j  r o d z i n y  F o r ó w n a ­

n i u  x  =  ^ ( t )  z a w a r t e j  w E ( P )  i  o k r e ś l o n e j  w p r z e d z i a l e  

< t 2 , t 3>  j e s t

( 8 . 4 )  \ ' f ( t 2 )  -  (2 ( t 3 ) i  <  /? ,  j e ż e l i  t 1 -  J  «  t ^ t - ^ t ^ .

O z n a c z m y  Jo  =  m i n ( J , 7 )  i  n i e c h  t *  b ę d z i e  d o w o l n ą  l i c z b ą  n a ­

l e ż ą c ą  d o  p r z e d z i a ł u  < t ,  -  o ^ t ^ .  Z w ł a s n o ś c i  ( v ^ )  o t r z y ­

m u j e m y

( 8 . 5 )  e ( e ( P , t *  ) ,  t . j  )  =  e i P , ^ ) ,

j e ż e l i  w i ę c  p u n k t  Q e e ( P , t ' ) j  t o  i s t n i e j e  e l e m e n t  r o d z i n y  

F  w y c h o d z ą c y  z  p u n k t u  Q i  m a j ą c y  k o n i e c  w z b i o r z e  e ( P , t ^ )0 

J e ż e l i  t g < t %  t o  z  d e f i n i c j i  ( 7 , 1 )  i  ze  w z o r u  ( 6 , 7 )  w y n i k a . ,  

ż e  p u n k t  Q n a l e ż y  t a k ż e  d o  z b i o r u  e ( P , t ^ )  i  e l e m e n t  o  k t ó ­

r y m  m o w a  r e d u k u j e  s i ę  d o  p u n k t u .  J e ż e l i  t g  >  t *  ,  t o  

t ^  -  ¿ o ^ t g ^ t « !  i  z  ( 8 , 4 )  w y n i k a ,  ż e

( 8 . 6 )  d ( Q , e ( P , t 1 ) )  <  v .

O z n a c z m y  p r z e z  b^* ,  c^*  p o d z b i o r y  z b i o r u  e ( P , t *  )  o k r e ś l o ­

n e  p r z e z  n a s t ę p u j ą c e  z w i ą z k i

(8.7) d(b^ , b̂  )  ̂7* d(c.£* , ct )̂ < y.

Z e  w z g l ę d u  n a  z w a r t o ś ć  z b i o r u  e ( P , t *  )  z  ( 8 , 7 ) ,  ( 8 , 6 )  

i  z  ( 8 , 3 )  o t r z y m u j e m y

( 8 . 8 )  b̂ * + c^ = e ( p , t  ) ,  b^ .c^  = O, b̂ .* = b.̂ * ,
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o r a z  e ( b

z  ( 8 , 5  i  ( 8 , 8 )  w y n i k a ,  ż e  e ( b t * , t 1 )  +  e ( c t  , t 1 )  =  b t  

t o

( 8 , 9 )

Z w ł a s n o ś c i  ( v 2 ) ,  ( v ^ ) ,  z  ( 8 , 9 )  i  z e  w z g l ę d u  n a  t o ,  ż e  t ^ o :  

a  e ( b .  )  = b  o t r z y m u j e m y

* Z e  w z g l ę d u  n a  w y b ó r  t* z w i ą z k i  ( 8 , 8 ) ,  ( 8 , 1 0 )  i  ( 8 , 1 0 )  s ą  

p r a w d z i w e  d l a  t 1 -  ó'Q^ t *  t y  a  p o n i e w a ż  l i c z b a  t 1 n a l e ż y  

d o  z b i o r u  oc ,  t o  z w i ą z k i  t e  p o z o s t a j ą  p r a w d z i w e  i  d l a  t  > t , j .

U d o w o d n i o n e  w ł a s n o ś c i  z b i o r ó w  b ^  i  c^# d o w o d z ą ,  ż e  

l i c z b a  t*  n a l e ż y  d o  z b i o r u  cc .  W t e n  s p o s ó b  w ł a s n o ś ó  

( i i i )  z o s t a ł a  u d o w o d n i o n a .

Z w ł a s n o ś c i  ( i )  — ( i i i )  w y n i k a ,  ż e  z b i ó r  cc p o s i a d a  k r e s .

d o l n y ,  k t ó r y  n i e  n a l e ż y  d o  oc .  P o ł ó ż m y  i n f =  t  .  I s t n i e ­

j e  p u n k t  Q n a l e ż ą c y  d o  e ( P , t 0 )  t a k i ,  ż e

( 8 , 1 1 )  e ( Q ) . b  * 0 1  e ( Q ) . c  * 0 ,

b o  w p r z e c i w n y m  r a z i e  d l a  k a ż d e g o  p u n k t u  Q n a l e ż ą c e g o  d o  

e ( P , t Q )  b y ł o b y  e ( Q )  <= b  l u b  e ( Q )  c  o ,  w i ę c  z b i ó r  e ( P , t Q )  

b y ł b y  sumą r o z ł ą c z n y c h  z b i o r ó w  b Q ,  c Q t a k i c h ,  ż e  e ( b Q ) ^ b  

i  e ( c Q )  <= c ,  a  p o n i e w a ż  z  w ł a s n o ś c i  ( v , j ) ,  ( v 2 ) ,  ( v ^ )  w y n i ­

k a ,  ż e  e ( b Q )  +  e ( c o )  =  e ( b Q +  c ^  = e ( e ( P , t Q ) )  =  e ( e ( P , t  ) , t )  =

=  e ( P , t )  =  e ( ? )  =  b  +  c ,  t o  e ( b Q )  = b  i  e ( c Q)  =  c .

(8 ,1 0 ) e ( b t ,  )  =  e ( b t# , t )  =  e ( e ( b t * f t 1 ) , t )  =  e ( b t  , t )  a

*  e ( b .  )  =  b .
X1

W p o d o b n y  s p o s ó b  o t r z y m a m y ,  ż e

( 8 , 1 0 0 e  ( c ^ *  )  — c .
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P o n a d t o  z  w ł a s n o ś c i  3 °  r o d z i n y  F  i  z e  z w a r t o ś c i  z b i o r ó w  E(P).  

e ( b Q ) ,  e ( c Q )  ł a t w o  w y n i k a ,  ż e  i  z b i o r y  b Q i  c 0  b y ł y b y  

z w a r t e «  Z o k r e ś l e n i a  l i c z b y  t  i  z  u d o w o d n i o n y c h  w ł a s n o ś c i  

z b i o r ó w  b Q i  c Q w y n i k a ł o b y  w i ę c  w b r e w  z a ł o ż e n i u ,  ż e  l i c z b a  

t  n a l e ż y  d o  z b i o r u  cc . Z a t e m  p u n k t  Q o p o d a n y c h  w y ż e j  

w ł a s n o ś c i a c h  i s t n i e j e «  P u n k t  Q n i e  m o ż e  n a l e ż e ć  d o  z b i o r u  T ,  

b o  w p r z e c i w n y m  r a z i e  z b i ó r  e ( Q )  b y ł b y  z b i o r e m  s p ó j n y m ,  z a - “  

w a r t y m  w z b i o r z e  T ,  w o b e c  c z e g o  z  u w a g i  n a  ( 8 , 1 1 )  z a w i e r a ł b y  

p u n k t y  n i e  n a l e ż ą c e  d o  ( b  +  c ) .  P o n i e w a ż  j e d n a k  Q e E ( p ) ,  

t o  e ( Q )  c  e ( p ) ,  a  z a t e m  z b i ó r  e ( p )  z a w i e r a ł b y  t a k ż e  p u n k * »  

t y  n i e  n a l e ż ą c e  d o  z b i o r u  ( b  +  c )  w b r e w  z a ł o ż e n i u ,  ż e  e ( p )  «

-  b  +  c .  U d o w o d n i l i ś m y ,  ż e  Q ^  T ,  a  p o n i e w a ż  Q e e ( P , t Q ) ,

t o  z  d e f i n i c j i  ( 7 , 1 )  i  z e  w z o r u  ( 6 , 7 )  w y n i k a ,  ż e  Q e  W { t  -  t  }

c z y l i  t n =  t  e P o n i e w a ż  e ( P , t  )  c; U ■+• T i  Q. £  T ,  t o  
w o . o

Q e  U i  n a  m o c y  w ł a s n o ś c i  4  r o d z i n y  t y p u  G i s t n i e j e  l i c z - “ 

b a  t 2  t a k a ,  ż e  t o ^  t 2  «  t ,  a  z b i ó r  e ( Q , t ? )  j e s t  c o n t i n u u m « ,  

L e c z  l i c z b a  t 2  n a l e ż y  d o  z b i o r u  cc ,  w o b e c  t e g o  i s t n i e j ą  

z b i o r y  b 2  i  c 2  r o z g r a n i c z o n e  t a k i e ,  ż e  e ( P , t 2 )  «  b 2  -f c 2 ,  

a  p o n a d t o  e ( b 2 )  = b  i  e ( c . , )  *  c .  P o n i e w a ż  Q e £ ( p ) ,  t o

e ( Q , t 2 )  c  e ( P , t 2 ) ,  a  z a t e m  z b i ó r  e ( Q , t 2 )  j a k o  c o n t i n u u m  

b y ł b y  z a w a r t y  w j e d n y m  z e  z b i o r ó w  b 2  l u b  c 2 c J e ż e l i  

e ( Q , t 2 )  c  b 2 ,  t o  z  w ł a s n o ś c i  ( v 2 ) ,  ( v ^ )  o t r z y m u j e m y  

e ( Q )  =  e ( Q , t )  =  e ( e ( Q , t 2 ) , t )  c i  e ( b 2 , t )  =  e ( b 2 )  -  b  c o  p r z e ­

c z y  z w i ą z k o w i  e ( Q ) , c  ^  0 .  W p o d o b n y  s p o s ó b  z a ł o ż e n i e  

e ( Q , t 2 )  c i  Op p r o w a d z i  d o  s p r z e c z n o ś c i  z e  z w i ą z k i e m  e ( Q ) . b ^ 0 o 

W y n i k a  s t ą , d ,  ż e  p u n k t  Q n i e  m o ż e  n a l e ż e ć  d o  z b i o r u  U«

O t r z y m a n a  s p r z e c z n o ś ć  k o ń c z y  d o w ó d  t w i e r d z e n i a  ( 8 , 2 ) * l

T w i e r d z e n i e  ( 8 , 3 ) «  J e ż e l i  z b i ó r  s p ó j n y  a  j e s t

z a w a r t y  w z b i o r z e  U +  T i  z e  z b i o r u  a  n i e  w y c h o d z ą  k r z y w e

a s y m p t o t y c z n e  r o d z i n y  F ,  t o  ś l a d  e m i s j i  z b i o r u  a  j e s t  z b i o ­

r e m  s p ó j n y m .

Mogłoby się wydawać, że z punktu, którego ślad emisji jest continuum 
nie mogą wychodzić krzywe asymptotyczne. Można podać proste przykłady 
rodzin typu G , które wykazują, że tak jednak nie jest«. Jeżeli je­
dnak zbiór W ma tę własność, że dla dowolnych T̂ , r zbiór 
W *£t *£ t 2 } jest ograniczony i ślad emisji punktu należącego do
zbioru W jest continuum, to z punktu tego nie wychodzą krzywe asymp­
totyczne«
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D o w ó d .  P r z y p u ś ć m y ,  ż e  e ( a )  =  b  +  c ,  b . c  =  0 ,  b . c  *  0.

J e ż e l i  p u n k t  P  e  a ,  t o  n a  m o c y  t w i e r d z e n i a  ( 8 , 2 )  z b i ó r  J

e ( p )  j e s t  c o n t i n u u m ,  a  z a t e m  e ( p )  <= b  l u b  e ( p )  c: o .  

O z n a c z m y  p r z e z  [6 i  /  p o d z b i o r y  z b i o r u  a  t a k i e ,  ż e  P  e  fi 
j e ż e l i  e ( p )  c  b ,  i  P  e  /  j e ż e l i  e ( p )  c  c .  J e s t  ¡3 + 7  =

-  a  i  0 .  L e c z  z  z a ł o ż e n i a  z b i ó r  a  j e s t  s p ó j n y  w i ę c

p - j  #  0  l u b  / 3 . /  #  0 .  P r z y j m i j m y  p i e r w s z ą  a l t e r n a t y w ę  i  n i e c h

p u n k t  Qq e  ¡3 -y  •  P o n i e w a ż  Qq e  ^  ,  t o  i s t n i e j e  c i ą g  p u n k ­

t ó w  Qk ,  k = 1 , 2 , ..............  n a l e ż ą c y c h  d o  z b i o r u  /3 t a k i ,  ż e

l i m ^ O k  =  Q0 i  c i ą g  e l e m e n t ó w  I - p I p *   t a k i ,  ż e  e l e m e n t

I k  w y c h o d z i  z  p u n k t u  Qk  i  ma k o n i e o  w z b i o r z e  b .  O z n a c z m y
co

- S  Qv  = Z .  Z b i ó r  Z j e s t  p o d z b i o r e m  z w a r t y m  z b i o r u  W i  n a
k=0

m o c y  t w i e r d z e n i a  ( 4 , 1 )  s t r e f a  e m i s j i  z b i o r u  Z j e s t  z b i o r e m  

z w a r t y m ,  a  p o n i e w a ż  k r z y w e  1 ^ ,  k  =  1 , 2 , . . .  s ą  z a w a r t e  w E ( z ) ,

t o  z  w ł a s n o ś c i  3 °  r o d z i n y  F  w y n i k a  o d  r a z u ,  ż e  i s t n i e j e

e l e m e n t  r o d z i n y  F  w y c h o d z ą c y  z  p u n k t u  Q i  m a j ą c y  k o n i e c

w p e w n y m  p u n k c i e  P Q n a l e ż ą c y m  d o  z b i o r u  b .  P u n k t  P  n a l e ż y  

d o  z b i o r u  R ,  a  p o n i e w a ż  Qq e  U +  T ,  t o  z  z a ł o ż e n i a  Z^F 
w y n i k a ,  ż e  P Q e  T .  Z n a c z y  t o ,  e ( Q Q ) . b  # 0 .  Z d r u g i e j  s t r o ­

n y  Qa  e: 7  i  e ( Q Q )  c  c ,  c o  p r z e c z y  z a ł o ż e n i u ,  ż e  b . c  =  0.

vV p o d o b n y  s p o s ó b ,  p r z y j m u j ą c  d r u g ą  a l t e r n a t y w ę  d o s z l i b y ś m y  d o  

s p r z e c z n o ś c i  z  z a ł o ż e n i e m  b . c  =  0 .  O t r z y m a n e  w t e n  s p o s ó b  

s p r z e c z n o ś c i  s t a n o w i ą  d o w ó d  t w i e r d z e n i a  ( 8 , 3 ) .

U w a g a  ( 8 , 0 .  M o ż n a  p o d a ó  t r y w i a l n e  n a w e t  p r z y k ł a d y  

ś w i a d c z ą c e  o t y m ,  ż e  ś l a d  e m i s j i  p u n k t u  P  n a l e ż ą c e g o  d o  z b i o ­

r u  W m o ż e  n i e  b y ó  c o n t i n u u m ,  c h o c i a ż  z  p u n k t u  P  n i e  w y c h o ­

d z ą  k r z y w e  a s y m p t o t y c z n e .  J e ż e l i  j e d n a k  i s t n i e j e  l i c z b a  'r > 't 

t a k a ,  ż e  z b i ó r  e ( P , r )  j e s t  c o n t i n u u m  i  z a w i e r a  s i ę  w z b i o r z e  

U +  T ,  t o  i  e ( p )  j e s t  c o n t i n u u m .  I s t o t n i e ,  p o n i e w a ż  z  p u n k ­

t u  P  n i e  w y c h o d z ą  k r z y w e  a s y m p t o t y c z n e ,  t o  z b i ó r  E ( p )  j e s t

z w a r t y  i  n a  m o c y  ( y ^ )  i s t n i e j e  l i c z b a  t  t a k a ,  ż e  e ( p )  =  

s  e ( p ) , t )  i  w o b e c  t e g o  z  ( v ^ )  o t r z y m u j e m y  e ( p )  =  e ( e ( P , r ) , t )

-  e ( e ( P , 0 ) .  S t ą d  i  z  t w i e r d z e ń  ( 8 , 1 ) ,  ( 8 , 3 )  w y n i k a ,  ż e  e ( P )  

j e s t  c o n t i n u u m .

U w a g a  t a  u o g ó l n i a  t w i e r d z e n i e  ( 8 , 2 )  i  m o ż e  s ł u ż y ć  d o  u o g ó l ­

n i e n i a  t w i e r d z e n i a  ( 8 , 3 ) .
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9 .  Z a j m i e m y  s i ę  t e r a z  t w i e r d z e n i a m i  d o t y c z ą c y m i  w ł a s n o ś c i  

a s y m p t o t y c z n y c h  i  b r z e g o w y c h  r o d z i n y  F  t y p u  G ,  P o n i e w a ż

r o d z i n a  t a k a  j e s t  t a k ż e  r o d z i n ą  t y p u  ?  ,  t o  t w i e r d z e n i a  u z y ­

s k a n e  d o t y c h c z a s  p o z o s t a j ą  w m o c y .  P o d s t a w ą  d l a  u z y s k a n i a  d a l ­

s z y c h  t w i e r d z e ń  s ą  t w i e r d z e n i a  p t u  8 ,  a  z w ł a s z c z a  t w i e r d z e n i e  

( 8 , 3 ) .

L e m a t .  Z a ł ó ż m y ,  ż e  z b i ó r  6  i  r o d z i n a  F  t y p u  G s p e ł ­

n i a j ą  w a r u n e k :

( 9 . 1 )  e ( u  + 6 )  = cr

J e ż e l i  z b i ó r  b  j e s t  z a w a r t y  w z b i o r z e  W, a  z b i ó r  a  s p ó j ­

n y  i  z a w a r t y  w z b i o r z e  U +  6  ma p u n k t y  w s p ó l n e  z  d w i e m a  

r ó ż n y m i  s k ł a d o w y m i  z b i o r u  €> -  b * \  t o  j e d n o  z  d w o j g a :

( u ; )  z e  z b i o r u  a  w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  r o d z i n y  F ,  

a l b o

( u 0 )  i s t n i e j e  e l e m e n t  r o d z i n y  F  o  p o c z ą t k u  w z b i o r z e  a

i  k o ń c u  w z b i o r z e  b .

D o w ó d .  Z g o d n i e  z  z a ł o ż e n i a m i  l e m a t u  i s t n i e j ą  d w i e  r ó ż a ­

n e  s k ł a d o w e  i  T 2  z b i o r u  a  -  b  i  p u n k t y  P 1 i  P 2

t a k i e ,  ż e

( 9 . 2 )  P 1 e  T t . a ,  P 2  e  O l g . a .

L e c z  z  ( 9 , 1 )  i  z  d e f i n i c j i  ( 7 , 1 )  w y n i k a ,  ż e  6  c  T ,  a  z a t e m  

p u n k t y  P^ i  P 2  n a l e ż ą  d o  z b i o r u  T i  n a  m o c y  t e j ż e  d e f i ­

n i c j i  P 1 e  e ( P 1 )  i  P 2  e  e ( P 2 ) .  S t ą d  i  z  ( 9 , 2 )  w y n i k a ,  ż e  

z b i ó r  e ( a )  ma p u n k t y  w s p ó l n e  z e  z b i o r a m i  i  T 2 * G d y b y

n i e  z a c h o d z i ł a  a l t e r n a t y w a  ( u 2 ) ,  t o  s t r e f a  e m i s j i  z b i o r u  a

b y ł a b y  r o z ł ą c z o n a  z e  z b i o r e m  b ,  a  ż e  e ( a )  c  E ( a ) ,  t o

( 9 . 3 )  e ( a ) . b  =  0«

1ŚT' Tym samym przyjmujemy, że zbiór G - b nie jest spójny. Ta sama uwaga 
odnosi się do zbiorów T - b ,  S - b ,  S # - b ,  o których mowa w twier­
dzeniach (9,1) - (9,3)
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L e c z  z  z a ł o ż e n i a *  ż e  a  c  U +  6  I z  ( 9 * 1 )  o t r z y m u j e m y *  ż e  

e ( a )  c  O ,  a  3 t ą d  i  z  ( 9 , 3 )  e ( a )  c  6  -  b .  P o n i e w a ż  j e d n a k  

j u ż  w y k a z a l i ś m y ,  ż e  z b i ó r  e ( a )  ma p u n k t y  w s p ó l n e  z  d w i e m a  

r ó ż n y m i  s k ł a d o w y m i  z b i o r u  6  -  b ,  t o  s t ą d  w y n i k a ł o b y ,  ż e  z b i ó r  

e ( a )  n i e  j e s t  s p ó j n y .  Z d r u g i e j  s t r o n y ,  p o n i e w a ż  6  c  T ,  t o  

a  c  U +  T ,  w o b e c  t e g o ,  g d y b y  n i e  z a c h o d z i ł a  t a k ż e  a l t e r n a t y ­

w a  ( u ^ ) ,  t o  n a  m o c y  t w i e r d z e n i a  ( 8 , 3 )  z b i ó r  e ( a )  b y ł b y  s p ó j  

n y .  O t r z y m a n a  s p r z e c z n o ś ć  s t a n o w i  d o w ó d  l e m a t u .

U w a g a .  ( 9 , 1 ) *  U d o w o d n i o n y  l e m a t  m o ż n a  u o g ó l n i ć .  I s t o t ­

n i e , .  z  p r z e p r o w a d z o n e g o  d o w o d u  j e s t  w i d o c z n e ,  ż e  z a m i a s t  s p ó j ­

n o ś c i  z b i o r u  a  w y s t a r c z y ł o  p r z y j ą ć ,  ż e  i s t n i e j e  l i c z b a  t  

t a k a ,  ż e  a  c  v / { t  ^  t } ,  a  z b i ó r  e ( a , t )  j e s t  s p ó j n y .  W t y m  

p r z y p a d k u  t r z e b a  w z i ą ć  t y l k o  p o d  u w a g ę ,  ż e  e ( a )  =  e ( e ( a , t ) ) .

W p r z y k ł a d z i e  ( 1 3 , 1 )  z a j m u j e m y  s i ę  t a k i m  p r z y p a d k i e m .  U w a g a

( 9 , 1 )  z a s t o s o w a n a  d o  z a g a d n i e n i a ,  k t ó r e m u  j e s t  p o ś w i ę c o n a  p r a ­

c a  183 ,  g d z i e  z b i o r e m  " a "  j e s t  z b i ó r  t y p u  7 l n t o i n e ’ a  p o z w a l a

o d  r a z u  u z y s k a ć  r o z w i ą z a n i e  t e g o  z a g a d n i e n i a .

Z u d o w o d n i o n e g o  l e m a t u  w y n i k a j ą  t r z y  t w i e r d z e n i a ,  k t ó r e  

f o r m u ł u j e m y  n i ż e j .  T e z a  k a ż d e g o  z  n i c h  p o k r y w a  s i ę  z  t e z ą  l e ­

m a t u  i  u ż y w a m y  d l a  n i e j  s k r ó t u  " ( u ^ )  l u b  ( u ^ ) " .

T w i e r d z e n i e  ( 9 , 1  )•. P r z y j m i j m y  z a ł o ż e n i e  Z 2 F .  

J e ż e l i  z b i ó r  b  j e s t  z a w a r t y  w z b i o r z e  W, a  z b i ó r  s p ó j n y  a

z a w a r t y  w z b i o r z e  U +  T ma p u n k t y  w s p ó l n e  z  d w i e m a  r ó ż n y m i  

s k ł a d o w y m i  z b i o r u  T -  b ,  t o  ( u ^ )  l u b  ( u 2 ) .

D o  w ó  d .  Z e  w z o r u  ( 6 , 3 )  i  d e f i n i c j i  ( 7 , 1 )  w y n i k a ,  ż e  

e ( U  +  T )  =  T i  t w i e r d z e n i e  ( 9 , 1 )  w y n i k a  z  l e m a t u  p r z e z  p o d ­

s t a w i e n i e  T n a  m i e j s c e  6  •

N a s t ę p n e  d w a  t w i e r d z e n i a  odnoszą s i ę  do przypadku,  gdy ro dz in a  
F  j e s t  t y p u  (?*.

T w i e r d z e n i e  ( 9 , 2 ) .  P r z y j m i j m y  z a ł o ż e n i e  Z ^ F .

J e ż e l i  z b i ó r  b  j e s t  z a w a r t y  w z b i o r z e  W, a  z b i ó r  s p ó j n y

a  z a w a r t y  w z b i o r z e  U +  8  ma p u n k t y  w s p ó l n e  z  d w i e m a  r ó ż n y ­

m i  s k ł a d o w y m i  z b i o r u  3  -  b ,  t o  ( u ^ )  l u b  ( u 2 ) .

T w i e r d z e n i e  ( 9 , 3 ) .  P r z y j m i j m y  z a ł o ż e n i e  Z ^ F .

J e ż e l i  z b i ó r  b  j e s t  z a w a r t y  w z b i o r z e  W, a  z b i ó r  s p ó j n y  a
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z a w a r t y  w z b i o r z e  U +  S *  ma p u n k t y  w s p ó l n e  z  d w i e m a  r ó ż n y m i  

s k ł a d o w y m i  z b i o r u  S *  -  b ,  t o  ( u ^ )  l u b  ( U p ) .

T w i e r d z e n i a  ( 9 , 2 )  i  ( 9 , 3 )  w y n i k a j ą  z  l e m a t u  w p o d o b n y  s p o s ó b  

j a k  t w i e r d z e n i e  ( 9 , 1 ) ,  j e ż e l i  s k o r z y s t a m y  z e  w z o r u  ( 6 , 6 )  z a ­

m i a s t  ( 6 , 3 ) .

P o n i e w a ż  r o d z i n a  t y p u  G* j e s t  r o d z i n ą  t y p u  G ,  t o  d o  r o ­

d z i n  t y p u  G, m o ż n a  s t o s o w a ć  w s z y s t k i e  t r z y  t w i e r d z e n i a .

Z u w a g i  n a  t o ,  ż e  z b i o r y  S* ,  S ,  T  n i e  m u s z ą  s i ę  p o k r y w a ó T ż a ­

d n e  z  t y c h  t w i e r d z e ń  n i e  w y n i k a  z  p o z o s t a ł y c h  i  n i e  m o ż e  b y ó  

p o m i n i ę t e  b e z  s z k o d y  d l a  t e o r i i .

K a ż d e  z  t w i e r d z e ń  ( 9 , 1 )  -  ( 9 , 3 )  m o ż e  b y ó  u o g ó l n i o n e  p r z e z  

w y k o r z y s t a n i e  u w a g i  ( 9 , 1 ) .  Z u w a g i  ( 8 , 1 )  w y n i k a ,  ż e  t w i e r d z e ­

n i a  t e  p o d l e g a j ą  d a l s z e m u  u o g ó l n i e n i u ,  t y m  j e d n a k  z a j m o w a ć  s i ę  

t e r a z  n i e  b ę d z i e m y .

i o .  p  e  f  i  n  i  c  j  a  ( 1 0 , 1 ) .  M ó w i m y ,  ż e  r o d z i n a  F  j e s t  

r o d z i n ą  t y p u  G~ o k r e ś l o n ą  w z b i o r z e  W,  j e ż e l i  r o d z i n a  F  

j e s t  r o d z i n ą  t y p u  <F o k r e ś l o n ą  w z b i o r z e  W, a  p o n a d t o  j e s t  

s p e ł n i o n y  n a s t ę p u j ą c y  w a r u n e k .

4 “  J e ż e l i  p u n k t  P  e  U ,  t o  i s t n i e j e  £ > O t a k i e ,  ż e  p r z e ­

c i ę c i e  s i ę  s t r e f y  e m i s j i  l e w e j  p u n k t u  P  z  h i p e r p ł a s z c z y z n ą  

t  =  t  j e s t  d l a  t p  -  £  <  X =s t p  c o n t i n u u m .

Z a ł o ż e n i e  Z ' .  J e ż e l i  k r z y w a  r o d z i n y  F  ma k o ­

n i e c  w z b i o r z e  U ,  a  p o c z ą t e k  w z b i o r z e  R ,  t o  p o c z ą t e k  t e n  

n a l e ż y  d o  z b i o r u  T".

Z a ł o ż e n i e  Z ^ .  J e ż e l i  k r z y w a  r o d z i n y  F  ma k o n i e c

w z b i o r z e  U ,  a  p o c z ą t e k  w z b i o r z e  R ,  t o  p o c z ą t e k  t e n  n a l e ż y  

d o  z b i o r u  S".

R o d z i n ę  t y p u  G~ s p e ł n i a j ą c ą  z a ł o ż e n i e  Z 2  /  Z^ /  b ę d z i e ­

my z a l i c z a l i  d o  t y p u  G~ /  g;  / ,  a  s y m b o l e m  Z ~ F  /  Z ^ F  /  b ę ­

d z i e m y  o z n a c z a l i  z a ł o ż e n i e ,  ż e  F  j e s t  r o d z i n ą  t y p u  G~ /  g ; /

o k r e ś l o n ą  w z b i o r z e  W.

U w a g a  ( 1 0 , 1 ) .  J e ż e l i  z m i e n i m y  k i e r u n e k  o s i  t ,  t o  

z b i o r y  T” ,  S ~ ,  S 7  ,  E ~ ( a )  p r z e c h o d z ą  o d p o w i e d n i o  w z b i o r y  

T ,  S ,  S * ,  E ( a )  i  n a  o d w r ó t ,  a  r o d z i n a  t y p u  G~ (G *)  w r o d z i ­

n ę  t y p u  G (G*) i  k r z y w e  a s y m p t o t y c z n e  w l e w o  w k r z y w e  a s y m p t o ­

t y c z n e  w p r a w o .  W y n i k a  s t ą d ,  ż e  d l a  r o d z i n  t y p u  G~ i  G~ m o ż n a
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s f o r m u ł o w a ć  t w i e r d z e n i a  a n a l o g i c z n e  d o  t w i e r d z e ń  ( 9 , 1 )  -  C9 , 3 )  

i  m o ż n a  j e  o t r z y m a ć  z  t y c h  o s t a t n i c h  p r z e z  z a s t ą p i e n i e  s y m b o l i
T ,  T “ ,  8 , . . .  p r z e z  T ~ ,  T ,  3 “ , .....................  z a s t ę p u j ą c  r ó w n o c z e ś n i e

z a ł o ż e n i a  Z^F,  Z-^F o d p o w i e d n i o  p r z e z  z a ł o ż e n i a  Z2 F ,  Z^F 
i  t e z ę  ( u ^ )  p r z e z  ( u ” ) :  i s t n i e j e  k r z y w a  r o d z i n y  F  a s y m p t o ­

t y c z n a  w l e w o  o k o ń c u  w z b i o r z e  a .

T e o r i ę ,  k t ó r ą  p r z e d s t a w i l i ś m y ,  z i l u s t r u j e m y  t e r a z  p r z y k ł a d a ­

m i ,  w k t ó r y c h  z a  p r z e s t r z e ń  B p r z y j ę t o  p r z e s t r z e ń  e u k l i d e -  

s o w ą  E p u n k t ó w  x  =  ( x , | , x 2 ) *

P r z y k ł a d  ( 1 0  , 1 ) .

W = ( t , x 1 , x 2 )  { | x 1 | «s 1 ,  | x 2 | «s 1 ,  Q « t  <  +  » } ,

P o ł ó ż m y  o  =  ( t , x 1 , x 2 ) { | x 1 | =  1 ,  | x 2 | ~ = 1 ,  0 < t - = + ° ° } i  o z n a c z ­

my d l a  | x 0 | <  1 p r z e z  a ( x 2 )  o d c i n e k  o  k o ń c a c h  ( ~ 1 , x 2 , 0 ) ,

( 1 , x 2 , O ) *

W k a ż d y m  z  p r z y p a d k ó w :

( j )  g d y  s p e ł n i o n e  j e s t  z a ł o ż e n i e  Z2 F ,  a  <= T <=
( j j )  g d y  s p e ł n i o n e  j e s t  z a ł o ż e n i e  Z ^ F ,  a  6  <= s  c  a,

( j j j )  g d y  s p e ł n i o n e  j e s t  z a ł o ż e n i e  Z ^ F ,  a  <?'<= S , c f f ,  

s t o s u j ą c  o d p o w i e d n i o  t w i e r d z e n i a  ( 9 , 1 ) ,  ( 9 , 2 ) ,  ( 9 , 3 )  w n i o s k u ­

j e m y ,  ż e  z  o d c i n k a  a ( x 2 )  w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  r o d z i ­

n y  F .

O z n a c z m y  d l a  J x^ |  < 1  p r z e z  b ( x ^  )  o d c i n e k  o k o ń c a c h  

( x 1 ,  -  1 ,  r ) ,  ( x 1 , 1 , t ) ,  g d z i e  T o z n a c z a  d o w o l n ą  l i c z b ę  d o ­

d a t n i ą  1 r o z w a ż m y  z b i ó r  W ( t  X } .  O d c i n e k  b ( x ^ )  d z i e l i  

z b i o r y  T ( ? 0 ,  S ( z ) ,  S ^ C t )  o d p o w i e d n i o  w p r z y p a d k a c h  ( j ) ,  ( j j ) ,  

( j j j )  n a  d w i e  c z ę ś c i  i  k o ń c e  o d c i n k a  a ( x 2 )  n a l e ż ą  p o  j e d n y m  

d o  k a ż d e j  z  t y c h  c z ę ś c i .  P o n i e w a ż  r o d z i n a  F  z r e d u k o w a n a  d o  

z b i o r u  W { t < r }  n i e  z a w i e r a  k r z y w y c h  a s y m p t o t y c z n y c h ,  t o  

z  t w i e r d z e ń  ( 9 , 1  )  -  ( 9 , 3 )  o t r z y m u j e m y ,  ż e  w k a ż d y m  z  p r z y p a d k ó w  

( j )  ~  ( j j j )  z  o d c i n k a  a ( x 2 )  w y c h o d z i  e l e m e n t  r o d z i n y  F  d o  

z b i o r u  b ( x ^ ) .

P r z y k ł a d  ( 1 0 , 2 ) .

W »  ( t , x 1 , x 2 ) { x 1 >  o ,  | x 2 ' « x 1 ? - c o  < t < + o o  } .  P r z y j m i j m y  z a ł o ż e ­

n i e  Z-^F i  z a ł ó ż m y ,  ż e  p u n k t y  p r o s t e j  l  o  r ó w n a n i u  x ^ - x 2 » 0  

n i e  n a l e ż ą  d o  3 ,  n a t o m i a s t  F r o n t  W -  l  c  S .  Z b i ó r  3  j e s t  

w i ę c  s u m ą  d w ó c h  p ó ł p ł a s z c z y z n  i  8 2 ,  k t ó r e  s ą  r o z g r a n i -
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c z o n e  p r o s t ą  l .  J e ż e l i  p u n k t  e  ,  a  p u n k t  A2  e  S 2 ,  t o  

z  o d c i n k a  ^ ^ 2  w y c h - ° ó z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  r o d z i n y  F 0 W y­

n i k a  t o  od r a z u  z  t w i e r d z e n i a  ( 9 , 2 ) ,  / a  = A. jA2 ,  t> =  0 / «

J e ż e l i  z a ł o ż y m y  d o d a t k o w o ,  ż e  w z b i o r z e  W ( t  *£ z )  r o d z i n a

F  n i e  ma k r z y w y c h  a s y m p t o t y c z n y c h  w p r a w o ,  a  p u n k t y  A ^ , A 2

n a l e ż ą  d o  t e g o  z b i o r u  i  J e ż e l i  b  o z n a c z a  d o w o l n ą  p ó ł p r o s t ą

z a w a r t ą  w z b i o r z e  W { t  -  z)  i  p r z e c h o d z ą c ą  p r z e z  p u n k t  ( 0 , 0 ,  f ) ,

t o  z  o d c i n k a  A ^ A 2  w y c h o d z i  e l e m e n t  r o d z i n y  F  m a j ą c y  k o n i e c ,  

n a  p ó ł p r o s t e j  b o

I  t a  t e z a  w y n i k a  z  t w i e r d z e n i a  ( 9 , 2 ) ,  J e ż e l i  z a s t o s u j e m y  J e  

d o  r o d z i n y  F  z r e d u k o w a n e j  d o  z b i o r u  W { t  t }  . Z b i ó r  S ( ? )  

J e s t  r o z g r a n i c z o n y  c z ę ś c i ą  p r o s t e j  x ^  =  x 2  =  0  i  p ó ł p r o s t ą  bo 

W s z y s t k i e  z a ł o ż e n i a  t e g o  p r z y k ł a d u  b ę d ą  s p e ł n i o n e  w s z c z e ­

g ó l n o ś c i  w t y m  p r z y p a d k u ,  g d y  r o d z i n a  F  J e s t  r o d z i n ą  c a ł e k  

u k ł a d u  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  b l i s k i c h  l i n i o w y c h ,  a  p i e r w i a s t k i  

c h a r a k t e r y s t y c z n e  m a j ą  r ó ż n e  z n a k i .

P r z y k ł a d  ( 1 0 , 3 ) .  W = ( t , x 1 , x 2 ) { x ^  +  x 2  «  1 ,  t  5= O j .  

O z n a c z m y  p r z e z  a  k r z y w ą  J o r d a n a  z a w a r t ą  w z b i o r z e  W { t  -  0}  

i  z a w i e r a j ą c ą  w s w o i m  w n ę t r z u  p u n k t  ( 0 , 0 , 0 ) ,  a  p r z e z  K ( t )  

k r z y w ą  o  r ó w n a n i u  x ^  = s i n A  ( t ) ,  x 2  =  c o s A  ( t ) ,  t  3 * 0 ,  g d z i e  

A ( t )  J e s t  d o w o l n ą  f u n k c j ą  c i ą g ł ą  i  o k r e ś l o n ą  d l a  t  ^ 0 .  P r z y j ­

m i j m y  w r e s z c i e  z a ł o ż e n i e  Z 2 F ,  a  o p ó ł p r o s t e j  x ^  =  x 2  =  0 ,  

t  3 * 0  z a ł ó ż m y ,  ż e  j e s t  k r z y w ą  r o d z i n y  F c

T w i e r d z i m y ,  ż e  j e ż e l i  p u n k t y  k r z y w e j  K ( t )  n i e  n a l e ż ą  d o  

z b i o r u  T ,  t o  z  k r z y w e j  a  w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  r o ­

d z i n y  F o

D o w ó do  P o n i o w a ż  k r z y w a  a j e s t  z b i o r e m  z w a r t y m , _ t o  

z  u w a g i  n a  t w i e r d z e n i e  ( 5 , 2 )  w y s t a r c z y  w y k a z a ó ,  ż e  z b i ó r  E( a )  
j e s t  n i e o g r a n i c z o n y ,  W t y m  c e l u  r o z w i ą ż e m y  p e w n e  z a g a d n i e n i e  

b r z e g o w e ,  w y k a ż e m y  m i a n o w i c i e ,  ż e  z e  z b i o r u  a  w y c h o d z i  e l e ­

m e n t  r o d z i n y  F  d o  k a ż d e g o  z e  z b i o r ó w  b ( ^ ) ,  g d z i e  p r z e z  

b ( * r )  o z n a c z y l i ś m y  o d c i n e k  ł ą c z ą c y  p u n k t  ( 0 , 0 , 0  z  p u n k t e m  

K ( r )  *  ( i ,  s i n  A ( t ) ,  c o s  a  ( f ) ) < ,  P o n i e w a ż  p u n k t  K ( t f )  e  R ,  

l e c z  K ( t ) < £ T ,  t o  z e  w z o r u  ( 6 , 4 )  w y n i k a j ż e  K ( 0  e  T” ,  a  z a -

‘ Z uwagi f1091) wynika, że wzór (6„4) jest słuszny i przy założeniu
zp.
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t e r a  p u n k t  K ( t r )  n a l e ż y  t a k ż e  d o  ś l a d u  e m i s j i  l e w e j  p u n k t u  

K ( f ) .  Z d r u g i e j  s t r o n y ,  p o n i e w a ż  p u n k t  ( 0 , 0 , 0 )  j e s t  p o c z ą t ­

k i e m  k r z y w e j  r o d z i n y  F o r ó w n a n i u  =  x 0 =  O ,  O ^  t  ^  ,

k t ó r e j  k o ń c e m  j e s t  p u n k t  ( 0 , 0 , 1 ) ,  t o  p u n k t  ( 0 , 0 , 0 )  n a l e ż y  

d o  ś l a d u  e m i s j i  l e w e j  p u n k t u  ( 0 , 0 , t ) .  ; / y n i k a  s t ą d ,  ż e  p u n k t y  

k ( t )  i  ( j , O , t )  n a l e ż ą  d o  ś l a d u  e m i s j i  l e w e j  o d c i n k a  b ( x ) ,  

a  p o n a d t o  p u n k t y  t e  n a l e ż a  d c  d w ó c h  r ó ż n y c h  s k ł a d o w y c h  z b i o r u  

T“  r o z g r a n i c z o n y c h  k r z y w ą  a #  P o n i e w a ż  j e d n a k  z b i ó r  b ( 0  

j e s t  s p ó j n y  i  n i e  ma k r z y w y c h  a s y m p t o t y c z n y c h  w l e w o ,  k t ó r e b y  

m i a ł y  k o n i e c  w z b i o r z e  b ( * t ) ,  t o  z  t w i e r d z e n i a  ( 9 , 1  )  i  u w a g i

( 1 0 . 1 )  w y n i k a ,  ż e  i s t n i e j e  k r z y w a  r o d z i n y  F  o p o c z ą t k u  w 

z b i o r z e  a  i  k o ń c u  w z b i o r z o  b ( r ) .  Z e . w z g l ę d u  n a  d o w o l n o ś ć  

l i c z b y  i  o z n a c z a  t o ,  ż e  E ( a )  j e s t  z b i o r e m  n i e o g r a n i c z o n y m  

ą . e . d .

W p r z y k ł a d z i e  t y m  m o ż n a  b y ł o ,  p o d o b n i e  j a k  w p r z y k ł a d z i e

( 1 0 . 1 )  z a m i a s t  z a ł o ż e ń  Z ~ F  i  K ( t )  4- T  p r z y j ą ć  z a ł o ż e n i a  

Z " F  i  K ( t )  4  s * *  I s t o t n i e ,  z e  w z o r u  ( 6 , 6 )  w y n i k a ,  ż e  i  w 

t y m  p r z y p a d k u  K ( t )  4  a  p o z a  t y m  d o w ó d  p o z o s t a n i e  b e z  z m i a ­

n y * ) ,

1 1 ,  D e f i n i c j a  ( 1 1 , 1 ) .  R o d z i n ę  k r z y w y c h  n a z y w a m y  j e d n o z n a c z ­

n ą  w p r a w o  ( w  l e w o )  w z b i o r z e  W,  j e ż e l i  k a ż d y  p u n k t  z b i o r u  

W j e s t  p o c z ą t k i e m  ( k o ń c e m )  j e d y n e g o  e l e m e n t u  t e j  r o d z i n y  w y s y ­

c o n e  g o  w p r a w o  ( w  l e w o )  w z b i o r z e  '»¥,

vV t y m  p u n k c i e  p r z y j m u j e m y  z a ł o ż e n i e ,  że w z b i o r z e  W j e s t  

o k r e ś l o n a  r o d z i n a  F  t y p u  0M j e d n o z n a c z n a  w p r a w o .

D e f i n i c j a  ( 1 1 , 2 ) ,  Z b i ó r  p u n k t ó w  n a l e ż ą c y c h  d o

z b i o r u  U +  3 . ,  o  t e j  w ł a s n o ś c i ,  ż e  ś l a d  e m i s j i  k a ż d e g o  z  n i c h  

j e s t  p u n k t e m  n a z y w a m y  l e w y m  c i e n i e m  z b i o r u  3  ( p o r ,  [ 7 ] )  

i  o z n a c z a m y  p r z e z  M.

J e ż e l i  a  c  U +  3  i  z e  z b i o r u  a  n i e  w y c h o d z ą  k r z y w e  

a s y m p t o t y c z n e  r o d z i n y  F ,  t o  a  c  M. P r z y j m i j m y  z a  i n n y m i  

( p *  [ 7 ] )  n a  o z n a c z e n i e  ś l a d u  e m i s j i  p u n k t u  P ,  w p r z y p a d k u  g d y  

e ( r )  j e s t  p u n k t e m ,  symbol  c o n s e ą  P .  P r z e k s z t a ł c e n i e  

P — c o n s e ą  P  j e s t  o k r e ś l o n e  w z b i o r z e  M i  przyporządkowuje  
k a ż d e m u  p u n k t o w i  t e g o  z b i o r u  p u n k t  z b i o r u  S ,

H )------------------------------
Przykład (10,1) został zaczerpnięty z L7], przykłady nastepne są ao- ayiilcacjami przykładów podanych w [41# ędzie były rozpatrywane w 
związku z rodziną całek układu róv.nan różniczkowych spełniającvch wa­runek jednoznaczności.
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T w i e r d z e n i e  ( 1 1 , 1 ) .  J e ż e l i  w z b i o r z e  W / s p e ł ­

n i a j ą c y m  z a ł o ż e n i e  Z^ /  j e s t  o k r e ś l o n a  r o d z i n a  F  t y p u  ą  

j e d n o z n a c z n a  w p r a w o ,  t o  f u n k c j a  o o n s e ą .  P  j e s t  c i ą g ł a  w z b i o ­

r z e  M.

D o w ó d ,  Załóżmy,  że punkty P,  P1 , P2 , . . . . ,  n a l e ż ą  do 
z b i o r u  M 1  l im  Pt = P.  Połóżmy e ( P . ) =  Q. ,  i  =  1 , 2 , , . , .  .

Z w ł a s n o ś c i  3 °  r o d z i n y  F  w y n i k a ,  ż e  i s t n i e j e  p o d c i ą g  c i ą g u  

Q . | , Q 2 , .  . .  z b i e ż n y  d o  p e w n e g o  p u n k t u  Q n a l e ż ą c e g o  d o  z b i o r u  

R i  e l e m e n t  r o d z i n y  F  o  p o c z ą t k u  P  i  k o ń c u  Q .  P o n i e w a ż  

p u n k t  P  €- M,  a  M c  U +  3 ,  t o  z  z a ł o ż e n i a  Z^ F  w y n i k a ,  ż e  

Q e  S .  W o b e c  t e g o  Q =  e ( p ) ,  a  z  u w a g i  n a  t o ,  ż e  r o d z i n a  F  

j e s t  j e d n o z n a c z n a  w p r a w o  l i m  e ( p - , )  =  e ( P ) ,  ą . e . d .
2_ o o  X

T w i e r d z e n i e  t o  j e s t  p o d s t a w ą  t e o r i i  z a j m u j ą c y c h  s i ę  b a d a ­

n i e m  w ł a s n o ś c i  a s y m p t o t y c z n y c h  i  o p a r t y c h  n a  p o j ę c i u  r e t r a k t u

[ 7 ]  ,  [ 1 ]  ,  [ 6 ]  ,  [ 2 ]  ,  [ 4 ]  .

Z t w i e r d z e n i a  ( 1 1 , 1 )  w y n i k a  j e s z c z e  i n n e  t w i e r d z e n i e  r ó ż ­

n i ą c e  s i ę  s w y m  c h a r a k t e r e m  z a r ó w n o  o d  t w i e r d z e ń  t e o r i i  o p a r ­

t y c h  n a  p o j ę c i u  r e t r a k t u ,  j a k  r ó w n i e ż  o d  i n n y c h  t w i e r d z e ń  p r a ­

c y  n i n i e j s z e j .  T w i e r d z e n i e  t o  j e s t  b a r d z o  p r o s t e ,  a  w z a s t o s o ­

w a n i a c h  m o ż e  z a s t ą p i ć  t w i e r d z e n i a  p o d a n e  w [ 7 ] ,  A b y  j e  s f o r m u ­

ł o w a ć ,  p r z y j m i e m y  n a s t ę p u j ą c ą  d e f i n i c j ę .

D e f i n i c j a  ( 1 1 , 3 ) .  M ó w i m y ,  ż e  z b i ó r  Z d a j e  s i ę .  

ś c i ą g n ą ć  d o  p u n k t u  P  w z b i o r z e  B ,  j e ż e l i  i s t n i e j e  h o m o t o -  

p i a  I l ( y , s ) .  g d z i e  y  =  ( t , x ) ,  t a k a  ż e  d l a  y  e  Z j e s t

H(y,0) =  y, H(y,l) =  P ,  a  p o n a d t o  H ( y , s )  e B  d l a  0 ^ s ^ 1 .

T w i e r d z e n i e  ( 4 4 . Z a ł ó ż m y , ,  ż e  r o d z i n a  P  jest 
r o d z i n ą  t y p u  G* o k r e ś l o n ą ,  w z b i o r z e  W i  j e s t  j e d n o z n a c z n a  

w p r a w o ,  a  z b i ó r  a  c  U + S i  z b i ó r  b  c  s .  J e ż e l i  i s t n i e j e  

p o d z b i ó r  Z z b i o r u  S  -  b ,  k t ó r y  d a j e  s i ę  ś c i ą g n ą ć  d o  p u n k t u ,  

w z b i o r z e  a  +  S  -  b ,  a l e  n i e  d a j e  s i ę  ś c i ą g n ą ć  d o  p u n k t u  w

z b i o r z e  S  -  b ,  t o  ( u ^ )  ł u b  ( u 2 ) .

D o w ó d .  W y s t a r c z y  w y k a z a ć ,  ż e  j e ż e l i  n o n  ( u ^ )  i  n o n  ( u 2 ) ,  

t o  k a ż d y  p o d z b i ó r  z b i o r u .  3 -  b ,  k t ó r y  d a j e  s i ę  ś c i ą g n ą ć  d o  

p u n k t u  w z b i o r z e  a  +  S  -  b .  d a j e  s i ę  t a k ż e  ś c i ą g n ą ć  d o  p u n k ­

t u  w z b i o r z e  S  -  b .  Z a ł ó ż m y ,  w i ę c ,  ż e  Z c  S  b i  i s t n i e ­

j e  p u n k t  P  i  h o m o t o p i a  H/ ) ( y , s )  t a k a ,  ż e  d l a  y  e  Z j e s t
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( y , o )  = y ,  ( y  , 1  )  = P  o r a z  H , | ( y . , s )  e  a  +  3  -  b  i  p o ł ó ż ­

my H L ( y , s )  = c o n s e c i H j  ( y ,  s ) .  P o n i e w a ż  z c  z b i o r u  a  n i c  w y c h o ­

d z ą  k r z y w e  a s y m p t o t y c z n e  i  a c U  +  S ,  t o  a c M  i  a  +  3 - b  c  M,

a  z a t e m  z  t w i e r d z e n i a  ( 1 1 , 1 )  w y n i k a ,  ż e  d l a  y e Z  i  d l a

0 < s = s 1  f u n k c j a  H2 ( y , s )  j e s t  c i ą g ł a .  P o n a d t o ,  p o n i e w a ż  z e  

z b i o r u  a  n i e  w y c h o d z ą  e l e m e n t y  r o d z i n y  F  d o  z b i o r u  b ,  t o  

c o n s e ą  y  e  S  -  b  d l a  y  e  a  +  3  -  b ,  a  z a t e m  II2 ( y , s )  e  3  -  b  

d l a  y  -  Z i  0 < s ś 1 ,  Z n a c z y  t o ,  ż e  z b i ó r  Z d a j e  s i ę  ś c i ą ­

g n ą ć  d o  p u n k t u  c o n s e ą  P  w z b i o r z e  3  -  b  q . e . d .

T w i e r d z e n i e  ( 1 1 , 2 )  p o z o s t a n i e  p r a w d z i w e ,  j e ż e l i  n a  m i e j s c e  

3  p o ł o ż y m y  S * .

T w i e r d z e n i e  t o  m o ż n a  b e z  t r u d u  s t o s o w a ć  d o  p r z y k ł a d u  ( ' 1 0 , 1  )  

w p r z y p a d k a c h  ( j j )  i  ( j j j )  i  d o  p r z y k ł a d u  ( 1 0 , 2 ) ,  o i l e  r o ­

d z i n a  F s p e ł n i a  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  ( 1 1 , 2 ) .  P o k a ż e m y ,  j a k  

t w i e r d z e n i e  t o  m o ż n a  z a s t o s o w a ć  d o  p r z y k ł a d u  ( 5 , 1 ) .  Z a ł ó ż m y ,  

ż e  w t y m  p r z y k ł a d z i e  3  = F r o n t  W i  p o ł ó ż m y  a ( 0  =  W{ t  =  •?},

Z ( r )  = a ( f ) . F r o n t  t f .  P r z y  d o w o l n y m  t  z b i ó r  Z ( ^ )  d a j e  s i ę

ś c i ą g n ą ć  d o  p u n k t u  w z b i o r z e  3  +  a ( " f ) ,  l e c z  n i e  d a j e  s i ę  

ś c i ą g n ą ć  d o  p u n k t u  w z b i o r z e  3 ,  a  z a t e m  n a  m o c y  t w i e r d z e n i a

( 1 1 , 2 )  z  k a ż d e g o  z e  z b i o r ó w  a ( i )  w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z ­

n a  r o d z i n y  F .

1 2 •  S c h a r a k t e r y z u j e m y  t e r a z  p o k r ó t c e  o g ó l n ą  z a s a d ę  r o z u m o ­

w a n i a ,  k t ó r ą  p o s ł u g i w a l i ś m y  s i ę  d o t y c h c z a s  i  n a d a l  b ę d z i e m y  

s i ę  p o s ł u g i w a l i .  P o d s t a w ą  t e o r i i  s ą  t w i e r d z e n i a  p o s t a c i :  " j e ­

ż e l i  n o n  cc i  ; 3 ,  t o  g d z i e  cc o z n a c z a  z d a n i e :  " z e  z b i o r u

a  w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a " ,  a  fi  p e w n e  w a r u n k i  d o t y ­

c z ą c e  r o d z i n y  k r z y w y c h  i  z b i o r u  W. W p r a c a c h  c y t o w a n y c h  w y ­

ż e j  s p o ś r ó d  t w i e r d z e ń  t e g o  t y p u  w y k o r z y s t a n o  j e d y n i e  t w i e r d z e ­

n i e  ( 1 1 , 1 ) ,  d l a  p r z y p a d k u ,  g d y  r o d z i n a  F  j e s t  j e d n o z n a c z n a .  

O p r ó c z  t e g o  t w i e r d z e n i a  p o d a l i ś m y ,  j a k  d o t ą d ,  t w i e r d z e n i a  ( 4 , 1 )  

i  ( 8 , 1 )  -  ( 8 , 3 ) .  w y k o r z y s t a n i e  t y c h  t w i e r d z e ń , k a ż d e g o  z  o s o b n a ,  

p o z w o l i ł o  u z y s k a ć  t w i e r d z e n i a  d o t y c z ą c e  w ł a s n o ś c i  a s y m p ­

t o t y c z n y c h  i  b r z e g o w y c h  d l a  d o ś ć  o g ó l n y c h  r o d z i n  k r z y w y c h .  

J e ż e l i  j e d n a k  o g r a n i c z y m y  s i ę  n a w e t  d o  r o d z i n  c a ł e k  

u k ł a d u  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  s p e ł n i a j ą c y c h  w a r u n e k  j e d n o ­

z n a c z n o ś c i ,  t o  z n a j d z i e m y  m i ę d z y  n i m i  t w i e r d z e n i a ,  k t ó ­

r y c h  n i e  m o ż n a  o t r z y m a ć  z  t w i e r d z e n i a  ( 1 1 , 1 ) .  I T a l e —
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ż ą  ć o  n i c h  t w i e r d z e n i a  p o d a n e  w p k t , 5 .  B y ł o  o c z y w i s t y m  n i e d o ­

s t a t k i e m  t e o r i i  r e t r a k t o w y c h ,  ż e  n i e  o b e j m o w a ł y  o n e  t a k  o c z y ­

w i s t e g o  t w i e r d z e n i a ,  j a k  n p ,  t w i e r d z e n i e  ( 5 , 5 )  b e z  d o d a t k o w e g o  

z a ł o ż e n i a  o  b r a k u  p o ś l i z g ó w  w e w n ę t r z n y c h ,  Z t w i e r d z e n i a  ( 1 1 , 1 )  

n i e  m o ż n a  o t r z y m a ć  r ó w n i e ż  t w i e r d z e n i a  ( 9 , 1 )  n a w e t  w z a s t o s o ­

w a n i u  d o  w y p a d k u ,  g d y  r o d z i n a  F  j e s t  r o d z i n ą  c a ł e k  u k ł a d u  

r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  s p e ł n i a j ą c e g o  w a r u n e k  j e d n o z n a c z n o ś c i ,

T y m i  u w a g a m i  o g r a n i c z a m y  s i ę  d o  o m a w i a n i a  z w i ą z k u  m i ę d z y  w y ­

n i k a m i  u z y s k a n y m i  p r z e z  n a s  d o t y c h c z a s  a  t e o r i a m i  r e t r a k t o w y m i .  

W y j a ś n i m y ,  c o  z a m i e r z a m y  d a l e j .  N i e  m o ż n a  s i ę  s p o d z i e w a ć ,  

ż e  t w i e r d z e n i a m i  ( 4 , 1 )  i  ( 8 , 1 )  -  ( 8 , 3 )  w y k o r z y s t a l i ś m y  j u ż  

w s z y s t k i e  w ł a s n o ś c i  p r z e k s z t a ł c e n i a  cc —  E(or), k t ó r e  m o g ą  b y ć  

p r z y d a t n e  d o  f o r m u ł o w a n i a  t w i e r d z e ń  d o t y c z ą c y c h  w ł a s n o ś c i  a s y m p =  

t o t y c z n y c h  i  b r z e g o w y c h ,  W d a l s z y m  c i ą g u  z d e f i n i u j e m y  p e w n e  

f u n k c j e  o k r e ś l o n e  p r z e z  p r z e k s z t a ł c e n i e  oc — E(cc) k t ó r e  d l a  r o ­

d z i n  t y p u  G» i  G p o z w o l ą  s f o r m u ł o w a ć  t w i e r d z e n i a ,  o b e j m u j ą c e  

p e w n e  p r z y p a d k i ,  w k t ó r y c h  t w i e r d z e n i a  d o t y c h c z a s o w e  n i e  d a ł y  

s i ę  b e z p o ś r e d n i o  s t o s o w a ć ,

1 3 ,  D e f i n i c j a  ( 1 3 , 1 ) .  P r z y j m i j m y  z a ł o ż e n i e  Zv  
a  o z b i o r a c h  R 9 i  A z a ł ó ż m y ,  ż e  R *  c  R i  A  c  U +  R 9 .  

M ó w i m y ,  ż e  f u n k c j a  r ( a , s )  j e s t  f u n k c j ą  w y m i a t a n i a  t y p u  0*, 
j e ż e l i  s ą  s p e ł n i o n e  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i :

1*  F u n k c j a  r ( c c , s )  j e s t  o k r e ś l o n a  d l a  w a r t o ś c i  a r g u m e n t u ,  a  
b ę d ą c y c h  p o d z b i o r a m i  z b i o r u  A i  . d l a  d o w o l n y c h  w a r t o ś c i  p a r a ­

m e t r u  s ,  a  j e j  w a r t o ś c i  s ą  p o d z b i o r a m i  z b i o r u  A ,

2*  r ( ( t 1 , x 1 ) , s )  s  ( t 1 , x 1 )  d l a  s  «  t 1 ,  a  j e ż e l i  p u n k t  

( t 1 , x 1 )  n a l e ż y  d o  z b i o r u  R * ,  t o  r ( ( t 1 , x 1 ) , s )  *  ( t 1 , x 1 )  d l a  

k a ż d e g o  s ,

3* j e ż e l i  ( t 1 , x 1 ) < £ R »  i  s > t . , , t o  r ( ( t 1 , x 1 ) , s )  c  

c w { t  =  s }  +  R '  { t A «= t  - = s } ,

5*  j e ż e l i  z b i ó r  c< j e s t  z w a r t y ,  t o  i  z b i ó r  r ( < x , s )  j e s t  

z w a r t y ,  a  p o n a d t o  i s t n i e j e  l i c z b a  s *  t a k a ,  ż e  / ’’( « » s * )  -  R 9

i  d l a  s  55s #  j e s t  rioc9s )  =  r ( o c , s * ) ,

6* j e ż e l i  z b i ó r  a- j e s t  s p ó j n y ,  t o  i  z b i ó r  r ( c c , s )  j e s t

s p ó j n y

7* r ( / X « c , s 1 ) 9s 2 ) -  d l a  8 1 ^  s 2 *
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8*  f u n k c j a  r(<x9s )  j e s t  j e d n o s t a j n i e  c i ą g ł a  z e  w z g l ę d u  n a

s  w z b i o r z e  p o d z b i o r ó w  z w a r t y c h  z b i o r u  A, t o  z n a c z y ,  ź e  d l a  

k a ż d e g o  e > 0  i  d l a  k a ż d e g o  z b i o r u  z w a r t e g o  cc c  A  i s t n i e j e  

ó  > 0  t a k i e ,  ż e  j e ż e l i  | s ^  -  | <  ó, t o  r ( o c , s ^ )  c  K ( r ( o £ , s 2 ) , £ ) ,

9* f u n k c j a  r ( o c , s )  j e s t  g ó r n i e  p ó ł c i ą g ł a  w s e n s i e  i n k l u ­

z j i  z e  w z g l ę d u  n a  oc w z b i o r z e  w s z y s t k i c h  p o d z b i o r ó w  z w a r t y c h  

z b i o r u  A, t o  z n a c z y ,  ż e  j e ż e l i  cĉ  => °  . . . .  j e s t  c i ą g i e m

z s t ę p u j ą c y m  z b i o r ó w  z w a r t y c h  z a w a r t y c h  w z b i o r z e  A i  n i e p u -
OJ

s t y c h  i  =  cc ,  t o  d l a  k a ż d e g o  s  j e s t  JT r ’ (oci , s ) < = r ( o c , s ) .

F u n k c j ę  r ( o c , s )  s p e ł n i a j ą c ą  w a r u n k i  1* o r a z  3 *  -  9 ' * ,  

a  z a m i a s t  2*  w a r u n e k  n a s t ę p u j ą c y :

2 * *  r ( ( t 1 , x 1 ) , s )  =  Ct^  )  d l a  s  t 1 ,  a  j e ż e l i

( t . t , x 1 )  e  R »  ,  t o  ( t 1 , x 1 )  e  r ( ( t 1 , x 1 ) , s )  c  R t  9

n a z y w a m y  f u n k c j ą  w y m i a t a n i a  t y p u  G .  \

0  f u n k c j a c h  t y p u  G* c z y  t y p u  G m ó w i m y ,  ż e  w y m i a t a j ą  

z b i ó r  A w s o b i e  n a  R i

Z w ł a s n o ś c i  5* — 7 *  w y n i k a j ą  d a l s z e  w ł a s n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e *  

5 * *  j e ż e l i  z b i ó r  r(ocrs ^ )  j e s t  z w a r t y ,  t o  d l a  s  s ^

z b i ó r  r ( c > c , s )  j e s t  t a k ż e  z w a r t y ,

6 * *  j e ż e l i  z b i ó r  r(ccf s ^ )  j e s t  s p ó j n y ,  t o  d l a  s  s* s^j 

z b i ó r  r ( « : , s )  j e s t  t a k ż e  s p ó j n y *

D e f i n i c j a  ( 1 3 , 2 ) *  M ó w i m y ,  ż e  f u n k c j a  r ( c c , s )

/  t y p u  G* c z y  t y p u  G /  w y m i a t a  z b i ó r  a  n a  R> w o b r ę ­

b i e  z b i o r u  C ,  j e ż e l i ,  i s t n i e j e  z b i ó r  A t a k i ,  ż e  f u n k c j a  

r(cc$s )  w y m i a t a  g o  w s o b i e  n a  R>, a  p o n a d t o  a  <= A c  c*.

T w i e r d z e n i e  ( 1 3 , 1 ) .  J e ż e l i  s ą  s p e ł n i o n e  z a ł o ż e ­

n i a  Z^ i  Z ^ F ,  a  z b i ó r  a  <= u  +  s  i  j e ż e l i  z e  z b i o r u  a  

n i e  w y c h o d z ą  k r z y w e  a s y m p t o t y c z n e  r o d z i n y  F ,  t o  i s t n i e j e  

f u n k c j a  r(oct s )  t y p u  G* ,  k t ó r a  w y m i a t a  z b i ó r  a  n a  S  

w o b r ę b i e  z b i o r u  E ( a ) .

D o w ó d *  P o ł ó ż m y  d l a  oc c  E ( a )  i  d l a  d o w o l n y c h  s  

( 1 3 , 1  )  V  ( c « " , s )  = c c { t > s }  +  e ( o c { t  * s s } , s ) * ^ .

Rórmoczośnie przyjmujemy, że ślad emisji zbioru pustego jest pusty.
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P o n i e w a ż  a  c  E ( a ) ,  t o  w m y ś l  d e f i n i c j i  ( 1 3 , 2 )  w y s t a r c z y  

w y k a z a ć ,  ż e  f u n k c j a  ¥(<xr s )  p o s i a d a  w ł a s n o ś c i  1* -  9 * ,  j e ­

ż e l i  p r z y j m i e m y  A =  E ( a ) .  W ł a s n o ś c i  1* i  4* s ą  o c z y w i s t e *  

Z ( 1 3 , 1 )  w y n i k a ,  ż e .

( 1 3 . 2 )  47( o c , s )  =  cc ,  j e ż e l i  t f { t  ¿ s }  =  0  i  ¥(ocf s )  =

=  e ( c c , s ) ,  j e ż e l i  oc { t  >  s }  =  0 ,

a  s t ą d  i  z  u w a g i  n a  t o ,  ż e  j e ż e l i  p u n k t  ( t , x )  £  S ,  t o  

e ( ( t , x ) , s )  =  ( t , x )  d l a  s  s * t . ,  w y n i k a  o d  r a z u  2* 1 3 * .

J e ż e l i  z b i ó r  oc j e s t  z w a r t y ,  t o  i  z b i ó r  c c { t ^ s }  j e s t  

z w a r t y ,  a  p o n i e w a ż  z e  z b i o r u  a  n i e  w y c h o d z ą  k r z y w e  a s y m p t o ­

t y c z n e  r o d z i n y  F i  cc c  E ( a )  <= U +  S ,  t o  z  t w i e r d z e n i a

( 4 . 1 )  z a s t o s o w a n e g o  d o  z b i o r u  W { t  *£ s }  w y n i k a ,  ż e  i  z b i ó r  

e ( o c { t < s } ,  s )  j e s t  z w a r t y *  P o n a d t o  < ^ { t  =  s }  =  e (<? c { t  =  s / , s ) ,  

a  z a t e m  w e  w z o r z e  ( 1 3 , 1 )  m o ż n a  z a s t ą p i ć  o c { t < s }  p r z e z  

o c f t ^ s } *  W o b e c  t e g o  z b i ó r  5/ ( a : , s )  j a k o  s u m a  d w ó c h  z b i o r ó w  

z w a r t y c h  j e s t  z w a r t y ,

N a  m o c y  t w i e r d z e n i a  ( 4 , 1 )  z b i ó r  E ( c c )  j e s t  z w a r t y .  N i e c h  

s* o z n a c z a  n a j w i ę k s z ą  s p o ś r ó d  w s p ó ł r z ę d n y c h  c z a s o w y c h  p u n k t ó w  

n a l e ż ą c y c h  d o  E ( a ' ) «  Z e  w z o r u  ( 1 3 , 1 )  i  z  w ł a s n o ś c i  ( v 2 )  w y ­

n i k a ,  ż e  d l a  s  i s  s *  j e s t  < K o r , s )  =  e(ccf s )  =  e ( c o ) ,  a  p o n i e ­

w a ż  c c c a c U + S ,  t o  z  u w a g i  n a  z a ł o ż e n i e  Z ^ F  j e s t  

e ( a ' )  c= S ,  W y k a z a l i ś m y  w ł a s n o ś ć  5 * .

P r z y p u ś ć m y ,  ż e  w ł a s n o ś ć  6* n i e  j e s t  p r a w d z i w a .  W o b e c  t e g o  

i s t n i e j ą  z b i o r y  b  i  c  t a k i e ,  ż e  ^ ( o C j s )  =  b  +  c ,  a  p o ­

n a d t o  b . ć  =  b . . c  =  0 .  P o ł ó ż m y  b . e ( c c  { t  i s }  , s )  =  b ^ ,  

c . e ( c c { t « s }  , s )  =  ,  b - o c { t > s } =  b 2 ,  o . o c j t  > s }  =  c 2 .  N a  m o c y

( 1 3 . 1 )  j e s t  b  =  b^ +  b 2 ,  0 = 0^ +  c 2 ,  a  z a t e m  z b i o r y  b^ +  b 2  

1  +  c 2  s ą  r o z g r a n i c z o n e ,  c z y l i

( 1 3 . 3 )  ( b 1 + b 2 ) .  ( o ^ + O g )  =  ( b 1 + b 2 ) .  Cc1+c2 ) = 0 .

P o n a d t o  e ( c e { t  s }  , s )  =  b^ +  c ^ ,  a  z a t e m  i s t n i e j ą  z b i o r y  

i  /  t a k i e ,  ż e  ¡3 +  y  -  c c - f t ^ s }  o r a z  e ( / 3 , s )  =  b^

i  e ( / , s )  =  0  ̂ *
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U z y s k a m y  p o t r z e b n ą  d l a  z a k o ń c z e n i a  d o w o d u  w ł a s n o ś c i  6*  

s p r z e c z n o ś ć ,  j e ż e l i  w y k a ż e m y ,  ż e  z b i o r y  ¡3 + b p i  y  + c 2  s ą  

r o z g r a n i c z o n e .  W t y m  c e l u  w y k a ż e m y  n a j p i e r w ,  ż e  z b i ó r  

( /3  +  b ^ ) .  ( /  +  c 2 )  j e s t  p u s t y .  Z b i o r y  ¡3 1  /  s ą  r o z g r a n i c z o n e ,  

b o  w p r z e c i w n y m  r a z i e  z  t w i e r d z e n i a  ( 8 , 3 )  w y n i k a ł o b y ,  ż e  z b i o r y  

b^  i  c^  n i e  s ą  r o z g r a n i c z o n e ,  c o  z e  w z g l ę d u  n a  ( 1 3 , 3 )  n i e  

j e s t  m o ż l i w e *  W t a k i m  r a z i e  [3 * /  =  0 *  Z ( 1 3 , 3 )  w y n i k a  t a k ż e ,  

ż e  ^ 2 * ° 2  =  P o z o s t a j e  w y k a z a ć ,  ż e  b 2  •  /  '= 0  i  ¡3 * ć 2  =  0 .  

L e c z  f  cr W | t ^ s } ,  a  b 2  <=■ W { t > s } ,  a  z a t e m  b ^ .  f  -  0 *

G d y b y  i s t n i a ł  p u n k t  P  £  ¡3 • ć 2 ,  t o  m u s i a ł o b y  b y ć  t p  *  s ,  

a  z a t e m  P e  e ( P , s ) .  P o n i e w a ż  j e d n a k  P  e  ¡3 ,  t o  p £ e ( y 3 , s )  =

=  b ^ ,  a  w i ę c  z b i ó r  "b -l * ć 2  n i e  b y ł b y  p u s t y ,  c o  z n ó w  z  u w a g i  n a

( 1 3 . 3 )  n i e  j e s t  m o ż l i w e .  W p o d o b n y  s p o s ó b  m o ż n a  w y k a z a ć ,  ż e  

z b i ó r  ( / 3  +  b 2 ) .  (  /  +  c 2 )  =  0 ,  w o b e c  c z e g o  z b i o r y  [3 +  b 2

1  y  +  c 0 s ą  r o z g r a n i c z o n e ,  c o  k o ń c z y  d o w ó d  w ł a s n o ś c i  6* * 

P r z e c h o d z ą c  d o  d o w o d u  w ł a s n o ś c i  7 * »  z a u w a ż m y  n a j p i e r w ,  ż e  

z  w ł a s n o ś c i  4* w y n i k a ,  ż e  ¥  ( a  + . ;S , s )  »  ¥ (&f s )  + ¥ ( f i f s ) .  

W o b e c  t e g o  z  ( 1 3 , 1 )  o t r z y m u j e m y  ^ ( ^ ( o c ^ s ^  ) , s 2 )  s  ^ ( « ^ { s ^ t ^ s ^  +•

+  o c { t > - s 2 } +  e C c c j t ^ s ^ } ,  s 1 ) , s 2 ) .  S t ą d  i  z  ( 1 3 , 2 )  w y n i k a

( 1 3 . 4 )  ¥(¥(<xt s^  ) , s 2 )  =  e ( c c { s 1 <  t  <  s 2 j  , s 2 )  +  cc{t  > s 2 } +

+  e ( e ( c c { t  <  s ^  » s ^  ) , s 2 ) .

Z d r u g i e j  s t r o n y

( 1 3 . 5 )  ^ K s 2 )  -  o c { t > s 2 } +  e ( o c  { t  < s 1 ) , s 2 )  +

+  e (  oc { s ^  <  t  < s 2 )  , s 2 ) .

L e c z  n a  m o c y  ( v ^ )  j e s t  e ( e (  cc { t  ś s ^  , s r ) , s 2 )  ■  e ( o c { t  «  s . ^  , , s 2 ) ,  

a  z a t e m  z  ( 1 3 , 4 )  i  z  ( 1 3 , 5 )  w y n i k a  7 *  • P r z e c h o d z i m y  d o  d o ­

w o d u  w ł a s n o ś c i  8*  .  P o n i e w a ż  z b i ó r  E ( o c )  j e s t  z w a r t y ,  t o  

i s t n i e j ą  l i c z b y  s Q i  s *  t a k i e ,  ż e  d o  z b i o r u  E ( o c )  n a l e ż ą  

z a r ó w n o  p u n k t y  o  w s p ó ł r z ę d n e j  c z a s o w e j  s Q,  j a k  i  p u n k t y  

o  w s p ó ł r z ę d n e j  c z a s o w e j  s *  ,  l e c z  z b i ó r  E ( o c )  n i e  z a w i e r a  

p u n k t ó w  o  w s p ó ł r z ę d n e j  c z a s o w e j  s p o z a  p r z e d z i a ł u  < s Q, s #> •

Z ( 1 3 , 2 )  w y n i k a ,  ż e  d l a  s  -< s Q j e s t  ¥(.oc,s)  = ^ ( o c , s 0 )  = < ^
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a  z  ( 1 3 , 2 )  i  z  w ł a s n o ś c i  ( v 2 )  d l a  s > s ,  j e s t  ¥(nxf 3 )  -  
s  ¥ ( r / t Sj, )  =  e ( o c ) .  W y n i k a  s t ą d ,  ż e  p r z y  d o w o d z i e  w ł a s n o ś c i  8*  

w y s t a r c z y  o g r a n i c z y ć  s i ę  d o  p r z e d z i a ł u  < s 0 , s # >  .  P o n i e w a ż  

z b i ó r  E(oc)  j e s t  p o d z b i o r e m  z w a r t y m  z b i o r u  W, t o  n a  m o c y  

t w i e r d z e n i a  ( 2 , 1 )  k r z y w e  r o d z i n y  F  z a w a r t e  w E ( # 0  s ą  

j e d n a k o w o  c i ą g ł e ,  a  z a t e m  d l a  k a ż d e g o  €  O i s t n i e j e  l i c z b a  

t f  ^  0 ,  o  k t ć r e j  o d  r a z u  z a ł o ż y m y ,  ż e  6 *s £ t a k a ,  ż e  j e ż e l i  

p u n k t  ( ? » s )  £  E ( o c ) ,  a  p u n k t  (  T. ,  ^  ) e E ( T , 3 ) >  t o

( 1 3 . 6 )  ,  j e ż e l i  0  ^  -  t <  S.

Z a ł ó ż m y ,  ż e  s q =s <  s 2  <  s *  i  s 2  -  s ^  <  rf .  Z ( 1 3 , 1  )  

i  z  d e f i n i c j i  ( 7 , 1 )  o t r z y m u j e m y

( 1 3 . 7 )  P ( < x , s 1 )  =  < ? c { t > s 2 )  + o i { s 1 < t ^ s 2 ) +

+  E (  o i  { t  « s s ^  j  ) . T ( s 1 ) .

( 1 3 . 8 )  ¥ ( o c , s 2 )  =  oc { t  = - s 2 } + E (o c{s1 <  t  = e s 2 j  ) . T ( s 2 )  +

+ E (  cc ( t  s^  j ) . T ( s 2 ) .

D l a  d o w o d u  8 *  w y s t a r c z y  w y k a z a ć ,  ż e  k a ż d e m u  p u n k t o w i  

j e d n e g o  z e  z b i o r ó w  ¥(,oc9s ^ ) t ¥(<*, s p )  o d p o w i a d a  p u n k t  d r u g i e ­

g o  z b i o r u  t a k i ,  ż e  i c h *  o d l e g ł o ś ć  j e s t  m n i e j s z a  o d  £  .  Z u w a ­

g i  n a  ( 1 3 , 7 )  i  ( 1 3 , 8 )  j e s t  t o  o c z y w i s t e ,  g d y  c h o d z i  o p u n k t y  

n a l e ż ą c e  d o  z b i o r u  o f { t > s 2 } .  K a ż d e m u  p u n k t o w i  j e d n e g o  z e  

z b i o r ó w  o c { s 1 < t « s 2 )  i  E ( o f { s 1 <  t  < s 2 } ) . T ( s 2 ) ,  o d p o w i a d a  

p u n k t  d r u g i e g o  z b i o r u  t a k i ,  ż e  o b y d w a  l e ż ą  n a  p e w n y m  e l e m e n c i e  

P  z a w a r t y m  w E ( o c ) „  J e ż e l i  P  i  Q s ą  p a r ą  p u n k t ó w  o  t e j

w ł a s n o ś c i  i  p u n k t  P  e  o c { s 1 < t < s 2 } ,  t o  s i < t p < t Q* P ° “

n a d t o  z e  w z o r u  ( 6 , ? )  w y n i k a ,  ż e  t g ^ s 2 ,  a  z a t e m  -  t p <

-s  6 «s £ i  z  ( 1 3 , 6 )  o t r z y m u j e m y ,  ż e  d ( ? , Q . )  <  £  .  P o z o s t a ­

j e  r o z w a ż y ć  w y p a d e k ,  g d y  p u n k t  P  n a l e ż y  d o  j e d n e g o  z  o s t a t ­

n i c h  s k ł a d n i k ó w  p r a w y c h  s t r o n  w z o r ó w  ( 1 3 , 7 )  i  ( 1 3 , 8 ) .  J e ż e l i  ,

P  e  e (  o c  { t  i s . j }  ) . T ( s 1 )  i  t p  «  s . j ,  t o  w z u p e ł n i e  a n a l o g i c z ­

n y  s p o s ó b  o t r z y m a m y ,  ż e  d ( P , Q )  ^  £ ,  j e ż e l i  n a t o m i a s t  

t p  ~= s ,  ,  t o  z e  w z o r u  ( 6 , 7 )  w y n i k a ,  ż e  p u n k t  P  n a ł o ż y  t a k ż e



dt> z b i o r u  ® ( o f { t  =s s 1 } ) f. T ( s 2 )  1  m o ż n a  p r z y j ą ć  Q =  P #

W t e n  s p o s ó b  w ł a s n o ś ć  8*  z o s t a ł a  u d o w o d n i o n a *  D l a  d o w o d u  

w ł a s n o ś c i  9* w y s t a r c z y  w y k a z a ć ,  ż e  d l a  k a ż d e g o  c i ą g u  z s t ę ­

p u j ą c e g o  z b i o r ó w  z w a r t y c h  ccv z a w a r t y c h  w z b i o r z e  E ( a )

i  d l a  k a ż d e g o  s  j e s t  T T s )  c  V  ( ?Ta , s ) »  V/ t y m  c e l u .
n~1 n  /?=/ XI

z a ł ó ż m y ,  ż e  p u n k t  Q ^  J e ż e l i  t g > s ,  t o  z

( 1 3 , 2 )  w y n i k a ,  ż e  Q ^  a  z a t e m  ® e  ^ ° n , s ^*

J e ż e l i  n a t o m i a s t  t g ^ s s ,  t o  z  t e g o  s a m e g o  w z o r u  o t r z y m u j e m y ,

ż e  Q e  U e C o ^ j t  = s s } , s ) ,  a  z a t e m  i s t n i e j e  c i ą g  p u n k t ó w  P n ,

P  e: oc , n  = 1 , 2 , . * «  i  c i ą g  e l e m e n t ó w  r o d z i n y  F  t a k i ,
n  n 7 * * n  j

ż e  e l e m e n t  I n  ma p o c z ą t e k  w p u n k c i e  P n  i  k o n i e c  w p u n k c i e  

Q .  P o n i e w a ż  oĉ  a  oc^9 a  z b i ó r  oĉ  j e s t  z w a r t y ,  t o

I  c= E C o ^ ) , ,  n  =  1 , 2 , * . .  l e c z  E ( o C j )  j e s t  p o d z b i o r e m  z w a r ­

t y m  z b i o r u  W,  a  z a t e m  n a  m o c y  w ł a s n o ś c i  3 °  r o d z i n y  F  

z  c i ą g u  I n  m o ż n a  w y b r a ć  p o d c i ą g  z b i e ż n y  d o  p e w n e g o  e l e m e n t u  

r o d z i n y  F  m a j ą c e g o  p o c z ą t e k  w z b i o r z e  Ł  k o n i e c

w p u n k c i e  Q* Z n a c z y  t o ,  ż e  Q ^  ¥  (TT cc^,  s ) ,  c o  d o w o d z i  9 *

W t e n  s p o s ó b  z a k o ń c z y l i ś m y  d o w ó d  t w i e r d z e n i a  ( 1 3 , 1 ) #

T w i e r d z e n i e  ( 1 3 , 1 ' ) *  J e ż e l i  s ą  s p e ł n i o n e  z a ł o ż e ­

n i a  i  Z2 F ,  a  z b i ó r  a  c  U +  T i  j e ż e l i  z e  z b i o r u  a

n i e  w y c h o d z ą  k r z y w e  a s y m p t o t y c z n e  r o d z i n y  F ,  t o  i s t n i e j e  

f u n k c j a  r ( o c , s )  t y p u  O ,  k t ó r a  w y m i a t a  z b i ó r  a  n a  T  

w o b r ę b i e  z b i o r u  E ( a ) *

D o w ó d  t e g o  t w i e r d z e n i a  j e s t  n i e m a l  d o k ł a d n y m  p o w t ó r z e n i e m  

d o w o d u  t w i e r d z e n i a  ( 1 3 , 1 ) #  W d o w o d z i e  w ł a s n o ś c i  2 * *  n a l e ż y  

s k o r z y s t a ć  z  t e g o ,  ż e  j e ż e l i  a  c: T ,  t o  a  c  e ( a )  c; t ,  c o  

w y n i k a  z  o s t a t n i e j  s p o ś r ó d  w ł a s n o ś c i  ( r ^ ) .

T w i e r d z e n i e  ( 1 3 , 2 ) «  P r z y j m i j m y  z a ł o ż e n i a  Z^ 

i  Z g F .  J e ż e l i  z b i ó r  b  <= W, a  z b i ó r  a  c  U +  S  i  j e ż e l i  

n i e  i s t n i e j e  f u n k c j a  r ( e c , s )  t y p u  G,  ,  k t ó r a  w y m i a t a  

z b i ó r  a  n a  S  w o b r ę b i e  z b i o r u  U +  S  -  b ,  to* ( u ^ )  l u b  

( u 2 ) *
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D o w ó d .  G d y b y  t w i e r d z e n i e  n i e  b y ł o  p r a w d z i w e ,  t o  n a  m o c y  

t w i e r d z e n i a  ( 1 3 , 1 )  i s t n i a ł a b y  f u n k c j a  r ( o c , s )  w y m i a t a j ą c a  

z b i ó r  a  n a  S  w o b r ę b i e  z b i o r u  E t a ) ,  p r z y  c z y m  z b i o r y  

E ' ( a )  i  b  n i e  m i a ł y b y  p u n k t ó w  w s p ó l n y c h ,  a  z a t e m  n a  m o c y  

w z o r u  ( 6 , 6 )  b y ł o b y  E ( a )  c  U +  3  -  b ,  c o  p r z e c z y  z a ł o ż e n i o m

t w i e r d z e n i a  ( 1 3 , 2 ) ©

T w i e r d z e n i e  ( 1 3 , 2 ' ) .  P r z y j m i j m y  z a ł o ż e n i a

i  Z J F .  J e ż e l i  z b i ó r  b  <= a  z b i ó r  a  c  U +  T i  j e ż e l i
£

n i e  i s t n i e j e  f u n k c j a  / ’( a ' , s )  t y p u  G w y m i a t a j ą c a  z b i ó r  a

n a  T w o b r ę b i e  z b i o r u  U +■ T -  b ,  t o  ( u ^ )  l u b  ( u 9 ) .

D o w ó d  t e g o  t w i e r d z e n i a  r ó ż n i  s i ę  o d  d o w o d u  t w i e r d z e n i a  ( 1 3 , 2 )  

j e d y n i e  t y m ,  ż e  z a m i a s t  z  ( 6 , 6 )  k o r z y s t a m y  z e  w z o r u  ( 6 , 3 ) .

T w i e r d z e n i a  ( 1 3 , 2 )  i  ( 1 3 , 2 ' )  o b e j m u j ą  p e w n e  p r z y p a d k i ,  w k t ó ­

r y c h  t w i e r d z e n i a  z  p o p r z e d n i c h  r o z d z i a ł ó w  n i e  d a j ą  s i ę  b e z p o ­

ś r e d n i o  s t o s o w a ć .

W a n a l o g i c z n y  s p o s ó b  m o ż n a  o k r e ś l i ć  f u n k c j e  w y m i a t a n i a  t y ­

p ó w  G~ i  G~ s t o s o w n e  d o  b a d a n i a  r o d z i n  t y p ó w  Gx i  G~ F u n k ­

c j a  w y m i a t a n i a  s t o s o w n a  d o  b a d a n i a  r o d z i n  t y p u  ^  r ó ż n i ł a b y  

s i ę  d o ś ć  z n a c z n i e  o d  f u n k c j i  w y m i a t a n i a  t y p ó w  w y ż e j  o p i s a n y c h

i  z a j m o w a n i e  s i ę  t y m  p r z y p a d k i e m  w y d a j e  m i  s i ę  m n i e j  c e l o w e .

P r z y k ł a d  ( 1 3 , 1 ) .

W =  ( t , x 1 , x ? )  { ( x 1 -  1 ) 2  +  x 2  « 9 ,  “ ® °  <  t  <  +  ° ° }

a  *  ( t , x 1 , x 2 ) { 0 x 1 -  ? ) 2  +  t 2  »  4 , ,  x 2  =* O ) ,

2 p
b  =  ( t , x 1 , x 2 ) { ( x ‘' +  x 2  »  4 ,  t  a  0 } .

Przyjmijmy z a ł o ż e n i e  a p o n a d t o  z a ł ó ż m y ,  ż e  p u n k t y

( 0 , - 2 , 0 ) ,  ( 0 , 4 , 0 )  n a l e ż ą  d o  r ó ż n y c h  s k ł a d o w y c h  z b i o r u  S© 

T w i e r d z i m y ,  ż e :

( j )  z e  z b i o r u  a  +  b  w y c h o d z i  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  r o d z i ­

n y  F ,  g-
o r a z

( j j )  z e  z b i o r u  a  w y c h o d z i  e l e m e n t  r o d z i n y  F  d o  z b i o r u  b „

D o w ó d .  D l a  d o w o d u  ( j )  w y s t a r c z y  w y k a z a ć ,  ż e  n i e  i s t n i e ­

j e  f u n k c j a  r ( t f , s )  t y p u  % w y m i a t a j ą c a  z b i ó r  a  +  b  n a  S

w o b r ę b i e  z b i o r u  U +  S .  P r z y p u ś ć m y ,  ż e  f u n k c j a  taka i s t n i e j e ©
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N a  m o c y  5*  i s t n i e j e  l i c z b a  s #  >  0  t a k a ,  ż e  z b i ó r  r ( a  +  b , s * )

j e s t  z a w a r t y  w z b i o r z e  S ,  a  z  2* w y n i k a ,  ż e  z b i ó r  r ( a  +  b , s * )

z a w i e r a  p u n k t y  ( 0 , - 2 , 0 ) ,  ( 0 , 4 , 0 ) .  P o n i e w a ż  j e d n a k  z  z a ł o ż e n i a  

p u n k t y  t e  n a l e ż ą  d o  r ó ż n y c h  s k ł a d o w y c h  z b i o r u  S ,  t o  z b i ó r  

r ( a  +  b , s * )  n i e  j e s t  s p ó j n y .  Z d r u g i e j  s t r o n y  z  6*  i  z  3* 

w y n i k a ,  ż e  z b i ó r  r ( a  { t  «  C > } , 0 )  j e s t  s p ó j n y  i  z a w a r t y  w z b i o ­

r z e  3 ( 0 )  =  W 1 1  »  0 }  +  S { t  < 0 } .  P o n i e w a ż  j e d n a k  p u n k t y

( O , O , 0 ) ,  ( 4 , 0 , 0 )  l e ż ą c e  w r ó ż n y c h  s k ł a d o w y c h  z b i o r u  S ( o )  -  b  

n a l e ż ą  n a  m o c y  2 *  t a k ż e  d o  z b i o r u  r ( a { t  0 )  , 0 ) ,  t o  

^ ( a { t < o ] , 0 ) . b  fi O i  t y m  b a r d z i e j  r ( a , 0 ) . b  fi O ,  L e c z  n a  mo­

c y  2* b  = r ( b , 0 ) ,  w i ę c  z b i o r y  r ( a , 0 ) ,  r ( b , 0 )  m a j ą  p u n k t

w s p ó l n y ,  w o b e c  c z e g o  z  6* i  z  4* w y n i k a ,  ż e  z b i ó r  r ( a + b , 0 )

j e s t  s p ó j n y ,  a  z a t e m  z  6** w y n i k a ,  ż e  i  z b i ó r  r ( a  +  b , s * )

j e s t  s p ó j n y .  O t r z y m a n a  s p r z e c z n o ś ć  d o w o d z i  ( j ) .

D l a  d o w o d u  ( j j )  r o z w a ż m y  r o d z i n ę  F  z r e d u k o w a n ą  d o  z b i o r u

W { t  < 2 ) ,  k t ó r y  z a w i e r a  o k r ę g i  a  i  b .  W d o w o d z i e  w ł a s n o ś c i

( j )  w y k a z a l i ś m y ,  ż e  .  r ( a , 0 ) . b  fi 0 .  O z n a c z a  t o ,  ż e  n i e  

i s t n i e j e  f u n k c j a  /"’(<*', s )  t y p u  Q# w y m i a t a j ą c a  z b i ó r  a  n a  

5 ( 2 )  w o b r ę b i e  z b i o r u  W { t  «s 2 }  -  b ,  a  p o n i e w a ż  r o d z i n a  F.  

z r e d u k o w a n a  d o  z b i o r u  W { t  «  2 }  n i e  z a w i e r a  k r z y w y c h  a s y m p t o ­

t y c z n y c h ,  t o  z  t w i e r d z e n i a  ( 1 3 , 2 )  w y n i k a  ( j j ) .

D l a  p r z y k ł a d u  0 3 , 1 )  m o ż n a  o t r z y m a ć  w y n i k  d o k ł a d n i e j s z y ,  

a  m i a n o w i c i e :  a l b o  i s t n i e j e  k r z y w a  a s y m p t o t y c z n a  r o d z i n y  F  

m a j ą c a  p u n k t y  w z b i o r a c h  a  i  b ,  a l b o  z e  z b i o r u  a  +  b  w y ­

c h o d z ą  c o  n a j m n i e j  d w i e  k r z y w e  a s y m p t o t y c z n e .  I s t o t n i e ,  o z n a c z ­

my p r z e z  I  k r z y w ą  r o d z i n y  F  o  p o c z ą t k u  w z b i o r z e  a  i  k o ń ­

c u  w z b i o r z e  b ,  k t ó r e j  i s t n i e n i e  w y n i k a  z  ( j j ) .  Z e  z b i o r u  

a  +  b  +  I  m o ż n a  u t w o r z y ć  d w a  ł u k i  o  k o ń c a c h  ( 0 , - 2 , C ) ,  ( 0 , 4 , C ) ,  

k t ó r y c h  c z ę ś c i ą  w s p ó l n ą  j e s t  k r z y w a  I  o r a z  p u n k t y  ( 0 , - 2 , 0 ) ,  

( 0 . 4 , c ) .  /  s p o s ó b  p o d o b n y ,  j a k  p r z y  d o w o d z i e  ( j )  m o ż n a  w y ­

ż ą ć ,  ż e  n i e  i s t n i e j e  f u n k c j a  r ( o f , s )  t y p u  G* w y m i a t a j ą c a  

k t ó r y k o l w i e k  z  t y c h  ł u k ó w  n a  S  w o b r ę b i e  z b i o r u  U +  3 ,  w o ­

b e c  c z e g o  d l a  d o w o d u  w y s t a r c z y  z a s t o s o w a ć  t w i e r d z e n i e  ( 1 3 , 2 )

d w a  r a z y ,  d o  k a ż d e g o  z  t y c h  ł u k ó w  z  o s o b n a  * \

*•)
Przykład (13,1) wykorzystaliśmy dla zilustrowania twierdzenia (13.2), 
chociaż wyniki, jakie uzyskaliśmy można by..' otrzymać stosując tylko 
twierdzenie (9,2) i pewne rozumowanie, przy którym wykorzystuje się 
uwagę (9,1).
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W p r z y k ł a d z i e  ( 3 3 , 2 )  m o ż n a  b y ł o  t a k ż e  p r z y j ą ć  z a ł o ż e n i e  

Z 0 F  z a m i a s t  Z-jF z a k ł a d a j ą c  t y m  r a z e m ,  ż e  p u n k t y  ( 0 , - 2 , 0 ) , ,  

( 0 , 4 , 0 )  n a l e ż ą  d o  r ó ż n y c h  s k ł a d o w y c h  z b i o r u  T .  W t y m  p r z y ­

p a d k u  w d o w o d z i e  w ł a s n o ś c i  ( j ) ,  ( j j )  o p i e r a m y  s i ę  n a  t w i e r ­

d z e n i u  ( 1 3 , 2 ' ) «
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Sur certaines familles de courbes en relation avec 
la théorie des équations différentielles ordinaires

R é s u m é

Soit Dq un espace métrique dans lequel les sphères fermées sont 
compactes, D = (- oo. ot) x Dq l’espace des points où x c Dq et
t est un nombre réel, W un ensemble (non vide) contenu dans D, U =
= Int W, R = W.Front W et supposons que 1*ensemble ¥  -  Front W - R
soit fermé - hypothèse Z y

Par oourbe on entendra toujours un arc x » t), où t parcourt 
un intervalle A et la fonction ' ?(t), a valeurs dans l’espace Do, 
est supposée continue. Lorsque l’intervalle -1 est borné et fermé, la 
courbe sera dite du type L. Lorsque A ■ <t|,tg> ou -1 =(t^,t^),
t^ ̂  00 * je dirai que la courbe est issue du point (t^, ;'7(t.j)), ori­
gine de la courbe. Dans le premier cas le point (t^, /-'(Jtg)) sera appe­
lé extrémité de la courbe. J’appellerai éléments du type L les courbes 
du type L et les points de l’ensemble W.

Un ensemble F formé d’éléments contenus dans W, sera appelé fa­
mille du type F  si 1° tout point de W appartient à F, 2° toute
courbe I, qui est contenue dans une courbe appartenant a F ou est la
somme de deux éléments de ?, appartient a la famille F et il en est
de même lorsque toute portion de la courbe I, qui est une courbe du
type L appartient à F, 3° étant donné une suite d’éléments de
l’ensemble F, du type L, contenue dans un sous-ensemble compact de 
l’ensemble W , on peut toujours en extraire une suite partielle con­
vergente vers un élément de l’ensemble F du type L, la convergence 
étant entendue comme la convergence (au sens de Hausdorff) d’une suite 
d ’ensembles* * /

Je désigné par S (resp. î) l’ensemble des points P appartenant
a W et satisfaisant a la condition qu’il n ’existe pas de courbes de
la famille F issues de P (rosp. issues de P et pénétrant dans
l’intérieur de l’ensemble w).

Par zone d’émis3ion positive fi(a) de l’ensemble a c W j’entends
l’ensemble des points situés dans W sur les courbes de la famille F,
issues de a; l'ensemble e(a) = E(a).T sera appelé trace d’émission 
positive de l’ensemble a*
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Les definitions suivantes interviennent à partir du N°6 du tra­
vail;

4+ ; Si un point P = appartient à U, il existe un £ > 0  t e l

que l’intersection de l’ensemble E(P) avec tout hyperplan t = t, où
I+ £ est un continu.

^2 ï Si une courbe de la famille P est issue d ’un point de l’ensera-
ble U et aboutit à un point P' de l’ensemble R, alors P' t T.

Z^: Dans les mêmes hypotheses P S .

Je dis que la famille F est du type G (resp. GJ  si elle satis­
fait; aux conditions 1°, 2°, 3°» 4+ et Zg (resp. Z^). Toute famil­
le P du type £?, est du type G . La famille de toutes les courbes 
intégrales d’un système d’équations diffe'rentielles ordinaires du pre­
mier ordre (ou bien d’une équation au paratingent, voir [2]) remplit les 
conditions 1°, 2°, 3° et 4*»

Un element de la famille P est dit saturé à droite s’il ne peut 
pas se prolonger dans le sens positif de l’axe t* Une courbe de la fa­
mille P qui est saturée à droite et n ’a pas d’extrémité sera appelée 
asymptotique.

Je démontre les propositions suivantes; Si la famille P est du ty­
pe F  et s’il n ’y a pas de courbes asymptotiques de la famille F» 
issues de l’ensemble compact a c  VV, la zone d’émission E(a) est 
compacte (théorème '.4,1)). Si la famille F est du type G , s’il 
n ’existe pas de courbes asymptotiques de la famille F issues de l’en­
semble connexe, a c  U + T, alors e(a) est connexe (théorème (8,3))* La 
dernière proposition generalise le théorème de [6] qui, à son tour, 
généralise le théorème bien connu de H.Kneser,. sur les zones d’émission, 
de la théorie des équations différentielles ordinaires.

Or, il en résulte plusieurs conditions suffisantes pour qu’il existe 
des courbes asymptotiques de la famille F, issues d ’un ensemble donnéf 
ou bien des/courbes assujetties a certaines conditions aux limites. Voici 
les plus importantes d’elles;

Si la famille F est du type F  et l’ensemble a c  W est borné et 
fermé, mais s a  zone d’émission positive E(a) n’est pas fermée ou bien 
n’est pas bornée, alors il existe une courbe asymptotique de la famille 
F, issue d’un point de l’ensemble a (théorème (5,2))*
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Si la famille F est du type G et b c w,  et si un ensemble 
a c U + T a des points communs avec deux composantes distinctes de 
l’ensemble T - b, on a l’une des deux alternatives suivantes; is exi­
ste une courbe asymptotique de la famille F issue de l’ensemble a, 
ou bien il existe un élément de la famille F dont l’origine est dans 
l’ensemble a et l’extrémité dans l’ensemble b (théorème ,9,1)). En
remplaçant G par G„ et T par S on en obtient un nouveau théorè­
me qui est aussi vrai.

Ces théorèmes s’appliquent, en particulier, aux équations différen­
tielles ordinaires remplissant la condition d ’unicité des solutions ou 
non, aussi bien qu’aux équations au paratingent.

Dans le cas où la famille F est uniforme à droite, c’est-à-dire si 
les courbes de la famille ne .peuvent pas se ramifier à droite, e(P) 
est une fontion qui fait correspondre à un point P l'extrémité de la 
courbe de la famille F,  issue de P. On démontre que, si F est du 
type G, , la fonction e(F) est continue dans l’ensemble des points
P e U + S, pour lesquels elle est définie. Il s’ensuit que les théorè­
mes contenus dans les travaux [7], [6], [2], [3] et [4] s’appliquent 
aux familles uniformes à droite du type 6*. J ’ai démontré encore un 
theoreme se rapportant à ce cas et basé sur la notion d’homotopie* Je 
dis qu’un ensemble Z peut être contracté en un point P dans l’en­
semble B, s'il existe une homotopie H(y,s), où y = (t,x), telle
que pour y G Z on a H(y,0) = y, H(y,1) = P, et en outre H(y,s)GB
pour O s  s 61. Or, si la famille F du type est uniforme à droi­
te, a c  U + S et b C S, et s’il existe un sous-ensemble Z de 
l'ensemble S-b qui ne peut pas être contracté en un point dans S-b,
mais peut être contracté en un point dans a + S —  b, alors il existe
une courbe de la famille F ,  issue de l’ensemble a et asymptotique 
ou bien il existe un élément de la famille F joignant les ensembles 
a et b.

Je considère aussi des familles du type G~ ou du type G~ qui de­
viennent des familles du type G ou lorsque l'on change le sens
de l’axe t, et je définis d’une manière convenable la zone d ’émission 
a gauche E (a) et sa trace e (a), aussi bien que les ensembles S"* 
et T . Ces notions permettent de formuler des théorèmes concernant 
les courbes asymptotiques à gauche, ou bien issues de l’ensemble b et 
aboutissant a l'ensemble a, tout a fait analogues à ceux que nous 
venons d'enoncer. La théorie a ete illustrée de quelques exemples*
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'l’exemple (10,3.' montre qu’en appliquant les théorèmes (5,2J ou (9, V, 
encore d’autres, on peut dans certaines cas constater qu’il existe des 
courbes asymptotiques à droite d’une famille du type G ou G~ »

Dans le dernier chapitre, ¿'introduis un nouveau formalisme, basé 
sur une sorte de déformation continue d’un ensemble, appelée balayage, 
qui se définit de la façon suivante:

Supposons que R* soit un sous-ensemble de l’ensemble R et A un
sous-ensemble de l’ensemble U + R ’» Nous dirons que la fonction
ricf, s) est une fonction de balayage du type G* si les conditions
suivantes sont remplies:

1* La fonction r(oc,s) est définie pour des valeurs de l’argument
oc qui sont sous-ensembles de l’ensemble A et pour des valeurs quel­
conques du paramétre s, ses valeurs étant sous-ensembles de l’ensem­

ble A®

2* r ( ( t^x-j^s) = (t^x-j) pour s « t 1 et, si le point ( t ^ x ^ e R * ,
r((tv x.Ks) = (t ^ j ) pour tout s,

3* Si (t«ÿx^) n’appartient pas a R* et s>t^, alors
r( ( t ^ x ^ s )  c W:{t = s) + R'{t.-=t<s), où W{t = s}désigné l’ensemble
des points (t,x) de l’ensemble VY tels que t = s et R*{t(j < t < s }
désigne l’ensemble des points (t,.x) £ R® tels que t ^ < t < s s

4* r(a,s) = £ J r (  (t,x),s)o
(t, x ) £ f X

5* Si l’ensemble oC est compact, l’ensemble r(r/, s) est aussi
compact et, en outre, il existe un nombre s* tel que r(oCrs*) a  R® et. 
que pour s »-s* on ait f,s) - s v)o

_ -jf.
6 Si l’ensemble oC est connexe, l’ensemble r(cx%s) est aussi

connexe 0

7* r(r(off s.j) ̂ Sg) = r [ o c 9s2) pour s ^ s ^ .

8* La fonction r(cC,s) est uniformément continue par rapport a 
s dans l’ensemble de3 sous-ensembles compacts de l’ensemble A, c’est- 
à-dire: pour tout ¿ > 0  et pour tout ensemble compact oC c A, il 
existe <f>0 tel que, si \ s ^ s ? \ < J  , on ait r{üLt a J  c  K(r(of,s2) ,£), 
où K (y ,  t )  désigne l’entourage de rayon £ de l’ensemble / »
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9* La fonction r(oers) est semi= continue supérieurement dans le 
sens de l’inclusion par rapport à ce dans l’ensemble de tous les sous^ 
ensembles compacts de l’ensemble A, c’est-à-dire: si oc  ̂

est une suite descendante d’ensembles compacts, contenus dans l’ensem­
ble A et non vides, et si TTot^ex , alors on a, pour tout s,

77r(«:^f s) a  r{oc t s).

Dans les mêmes hypothèses concernantes les ensembles R* et A, 
nous dirons qu’une fonction r(of,s) est une fonction de balayage du 
type G,, si elle satisfait aux conditions 1* , 3* - 9* et, au lieu 
de 2*, à la condition suivante: 2 G( (t^ ,x,j) ,s) * (t^x^) pour 
s t ̂ et,, si (t|,x^) £ R ’, on a ( t ̂ , x^ ) £  r( ,s) R ’«

Des fonctions des types G ou G* nous dirons qu’elles balayent 
l’ensemble A dans lui-même sur R*» Nous dirons que la fonction 
r{ o ( , s), du type G ou G* , balaye l’ensemble a sur R ’ dans 
l’ensemble C, s’il existe un ensemble A tel que la fonction 
r(c<:, s) le balaye dans lui-même sur R ’ et si, en outre, a c A c C .

Je démontre que, si la famille F est du type G*. , si l’ensemble 
b c w et l'ensemble a c U + S et s’il n'existe pas de fonction 
r(of,s) du type G balayant l’ensemble a sur S dans U + S - b» 
alors il existe une courbe asymptotique de la famille F issue de 
l'ensemble a, ou bien un élément de la famille F ¿oignant l’ensem­
ble a à l’ensemble b* Si l’on remplace G* par G et S par T, 
le théorème restera vrai®

Ces théorèmes englobent certains cas particuliers où les théorèmes 
mentionnés auparavant ne s'appliquent plus directement. Le balayage du 
type G (ou G~ ) correspondant à une famille du type G - (resp. Cr~) 

se définit d’une façon analogue. Si l'on voulait envisager un balayage 
dans le cas où il s’agirait d’une famille du type F  la définition 
convenable devrait être bien différente des précédentes et assez compli­
quée, et je ne crois pas nécessaire de m’en occuper.
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