ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ
Nr 74 Matematyka - Fizyka z.2 1963

BRONISLAW SZLEK

KINEMATYCZNE OKRESLENIE WEKTORA ROTACJI
POLA WEKTOROWERD

Rotacja pola wektorowego statego w czasie ma pewng inter-
pretacje fizyczng podang np. w [1] . Celem tej pracy jest
ukazanie analogicznej interpretacji rotacji pola wektorowe-
go zaleznego od czasu. Osigga sie to przez przyjecie innej
definicji rotacji. Okaze sie, ze ta nowa definicja jest
rownowazna definicji klasycznej, wedtug ktérej
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(1) rot “1 9y ¢z * dz dx * dx dy J

Bedziemy wiec roipvazad pole v/ektorowe W (t, x1, x2, x_)
okreslone i klasy C w catej tréjwymiarowej przestrzeni
euklidesowej. Uwazajmy wektory W za predkosci osrodka ma-
terialnego umieszczonego w tej przestrzeni. Okreslimyruch
podyktowany przez pole W wektora jednostkowego zaczepio-
nego w pewnym, tym samym w czasie ruchu, punkcie fizycznym
P osrodka materialnego. Nastepnie wykazemy, ze istnieje
ortogonalna tréjka wektoréw zaczepiona w z gory zadanym punk-
cie P pola, ktéra w chwili poczatkowej t porusza sie
ruchem®sztywnym. Okreslimy wektor rotacji pola wektorowego
w punkcie P i chwili t jako podwdjnag predkos$¢ obrotowa
wymienionej ?réjki wektoréw w chwili poczatkowej tQ. Okaze
sie, ze tak okresSlona rotacja wyraza sie wzorem (1).

l. Wezmy w przestrzeni tréojwymiarowej 3 wektory jednost-
kowe p(t) wzajemnie prostopadie w chwili t i tworzace
prawoskretng trojke T(t) zaczepiong w punkcie P , tzn.

1, 2, 3

(t)*p (l:) Si0 d6la™ s tQ i v i
Oznaczmy kat miedzy wektorami -g-(t) i p(t) przez W)x(t)
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Definicja
Ruch trojki wektorow nazywamy sztywnym, jezeli diugosci

tych wektoréw i katy miedzy nimi nie ulegaja zmianie w cza-
sie.

Mowinmy, ze ruch tréjki T(t) jest wchwili t =t ru-
chem sztywnym, jezeli predkosci zmiany katéw miedzy ?ymi
wektorami sg rowne O w chwili t =tQ czyli jesli

V "0 dla “1» 2, 3
Lemat 1

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby ruch trdj-
ki T(t) byt sztywny w chwili t jest, aby

Dowdd. Jezeli ruch tréjki T(t) jest sztywny w chwili

* = t0 to V. (to} = °» a wi<?

dt [P(t)‘* P(1)I = sinV (V *o0

Odwrotnie, je$li zachodzi (2) to wobec tego, ze sin WAt ) t

= O dla vf(Xx wynika, ze ™jU('tO) mO dla v ™¢i wiec®
ruch jest sztywny.

Lemat 2

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby ruch trdj-
ki T(t) byt wchwili t = tQ ruchem sztywnym jest, aby
istniat doktadnie jeden wektor w taki, ze

(3) k t0) -ar4 (t0) v-1,2, 3

Wektor w nazywamy predkosciag katov/g trojki wektoréw -T(t).
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Dowodd. Zatézmy najpierw, ze ruch trojki T(t) jest sztyw-
ny wchwili t =t . Rozwazmy jeszcze trdjke wektorow r(t),

.«

2r(t J, lei"t) spe+ni§jacych warunki:
1° IrCt)] =1, v - 1, 2, 3,
2° r(t). r(t) =0 ~vjt» 1, 2, 3, \% t* tQ
3° ~Cto) = p(to) v-1,2,3
4° N (t0) = £(t0) v=1, 2, 3

5° wektory- r(t)- sa stale zaczepione wtym samym punk-
cie PQ i poruszajgsie ruchem sztywnym dla t> tQ.

Trojka wektorow "r(t) stanowi uktad sztywny i jak wykazano
w.[2] i [3] istnieje dla niej jednoznacznie okreslony wektor
<o(t) taki, ze

4) *(t) =co(t)xr(t) dla t stt

Zwigzek (4) zachodzi w szczegd6lnosci dla t = tQ co wobec
warunkow 3° i 4° daje (3).

Jesli natomiast spetnione sg warunki (3) to mnozac pier-
wszy z nich przez p(to) otrzymujemy

i i r 1 | 2 i 2 . 3
p(tQ) . p(tQ) -prai(t0)Ip(to) * p(to)™p(tQ.aJ= p(tQ) .©

Podobnie

2 1 2 X 1
p(tQ) . p(tQ) = ¢¢"(to) P(t ) - P(Oxp(td .«m -?2(tn).w

Z ostatnich dwodch réwnosci dostajemy

1 2 2 1
F(t0) . p(tQ) + p(tQ) . p(tQ) * O

Analogicznie wykazuje sie stusznos$¢ pozostatych zaleznosci
(2). Stad i z lematu 1, wynika, ze ruch jest sztywny.
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Zwigzek (3) pozwala obliczy¢ wspoétrzedne wektora w . Mno-
zac skalarnie réwnos¢ wektorowy (3) przez wektor fC~2) i
uwzgledniajgc réwnosci p((tQ)xp(tQ) = p(tQ) otrzymujemy

(5) 2 (tQ)V(t0) =ii(t0).S V« 1, 2, 3

Unmdwry sie dodatkowo, ze wskaznik 4 oznacza to samo co wskaz-
nik 1, wskaznik 5 roéwnowazny jest wskaznikowi 2 itd. czyli
np. p(t ) = p(t ). Umowe te stosujemy we wszystkich dalszych
rozwazaniach.

Z (5) wynika, ze t(tO"NCtQ), f>(to)p(tQ), p((tQ)p(to)

1 2 3
sa skltadowymi wektora < w ukiadzie p(tQ), p(tQ), p(to).

Zatem

(6) s=e[?(tOfl:t0)]vp(t0O)

W tej sumie oraz we wszystkich dalszych, wskaznik sumowania
przyjmuje wartosci 1, 2, 3. Dla uproszczenia zapiséw nie be-
dziemy jednak zaznacza¢ granic sumowania.

Obliczmy wspo6trzedne wektora 5 w przyjetym, ustalonym
uktadzie O x.] x2 Xy Jesli f>({tQ) nra w uktadzie O XXM
wspotrzedne ~ , $2, $ to z (6) wynika, ze wspo6irzedna

o numerze K wektora & w ukiadzie 0O x x2 x wyraza sie
wzorem

(7)

1
. Rozwazmy teraz pole wektorowe klasy C w catej
przestrzeni tréjwymiarowej

W (t,x1,x2,x3) »

€)

a {Al1(t,x1,x2,x3), A2(t,x1fx2,x3), A2(t,x1x2,x3)j
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Traktujmy wektory W jako predkosci punktow materialnych
osrodka fizycznego (np. cieczy) umieszczonego w tej prze-
strzeni. Niech rownania ruchu dowolnego punktu PCIN*12*/"3 /2
tego osrodka majg postac

) e ~ AN FXLFX2*X3 N i 31* 2, 3

2
Uktad ten posiada rozwigzanie ogélne klasy C (zob. [4])
(10) X. - fri(t,|If 2,13) i-1,.2,3
spetniajgce warunki

(11) «i(t0,11,12,13) - ~ i -1, 2, 3

Krzywa (10) jest torem ruchu tego punktu, ktory w chwili tQ
zajmowat pozycje (I jlg,!-) (stad warunek (11)). Wielkosci
NL*N2*NZ S cec™anT™ identycznos$ci poruszajgcego sie punktu
i nie zmieniaja sie w czasie.

Jezeli rozwazy¢ dowolng krzywag K klasy C w przestrze-
ni

(12) Ki K - at(s) i mit 2, 3

to rownania (10) podajag ruch tej krzywej w przestrzeni.
Réwnanie takiej krzywej w chwili t otrzymamy wstawiajac
(12) do (10).

(13) K(t)j xzx - SI(t,cCl(s),of2(s),oc;Xs))| i - 1, 2, 3

Okreslimy teraz ruch podyktowany przez pole predkosci (8)
dowolnego wektora jednostkowego p(t), ktéry w chwili

t =tQ zajmowal pozycje p(tQ) =po i byt zaczepiony w
punkcie P(l.] W tym celu konstruujemy dowolng krzywag
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1
klasy C , na ktdérej ten wektor pQ jest zaczepiony i jest
do niej styczny w punkcie

Definicja
Ruch wektora jednostkowego stycznego w punkcie o cechach

2rzywej K» Sy porusza sie ona wedtug réwnan

(10) nazywany ruchem podyktowanym przez pole (8) wektora
jednostkowego, ktory w chwili tQ zajmowat potozenie po.

Twierdzenie 1

Ruch wektora jednostkowego, podyktowany przez pole pred-
kosci (8) nie zalezy od wyboru krzywej stycznej K

Twierdzenie 2

Istniejg 3 krzywe przechodzace przez dowolny punkt
Pgq(©i»n2* 3) wzajenaiie <° siebie prostopadie oraz takie, ze
jezeli krzywe te poruszajg sie wedtug réwnan (10), to trdéjka
wektoréw jednostkowych stycznych do tych krzywych w punkcie
o0 cechach identycznosci porusza sie w chwili po-

czatkowej t ruchem sztywnym.

Dowdd twierdzenia 2

Poszukiwanie krzywych, o ktérych mowa w twierdzeniu, zacz-
niemy od wyprowadzenia pewnych pomocniczych zaleznosci.
Rozwazmy 3 krzywe C<j o0 réwnaniach parametrycznych

(14) C.t $+ =ijCsp i -1, 2,3

gdzie funkcje B8c™(s.) sa klasy C*.

Zatoézmy, ze krzywe te przechodzg przez punkt Po(|°1

przy wspodlnej wartosci parametru s.. = 0. Niech krzywe te
beda do siebie ortogonalne

(15) e =o0 j.k»1, 2, 3
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Przypusémy, ze kazda z nich jest sparametryzowana w sposo6b
naturalny, tzn.

(16) e(N)2=1 i -1, 2, 3
Oznaczajac
(17) k =jPi i.j - 1. 2, 3

mozemy zwiagzki (15) i (16) zapisa¢ kroétko

Os) e Pipj-V 3,k»Il, 2,3

gdzie 6. &0 dla j k zas o6 =1 dla j = k.
ik Jk

Niech kazda z krzywych C. porusza sie wedtug réwnacé

Zatem réwnanie jej obrazu w chwili t ma postac

(19) Cj(t)i xi =Sl [t,ocl(s;.),ct2(s;.),d3(s;ji i,j-1,2,3

Oznaczmy przez w(t) wektor styczny do krzywej C.(t) w
chwili t w punkcie PO(t) (tzn. w punkcie, ktdry jest
obrazem punktu PO(™ fI2»1™) przez przeksztatcenie (10)).
Obliczmy wspoirzedng o numerze k wektora w(t)

tao) [»(0]k-p sik

We wzorze (20) wartos¢ parametru s.. rowna sie 0. Oznacz-
my jeszcze
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2 (20) otrzymujemy wartos¢ k-tej wspotrzednej dla wektora
(21) =

P (1) 1/2

Stad otrzymujemy
[k.)1k-{[z e
¢2)
2 (Sfpjb2?*?
{Lm( 1 rﬁ”x 3

J j
Interesowac¢ sie bedziemy tylko wektorami pTt )i ft ).

. .. 0 k 0
W tym celu obliczymy wartosci dtr 14 1 1 WP 016
P . Poniewaz &k sag klasy C2 wiec s @
Z (10) i (9) wynika, ze 11

¢>)

* (1)

? At 21,82 »]3 A |p3’\t,H»52»53%
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i ostatecznie

« O Po-Ga]'i/\O

S|

Dla obliczenia (iPk)PQ przyjmujemy wartos¢ t = tQ. Otrzy-
mujemy

(24) N Kk'PO = d|x ?k”™t0,5i»S2, b~ B = Okl

Ze wzoréw (22), (23), (24) i (18) dostajemy

(25) i<\)=f *~1-~n
Ponadto
i Z o} d
(26) p(tQ) = (pIf p2, p3) i =1, 2,3

Chcemy wykazac¢ istnienie krzywych i wektoréw, o ktorych mowa
w twierdzeniu 2. Wedtug lematu 1, trzeba wykaza¢ istnienie
takich krzywych, dla ktérych zachodzi C€2). Wykorzystujac wzo-
ry (25), (26) i (18) mozemy zwigzek (2; zapisa¢ w postaci

(27) 2Z (Ak + Kkl )p/ . pE =0 dla v+/I
k 1 xi \

Jezeli przyja¢ oznaczenia
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to (27) zapisujemy w postaci

(29 2 I akl Pk P1 = ° vV * P

Istnienie wektoréw, o ktorych mowa w twierdzeniu jest osta-
tecznie réwnowazne rozwigzalnos$ci ukdadu rownan (29) wzgle-
dem .. Rozwazmy dwa przypadki. Jezeli w punkcie Po zni-

kajg wszystkie a”, to (29) jest spednione przez dowolne

wartosci p.. Oznacza to, ze kazda tréjka krzywych przecho-
dzacych przez punkt PQ 1 wzajemnie prostopadtych, porusza
sie w chwili poczatkowej ruchem sztywnym. Zatézmy teraz, ze

nie wszystkie a, - znikaja, czyli
(30)
Szukamy dalej wektorow I} spedniajacych (29)

przy zatozeniu (30). Rozwazmy w tym®"celu dwa wektory:

Zgodnie z (29) ich iloczyn skalamy zeruje sie:

Jesdli v uwazaé¢ za ustalone,,to (31) oznacza, ze (g jest
prostopadty do wszystkich p dla vfijj, . Wynika stad réwno-

legtos¢ wektoréw fr 1 . Istnieje zatem taka liczba <V ze

~N's skad

(32)
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Oznacza to, ze wektor p*“ jest kierunkiem charakterystycznym
formy Z E x~f natomiast &/ jest pierwiastkiem cha-

rakterystycznym tej formy. Ze zwiazkéw (32) wynika, ze

e ™ OkiPi - f aki?i

czyli

(33) e (anL * o-
- .1 _ L= -
Poniewaz p maja by¢é niezerowe, wiec

(34) Det (akl -<e dkl) = 0

Jezeli wzig¢ uktad liczb (7., 62, spedniajgcych (34) to
uktad (33) ma rozwigzanie niezerowe spedniajace (29). W ten
spos6b dowdd twierdzenia jest zakonczony.

Twierdzenie to jest rowniez stuszne dla dowolnej n wy-
miarowej przestrzeni euklidesowoj.

Dowéd twierdzenia 1

Prawdziwos¢ twierdzenia 1, wynika ze zwigzku (22), gdyz
jego prawa strona jest taka sama dla dowolnej krzywej prze-
chodzgcej przez dany punkt Pq i stycznej w tym punkcie do
wektora P, -

111, Twierdzenie drugie zapewnia istnienie dla pola wek-
torowego ?es tréjki ortogonalnych wektoréw poruszajgcej sie
w chwili poczgtkowej t ruchem sztywnym. Trojka ta posia-
da pewng predkos¢ obrotowg cow chwili Q.

Definicja

Wektorem rotacji pola wektorowego (q) . punkcie P i
chwili ¢t nazywamy podw6jna predkosé¢ katowg w chwili po-
czatkowej tQ ortogonalnej trojki wektorow jednostkowych
zaczepionych w PQ i oznaczamy ja symbolem rot W.

Wed4ug przyjetej definicji _iamy rot W = 2cS
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Twierdzenie 3

Przyjeta definicja rotacji pola wektorowego (8) jest
rownowazna klasycznej definicji, tzn. zachodzg wzory

rot™ W . 2«y

(35) rot™r W= 2»2 =
rot W = 20 = - Al
3 J X1 2
Dowéd

Wyznaczona przez twierdzenie 2 tréjka ortogonalnych wek-
torow E(t), %{t), E(t) porusza sie w chwili poczatkowej
t ruchem sztywnym a wiec weddug lematu 2 istnieje wektor
predkosci katowej tej trojki & taki, ze zachodzi (3). Wspot-
rzedne tego wektora podaje (7). Dla udowodnienia twierdzenia
wyrazimy wspodrzedne wektora przez A™. W tym celu obli-
czamy iloczyn |r virl wystepujacy w (7). ¢igodnie z (25) i
(26) mamy, wobec (18)

/ \ A yzi VH V4 v owi
(36) )4 y

Podobnie

(37) ptl

Poniewaz ruch rozwazanej trojki wektoréw jest sztywny, wiec
zgodnie z lematem 1 zachodzi wzdor (2) lub inaczej
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Wstawiajac do prawej strony zwigzku (38) wyrazenia dane wzo-
rami (36) i (37), otrzymujemy

39

(39) kj xdc XJ J
Wprowadzmy oznaczenie

40> V -4 -
Oczywiscie

Zwigzek (39) przyjmuje zatem postac

(4% pp=1¥ Thjk pw
Wyrazenie to wstawiamy do (7)

a3y o=t Efeb Pp VB P

Wprowadzmy jeszcze jedno oznaczenie

\ V.  V+l  v+2

<44) ckj " epk p3 pi

N\
i obliczmy réznice C. * . - C.

J+ 1fU 90 + 1
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Na podstawie ortogonalnosci i réwnoskretnosci danej trojki
v v+J v+2

z przyjetym uktadem wspédrzednych, mamy p x p *p i zwiag-
zek (45) mozna zapisa¢ w foimie

46 Ci .- C* .. =-Ep2V = -6 _.
S A1 03 3,341 v % F}-i O 3%

Uzywajac oznaczenia (44) i uwzgledniajac (41 ) mozna zwigzek
(43) zapisac

¢ "fc + Cj+1,j ” Cj.j+1

co wobec (46) daje ostatecznie

(48) o> 341 Antje1
Stad, i na podstawie (40)
“01 -4 <A*2 - AV
3 4 3 1

»3-t<V A ," K - A2

Zgodnie z przyjetg definicja wektora rotacji (rot W = 2<)
otrzymalismy wzory (35)» a wiec dowdd twierdzenia 3 zostat
zakonczony.
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KMHEMATMHECKOE OITPEfIEJIEHME BEKTOPA POTAIIJMM
BEKTOPHoro nojia

CoflepsaHHe

B pa6oTe no™aHo KMHeMaTMnecKyio MHTepnpeTaipno BeKTopa

poTau,MM. ,HpiH 3Toro paccMaTp'MBaeTca nojie bbktopob W (t, xi, X2 X3
onpepejieHHoe ¢ HenpepbiBHoii nepBofi npopi3BopHoii b pejioM
eBKjiMpoBOM ripocTpaHCTBe. BeKTopbi W nppn-iMMaiOTca xax Bex-
TOpbl CKOpOCTM KaKOrO-TO Belli,GCTBa (h. np. JKMfIKOCTPI) nOMeipeH-
Horo b 3tom npocTpaHCTBe. 3aT6M poKa3aHo, hto pjih jno6oii
tohkm PO npocTpancTBa cyipecTByeT xpii Taxwe sekTopa B3aMMHO
nepneH,n;MKyjiapHbie 11l npwKpenjieHHbie k stom Touxe, hto mx rbm.

5KeHne onpepejieHHoe nojieM ckopocth W b MOMeHTe to TBeppoe.
llppiHaTo onpepejieHiie poTauwH BeKTopnoro hojih b MOMeHTe to
MB TOHKe Po KaK PBOMHyiO yrJIOByiO CKOpOCTb 3TPIX Tpex BeKTOpOB.
llocjie 3Toro poKasaHo, hto Tax oiipepejieimaa poTapiia BbipajxaeT-
ca KliacMaecKoii cfiopMyjioii (1).

THE KINEMATIC DEFINITION OF THE ROTATION OF THE FIELD
OF VECTORS

Summary

The aim of this paper is to give the kinematic interpretation of the
vector of rotation. For that purpose the field of the vectors W (t, xL x2 x3
has been considered. It is assumed that W is defined for the whole
euclidean space and that there are continous derivatives of W. We inter-

prete the W as the vectors of velocity of the material substance which
is placed in the euclidean space (e. g. of liquid). It has been proved, that
for every point PO of this space there exist three orthogonal vectors, the
starting points of which always coincide with this same point of sub-
stance and their movement being in the moment tO rigid. The rotation
in the point PDand for t = t0 is defined as the double angular velocity
of that vectors in the moment t0. Next it is shown that the rotation,
defined in this way, is the same as the rotation defined conventionally
(formula (2)).



