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JOZEF SZPI11ECKI

KRZYWE SPOTYKANE PRZY PRZEDSTAY7IENIU PROCESCW
¢PERIODYCZNYCH

Streszczenie. W pracy podano metode wyznaczenia
wszelkich mozliwych postaci krzywych, wystepujacych w
przedstawieniu procesow aperiodycznych. Wyniki poroéw-
nano z dwoma doswiadczalnymi krzywymi, otrzymanymi dla

ogrzewania i ostygania ciata nie posiadajgcego zrodda
ciepta.

1. Wstep
W pracy postawiono sobie za zadanie znalezienie wszel-

kich mozliwych postaci krzywych, opisujacych procesy aperio-
dyczne o nastepujacym rownaniu

(€H)
k=1
s=0 k=1
+ B t (1)
Il
+Bt @)

s=0 Ikl
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gdzie
t - zmienna, niezalezna, (czas),
A - zmienna zalezna,
9 - wartosc¢ ustalonazmiennej zaleznej,

Ak ,Ak s»B “ state*
« - pierwiastki réownania charakterystycznego,
rzeczywiste, ujemne i rézne od siebie.

Funkcje (i) - (2 sa rozwigzaniami pewnych ukdadéw réwnan
rézniczkowych liniowych lub nieliniowych o wspotczynnikach
statych.

2. Metoda rozwigzania problemu*
Wprowadzenie przestrzeni fazowej

Opis metody rozwigzania problemu mozemy ograniczy¢ do
rov/nania (1) i (2), poniewaz postac¢ krzywych przedstawionych
przez dwa pozostate rownania moze by¢ prosto podana, gdy
znane sa krzywe przedstawione réownaniami @) i (2).

2.1. Przypadek rownania (i)

2.1.1. Wprowadzenie nowych zmiennych

Rézniczkujemy® réwnanie (1) n-1 razy wzgledem czasu, otrzy-
mujac w ten sposéb rasem z rownaniem (1) ukdad n réwnan m
niewiadome e rtki;. Posiada on przy uczynionych zatozeniach

rozwigzanie nastepujacej postaci:

|l..-e *kt=1f B > ®).
k 1=0
gdzie:
Bk.i - stale,
(k; - oznacza k-tg pochodna,
(0) - oznacza funkcje nie roézniczkowang.

Przeksztatcenie (3) jest affiniczne. Jezeli wiec przyjmiemy
ukdad osi A . Kartezjusza prostokatny, na ogot Ukkad osi

bedzie skos$pokatny.
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Eliminacja zmiennej t 2z dwu réwnan (3) odnoszacych sie
do indeksu Kk,1 daje réwnanie paraboli

- cl, *k*1 )

gdzie

C - stata zalezna od wyboru jednostek na osi $~ i ~
dalej oznaczmy ja przez x

(5)

2.1.2. Przejscie do zagadnienia dwuwymiarowego

Dowolne dwie zmienne (&-&) 1 ($-9)~' oznaczamy dla skro-
cenia przez X.j, x2. Obieramy dwie wielkosci S S1 i
przy uzyciu n-1 réwnan jednorodnych (3) (z pominieciem réwna-
nia o indeksie k albo 1) tworzymy rzuty osi Ik, &1 na
ptaszczyzne (X.j, X2).

Dla prostoty zapisu oznaczamy rzuty osi ~  na wybrang
ptaszczyzne rowniez przez £i.

= axl+ b Xg Ij, md x1 + e x2 (6)
Réwnania osi S mozemy napisac¢ nastepujgco:
0O§& x2=-ax":bj os I X2 * -c’xM - dl

Rownanie (4) po podstawieniu wyrazen (3) przedstawia w
uktadzie osi xtki=1lt...n pewng hiperpowierzchnie.

Tworzac przeciecie tej hiperpowierzchni z ptaszczyzng
(xIf x2) otrzymujemy parabole o réwnaniu

axl+bx2*C{X] +ex2) 6)
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W zaleznosci od znaku wspédczynnikédw kierunkowych osi wspot-
rzednych mozemy wyrézni¢ nastepujace przypadKki:
© a* :b*=0, df:c*”~ 0 P) a* :bf<0, d:c*> 0
T a* :b*> 0, d~c* <0 6) a* :b* > 0, dyj»c*> 0
Przedstawiono je na rysunku la i1 1b. Przypadki @© i i)
ujeto razem, poniewaz przypadek 6 ) otrzymujemy z przypadku
@) przez obrét okoto osi 0 180 = Podobnie przedstawia
sie sprawa przypadkéw Ib) 1 7). Krzywe odpowiadajgce ponizszej
dyskusji oznaczono na rysunku liczbami®™rzymskimi z indeksami
b ..
Dla dalszych rozumowan jest obojetne, ktory z dwu rozpa-
trywanych ukdadéw wspédrzednych jest prostokgtny.

2.1.3. Badanie analityczne krzywych

W dalszymi rozumowaniu przyjmujemy, ze wyrazenia lewej i
prawej strony rownania (6) (liniowe kombinacje zmiennych x*)
sg dodatnie. W przeciwnym przypadku bierzemy ich wartosci
bezwzgledne.

Wprowadzamy jako parametr

z=d”"™ tex2 ®)

wtedy otrzymujemy przy zatozeniu a e - b d £0 przedsta-
wienie parametryczne krzywej

(-b z + e zx)/(a e -b d) = x

tza-dzoMae -bd) =x2

Rozpatrywanie miejsc zerowych i ekstremow krzywych (9)
wykazuje, ze rownoczesnie wystepuja (nie wystepujg) ekstrema
i miejsca zerowe. Rysunek 2 a,b,h,i,j przedstawia mozliwe
przypadki .

A. Tylko jedna z krzywych x1 « f(2), x2 = g(2)
posiada albo tez zadna nie posiada ekstremum

Ten sam rysunek moze przez zmiane podziatki stuzy¢ do
przedstawienia obu krzywych. Istnienie ekstremum (krzywa I1)
jest zwigzane z dodatnoscig wyrazenia b/e. W przeciwnym



Rys.l. Typy krzywych w plaszczyznie fazowej
Przypadek @) i ©)
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Rys.2. Dyskusja pomocniczych krzywych
Krzywe a),b),h),1), J) odnosza sie do pojedynczych pierwiast-
kéw.
Punkty z~t z2, z , z4 odnoszg sie do miejsc zerowych lub
ekstremow. T,
Wartosci zl1 = Yb/e odpowiadajg x1 =0 y* = z*V/e

z2 = |b/et; x2 =[b(1-x)/x(ac-bd)].2

y2 =[(aex-bd)/ex(ae-d-b)]z2

Zg ‘:‘_CY{a(d. x3 = ZS/d y3 =0
z4 = Ya/dx x4 =[(ae-bdic)/dra(ae-bd)] z4

y4 =[a(x-1) /x(ae-bd)] zA

Krzywe c), d), e), ), g) odnosza sie do wielokrotnych
pierwiastkow.
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przypadku otrzymujemy krzywa 1. O wzajemnym potozeniu ek-
stremum i miejsc zerowych decyduje w przypadku wielkosci
wyrazenie

-1 X\
ya/dx(e a -b dTc)/[dx(e a -b d)] - (I/d "»wd$ 0 (10)

w przypadku wielkosci x2

X-1 e *1—
"yb/e”Ce ax-b d)/[ex(a e -b d)J - 1/e) yb/e ~ 0 (11)

Poniewaz X ¢1, wykluczony jest znak réwnosci.
Na rysunku 2j przedstawiono na podstawie rysunku 2a i b
przebieg zaleznosci x2 oCd xA.

B. Obie krzywe x" = f(2), x2 = g(2)
posiadajg ekstrema

Krzywe odpowiadajgace temu przypadkowi przedstawiono na
rysunku 2h i 1i.

We wszystkich przedstawieniach parametrycznych punkty eks-
treméw i miejsc zerowych oznaczono na osi z, podajac w
objasnieniu rysunku wartosci przynaleznych do siebie wiel-
kosci (z, x~F x2).

Uwaga. Przez zmiane znaku wielkosci x* 1lub x2 mozemy
otrzyma¢ inne przypadki symetryczne.

Ze wzgledu na pewne zadozenia ograniczajace przedyskutujemy
kilka przypadkéw szczegolnych.

2.1.4. Przypadki szczegblne
1. Wielkos¢ e = 0.

W tym przypadku
x1l« zd (a2

jedna z krzywych poprzednio rozpatrzonych przechodzi w prosta.
2. Wielkos¢ d = 0.

Jest to przypadek symetryczny do przypadku 1. Mamy tu za-
leznosc¢
exl=z a3)
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3. Wielkos¢ ae-bd=0
Zaktadajagc d =na, e=nb, n jt0 oraz stusznos¢
rownania (8) otrzymujemy dwie proste
1

z=0 z = YI/n a4)

2.1.5. Interpretacja krzywych gdy = f(2), x2 =

W tym przypadku wzajemne potozenie ekstreméw i1 miejsc se-
rowych decyduje o mozliwosci istnienia danej krzywej. Ha ry-
sunku 3 prsedstay/iono te krzywe, ktére sg mozliwe, zazna-

Rys.3. Typy krzywych dopuszczalnych jako przedstawienie pro-
cesoOw aperiodycznych

Krzywe oznaczone litera P odnoszg sie do pojedynczych pier-
wiastkow, krzywa oznaczona literg W do pierwiastkow wielo-
krotnych
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czajac jednoczesnie numery krzywych z rysunku 1, do ktdrych
sie one odnosza.

2.2, Przypadek rownania (2)
2.2.1. Wprowadzenie nowych zmiennych

Rozumowanie przeprowadzamy w dwu etapach;
Najpierw wprowadzamy zmienne

zk = e"kt (O, tn + C2 i""L+ owil) (15

Jezeli wykonamy n razy rézniczkowanie tego rownania wzgle-
dem zmiennej t otrzymujemy wraz z réwnaniem (15) ukdad

nfl roéwnan, z ktérego mozemy wyznaczyC poszczegélne cztony
wystepujace po prawej stronie réwnania. Zagadnienie jest
rozwigzalne poniewaz wyznacznik tak otrzymanego ukdadu row-
nan jest roézny od zera. Mozna to wykazac¢ przez indukcje zu-
petng. Podamy dla przyk#adu ukdad réwnan dla n = 2.

ac, t
zk = e (C1t+ C2) (16)

zk, = e k CC, ok t+ C2ak+

Wyznacznik ukdadu sprowadza sie prosto do postaci tréjkatnej.
Wartos¢ wyznacznika jest réwna C~. Postepujac podobnie przy
wiekszej krotnosci pierwiastka <k, mozemy dojs¢ do wyrazenia
dla n-krotnego pierwiastka. Wtedy "wartos¢ wyznacznika prawej

strony wynosi

[(-1)I]n“1:2" 31 _____. n-2)!

Gdyby C. = 0, mozna by. rozumowanie przeprowadza¢ dla
kolejnego  wspétczynnika, ktory jest rézny od zera.
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Charakterystyczng cechg omawianego wyzej wyznhacznika jest
wystepowanie w nim tylko pierwszego wspotczynnika odpowiada-
jJacego najwyzszej potedze t i to w stopniu talom ile wyno-
si krotnos¢ danego pierwiastka«

Nieco bardziej skomplikowanie przedstawia sie sprawa roz-
wigzania rownania (2) ze wzgledu na wielkosci wystepujace z
prawej strony« Z- takie rozwigzanie jest mozliwe, wynika to
z faktu [1], ze wyrazenia wystepujace z prawej streny rowna-
nia (2) sg rozwigzaniami tworzacymi ukdad fundamentalny, wo-
bec tego jego Wronskian musi by¢ rézny od zera. W wyznaczni-
ku tym wystepuja tylko pierwsze wspétczynniki wyrazen typu
(5) 1 tow takim stopniu, ile wynosi krotnos¢ danego pier-
wiastka. Ponadto wystepujga pewne wyrazenia zbudowane z rdéz-
nych od siebie pierwiastkéw réwnania charakterystycznego.

2.2.2. Posta¢ krzywych w uktadzie osi

Dla przyk#adu przyjmujemy to samo . Gdyby w réwnaniach
wystepowaty rézne wartosci oc®, rozumowanie przebiegatoby
analogicznie. Oznaczamy

(17)

Dyskusja tych wyrazen i ich pochodnych ze wzgledu na
zmienng t prowadzi do krzywych przedstawionych na rysunku
2e, przy czym w najogolniejszym przypadku otrzymujemy krzywg
zamknietg. W przypadku znikania 1 krzywg (rys.2f, 29).

Jezeli wprowadzimy podobnie jak w przypadku rownania (1)
zmienne XM, i=1...n, wtedy miedzy rzutami osi §” na ptasz-
czyzne (X, x2) i jej osiami zachodzg podobne geometryczne
zwigzki, jak w przypadku rysunku 1. Na rysunku 2c, 2d przed-
stawiono to w Kilku przypadkach oznaczonych analogicznie,
jJak na rysunku 1. Przez analize otrzymanych krzywych otrzy-
mujemy nowag posta¢ mozliwych krzywych (rys.3"/). Tym samym
zostaty wyczerpane wszelkie mozliwosci.
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a)

9

9)

Rys.4. Zestawienie teoretycznie mozliwych krzywych w przy-
padku ukdadu doswiadczalnego

Krzywe b) d) 1) j) odnosza sie do ciaka, posiadajacego
zrodto ciepta.

Krzywe a) e) e) ) g) h) odnosza sie do ciata, nie posia-
dajacego zroédia ciepla.

Krzywe a] b) e)opisujg procesy ogrzewania.

Krzywe c) d) g”Mopisujg procesy ostygania.

Krzywe f} h} ij j) przedstawiajg (m&®ogrz +”" “Vost
Wspolne krzywer f) przedstawiajg (@-BQst - (=A€)ogrz

oraz

i) przedstawia (*-«)ogrz / (-*<,)ost-

35
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Rys.5» Krzywe otrzymane doswiadczalnie dla ciata, nie bedg-
cego zrodiem ciepta i krzywe otrzymane z nich droga réznych
operacji matematycznych

Krzywe odnosza sie do pomiardw, oznaczonych numerem 20 1 35.
Krzywe, oznaczone fHI sag to doswiadczalne krzywe ogrzewa-
nia i ostygania. 0

Krzywe 20,1 35,1 przedstawiaja (*-* X + (*“*0 Yst

20.2 35,2 (<-e)ogP! + <*-*0)Y0._,
20.3 35,3 -C»-Vost < (*-9W z
20.4 35,4 -C*-*0)ost 1 ™ 7”9 "0grz
20.5 35,5 fo-»0)ost -

Ze wzgledu na trudnosci rysunkowe i poniewaz chodzi je-
dynie o charakter przebiegéw, niektére krzywe majg zmienio-
na podziatke.
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2.2.3. Poréwnanie krzywych teoretycznych z krzywymi otrzy-
manymi doswiadczalnie

W pracy [Z] dyskutowano teoretycznie i badano doswiad-
czalnie krzywe zmian temperatur wystepujacych w procesie
ogrzewania i ostygania w ukdadzie ztozonym z grzejnika, osto-
ny, termometru i ewentualnie innych skdadnikéw. Ha rysunku 4
mamy zestawienie teoretycznie mozliwych krzywych w przypadku
cial, posiadajacych zréodto ciepta i bez zrodhka. Krzywe ogrze-
wania oznaczono kreskowaniem dla zaznaczenia, ze odpowiednie
rzedne nalezy liczy¢ "od gory. Wreszcie na rysunku 5 przed-
stawiono dwie krzywe ogrzewania i ostygania, otrzymane do-
Swiadczalnie oraz szereg krzywych, otrzymanych z nich przez
rézne operacje matematyczne na ich rzednych, jak dodawania,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Sg one wszystkie jednego
2 typéw przedstawionych na rysunku 3.
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ONIPEFIEJIEHME BO3MOXHB I X c”~OPM KPMBbIX
NPENCTABIIHIOIHMX OnEPMOMMHECKME nPOIJECCDI

CoflepsaHHe

B paSoTe ash MeTOfl aye,n;ejieMii pa3HOo6pa3Hbix bo3mojkhbix
4>0pM KpHBbix npe”CTaBJiaioLpMx anepV/3,MHed<Pie npopecchi. l1lo-
Jiynettbie pe3yjibTalbi cpaBHVBaioTca ¢ AByMH SKcnepiiMeHTajib-
HoIMM KpMBbIMM HarpesaHVH M OXJiaXfAe-MA TejlH 6e3 MCTOXHVKa
TenjiOTbi m pa3HOo6pa3Hbix «pyrnx nojiyneHHbix nyTeM pa3HO-
o6pa3Hbix MaxeMaTMxecKHx onepapMM Ha mx op™MHaTax.

DETERMINATION OF POSSIBLE FOR REPRESENTING APERIODIC
PROCESSES

Summary

In the paper a method is given for determining the various possible
forms of the curves, appearing in the representation of aperiodic processes.
The results are compared with two experimental curves, which have been
received for the heating and cooling of an element without any heat

source.



