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Matematyka - Fizyka z.2 1963

/JOZEF SZPIIECKI

KRZYWE SPOTYKANE PRZY PRZEDS T AY7IENIU PROCESCW
¿PERIODYCZNYCH

Streszczenie. W pracy podano metodę wyznaczenia 
wszelkich możliwych postaci krzywych, występujących w 
przedstawieniu procesów aperiodycznych. Wyniki porów
nano z dwoma doświadcżalnymi krzywymi, otrzymanymi dla 
ogrzewania i ostygania ciała nie posiadającego źródła 
ciepła.

W pracy postawiono sobie za zadanie znalezienie wszel
kich możliwych postaci krzywych, opisujących procesy aperio- 
dyczne o następującym równaniu

1. Wstęp

(1)
k=1

s=0 k=1

+ B t ( 1’)
lc=1

+ B t (2’)
s=0 lc=1
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gdzie
t - zmienna, niezależna, (czas),
A - zmienna zależna,
9 - wartość ustalona zmiennej zależnej,
Ak,Ak s»B “ stałe*
« - pierwiastki równania charakterystycznego,

rzeczywiste, ujemne i różne od siebie.
Funkcje (i) - (2*) są rozwiązaniami pewnych układów równań 
różniczkowych liniowych lub nieliniowych o współczynnikach 
stałych.

2. Metoda rozwiązania problemu*
Wprowadzenie przestrzeni fazowej

Opis metody rozwiązania problemu możemy ograniczyć do 
róv/nania (1) i (2), ponieważ postać krzywych przedstawionych 
przez dwa pozostałe równania może być prosto podana, gdy 
znane są krzywe przedstawione równaniami (1 ) i (2).
2.1. Przypadek równania (i)

2.1.1. Wprowadzenie nowych zmiennych
Różniczkujemy' równanie (1 ) n-1 razy względem czasu, otrzy

mując w ten sposób rasem z równaniem (1 ) układ n równań m  
niewiadome e rtki;. Posiada on przy uczynionych założeniach 
rozwiązanie następującej postaci:

| „ . e * k t = f  B > (3).
k 1=0

gdzie:
B, . - stałe, k.i *
(k; - oznacza k-tą pochodną,
(0) - oznacza funkcję nie różniczkowaną.

Przekształcenie (3) jest affiniczne. Jeżeli więc przyjmiemy 
układ osi ‘A . Kartezjusza prostokątny, na ogół Układ osi 

będzie skośpokątny.
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Eliminacja zmiennej t z dwu równań (3 ) odnoszących się 
do indeksu k,1 daje równanie paraboli

- cl, * k*1 (4)

gdzie
C - stała zależna od wyboru jednostek na osi Ś ̂  i ^  

dalej oznaczmy ją przez x

( 5 )

2.1.2. Przejście do zagadnienia dwuwymiarowego
Dowolne dwie zmienne (& -& ) i ( $ - 9 ) ^ '  oznaczamy dla skró

cenia przez x.j, x2. Obieramy dwie wielkości Ś S1 i 
przy użyciu n-1 równań jednorodnych (3 ) (z pominięciem równa
nia o indeksie k albo 1.) tworzymy rzuty osi I k, & 1 na 
płaszczyznę (x.j, x2).

Dla prostoty zapisu oznaczamy rzuty osi ^ na wybraną 
płaszczyznę również przez £i.

= a x1 + b Xg Ij, ■ d x1 + e x2 (6)

Równania osi S możemy napisać następująco:

Oś & x2 = - a’ x̂  : bj oś : x2 * -c’ x̂  : d1

Równanie (4 ) po podstawieniu wyrażeń (3) przedstawia w 
układzie osi x±łi=1t...n pewną hiperpowierzchnię.

Tworząc przecięcie tej hiperpowierzchni z płaszczyzną 
(xlf x2) otrzymujemy parabolę o równaniu

a x1 ł b x2 * C (d X| + e x2)x (6)
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W zależności od znaku współczynników kierunkowych osi współ
rzędnych możemy wyróżnić następujące przypadki:
cc) a* : b* -= 0, df:c* ^ 0 P>) a* : bf -< 0, d*: c* >  0
T) a* : b* > 0, d^c* < 0  6) a* :sb* >  0, d»j»c* >  0

Przedstawiono je na rysunku 1a i 1b. Przypadki cc) i i ) 
ujęto razem, ponieważ przypadek ó ) otrzymujemy z przypadku 
oc) przez obrót około osi o 180 • Podobnie przedstawia
się sprawa przypadków Ib) i 7 ). Krzywe odpowiadające poniższej 
dyskusji oznaczono na rysunku liczbami'’rzymskimi z indeksami 

Id f  • ♦ •
Dla dalszych rozumowań jest obojętne, który z dwu rozpa

trywanych układów współrzędnych jest prostokątny.
2.1.3. Badanie analityczne krzywych
W dalszymi rozumowaniu przyjmujemy, że wyrażenia lewej i 

prawej strony równania (6) (liniowe kombinacje zmiennych x^) 
są dodatnie. W przeciwnym przypadku bierzemy ich wartości 
bezwzględne.

Wprowadzamy jako parametr

z = d ̂  t e x2 (8)

wtedy otrzymujemy przy założeniu a e - b d =£ 0 przedsta
wienie parametryczne krzywej

(-b z + e zx)/(a e -b d) = x̂
/ /(z a - d zx)/(a e -b d) = x2

Rozpatrywanie miejsc zerowych i ekstremów krzywych (9) 
wykazuje, że równocześnie występują (nie występują) ekstrema 
i miejsca zerowe. Rysunek 2 a,b,h,i,j przedstawia możliwe 
przypadki.

A. Tylko jedna z krzywych x1 « f(z), x2 = g(z) 
posiada albo też żadna nie posiada ekstremum

Ten sam rysunek może przez zmianę podziałki służyć do 
przedstawienia obu krzywych. Istnienie ekstremum (krzywa II) 
jest związane z dodatnością wyrażenia b/e. W przeciwnym



Rys.l. Typy krzywych w płaszczyźnie fazowej 
Przypadek cc ) i (b )
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l b)

Rys.2. Dyskusja pomocniczych krzywych
Krzywe a),b),h),i), j ) odnoszą się do pojedynczych pierwiast
ków.
Punkty z ^ t z2, z , z4 odnoszą się do miejsc zerowych lub
ekstremów. 1C.,
Wartości z1 = Yb/e odpowiadają x1 = 0 ŷ  = z^/e

z2 = |b/et; x2 = [b( 1 - x)/x( ac-bd )].z2
y2 = [(aex-bd )/ex( ae-d-b)] z2 

z,, = Y a/d x = z /d y, = 03 “ f ' 3 3 3TC "* t •z4 = Ya/dx x4 =[( ae-bdic)/dra(ae-bd)] z4
y4 =[a(x-1) /x(ae-bd)] z Ą

Krzywe c), d), e), f), g) odnoszą się do wielokrotnych pierwiastków.
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przypadku otrzymujemy krzywą I. 0 wzajemnym położeniu ek
stremum i miejsc zerowych decyduje w przypadku wielkości 
wyrażenie
TC—1    X-\___

ya/dx(e a -b dTc)/[dx(e a -b d)] - (1/d '\J~bJ d $ 0 (10) 

w przypadku wielkości x2
X-1    r--------------------*-1--

"yb/e^Ce ax-b d)/[ex(a e -b d)J - 1/e) yb/e ^ 0 (11)

Ponieważ X ¿1, wykluczony jest znak równości.
Na rysunku 2j przedstawiono na podstawie rysunku 2a i b 

przebieg zależności x2 oCd x^.
B. Obie krzywe x̂  = f(z), x2 = g(z) 

posiadają ekstrema
Krzywe odpowiadające temu przypadkowi przedstawiono na 

rysunku 2h i i.
We wszystkich przedstawieniach parametrycznych punkty eks

tremów i miejsc zerowych oznaczono na osi z, podając w 
objaśnieniu rysunku wartości przynależnych do siebie wiel
kości (z, x^f x2).

Uwaga. Przez zmianę znaku wielkości x̂  lub x2 możemy 
otrzymać inne przypadki symetryczne.

Ze względu na pewne założenia ograniczające przedyskutujemy 
kilka przypadków szczególnych.

2.1.4. Przypadki szczególne
1. Wielkość e = 0.

W tym przypadku
x1 « z d (12)

jedna z krzywych poprzednio rozpatrzonych przechodzi w prostą.
2. Wielkość d = 0.

Jest to przypadek symetryczny do przypadku 1. Mamy tu za
leżność

e x1 = z (13)
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3. Wielkość a e -b d = 0
Zakładając d = n a, e = n b, n jt 0 oraz słuszność 

równania (8) otrzymujemy dwie proste
TC-1___

z = 0 i z = Yl/n (1 4 )

2.1.5. Interpretacja krzywych gdy = f(z), x2 =
W tym przypadku wzajemne położenie ekstremów i miejsc se

rowych decyduje o możliwości istnienia danej krzywej. Ha ry
sunku 3 prsedstay/iono te krzywe, które są możliwe, zazna-

Rys.3. Typy krzywych dopuszczalnych jako przedstawienie pro
cesów aperiodycznych

Krzywe oznaczone literą P odnoszą się do pojedynczych pier
wiastków, krzywa oznaczona literą W do pierwiastków wielo

krotnych
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czając jednocześnie numery krzywych z rysunku 1, do których 
się one odnoszą.

2.2«, Przypadek równania (2 )
2.2.1. Wprowadzenie nowych zmiennych
Rozumowanie przeprowadzamy w dwu etapach;

Najpierw wprowadzamy zmienne

zk = e " kt (0, tm + C2 i”"1. +  Cw 1 ) (15)

Jeżeli wykonamy n razy różniczkowanie tego równania wzglę
dem zmiennej t otrzymujemy wraz z równaniem (15) układ 
nf1 równań, z którego możemy wyznaczyć poszczególne człony 
występujące po prawej stronie równania. Zagadnienie jest 
rozwiązalne ponieważ wyznacznik tak otrzymanego układu rów
nań jest różny od zera. Można to wykazać przez indukcję zu
pełną. Podamy dla przykładu układ równań dla n = 2.

cc, t
zk = e (C1 t + C2) (16)

zk, = e k CC, oek t + C2 ock +

Wyznacznik układu sprowadza się prosto do postaci trójkątnej. 
Wąrtość wyznacznika jest równa C^. Postępując podobnie przy 
większej krotności pierwiastka <*k, możemy dojść do wyrażenia 
dla n-krotnego pierwiastka. Wtedy "wartość wyznacznika prawej 
strony wynosi

. [(n-1 )l]n“1 : 2! 3! ...... (n-2)!

Gdyby C. = 0, można by. rozumowanie przeprowadzać dla 
kolejnego współczynnika, który jest różny od zera.
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Charakterystyczną cechą omawianego wyżej wyznacznika jest 
występowanie w nim tylko pierwszego współczynnika odpowiada
jącego najwyższej potędze t i to w stopniu talom ile wyno
si krotność danego pierwiastka«

Nieco bardziej skomplikowanie przedstawia się sprawa roz
wiązania równania (2) ze względu na wielkości występujące z 
prawej strony« Że- takie rozwiązanie jest możliwe, wynika to 
z faktu [1], że wyrażenia występujące z prawej streny równa
nia (2) są rozwiązaniami tworzącymi układ fundamentalny, wo
bec tego jego Wronskian musi być różny od zera. W wyznaczni
ku tym występują tylko pierwsze współczynniki wyrażeń typu
(1 5 ) i to w takim stopniu, ile wynosi krotność danego pier
wiastka. Ponadto występują pewne wyrażenia zbudowane z róż
nych od siebie pierwiastków równania charakterystycznego.

2.2.2. Postać krzywych w układzie osi
Dla przykładu przyjmujemy to samo cĈ . Gdyby w równaniach 

występowały różne wartości cĉ , rozumowanie przebiegałoby 
analogicznie. Oznaczamy

$ r
1 =  1  e

( 1 7 )

Dyskusja tych wyrażeń i ich pochodnych ze względu na 
zmienną t prowadzi do krzywych przedstawionych na rysunku 
2e, przy czym w najogólniejszym przypadku otrzymujemy krzywą 
zamkniętą. W przypadku znikania 1 krzywą (rys.2f, 2g).

Jeżeli wprowadzimy podobnie jak w przypadku równania (1 ) 
zmienne x^,i=1...n, wtedy między rzutami osi §  ̂ na płasz
czyznę (x^, x2) i jej osiami zachodzą podobne geometryczne 
związki, jak w przypadku rysunku 1. Na rysunku 2c, 2d przed
stawiono to w kilku przypadkach oznaczonych analogicznie, 
jak na rysunku 1. Przez analizę otrzymanych krzywych otrzy
mujemy nową postać możliwych krzywych (rys.3'/). Tym samym 
zostały wyczerpane wszelkie możliwości.
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a)

c)

e)

9)

0

Rys.4. Zestawienie teoretycznie możliwych krzywych w przy
padku układu doświadczalnego

Krzywe b) d) i) j) odnoszą się do ciała, posiadającego 
źródło ciepła.
Krzywe a) e) e) f) g) h) odnoszą się do ciała, nie posia
dającego źródła ciepła.
Krzywe a] b) e ) opisują procesy ogrzewania.
Krzywe c) d) g^ opisują procesy ostygania.
Krzywe f} h} ij j) przedstawiają (■&-®)ogrz + ̂ “V o s t
Wspólne krzywe r f )  przedstawiają (■*-13>̂ )Qst - (•A-e)ogrz

oraz
i) przedstawia (*-«)ogrz / (*-*<,)ost-
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Rys.5» Krzywe otrzymane doświadczalnie dla ciała, nie będącego źródłem ciepła i krzywe otrzymane z nich drogą różnych operacji matematycznych
Krzywe odnoszą się do pomiarów, oznaczonych numerem 20 i 35. 
Krzywe, oznaczone fl-iSi są to doświadczalne krzywe ogrzewa
nia i ostygania. 0
Krzywe 20,1 35,1 przedstawiają (*-* )Q + (*“*0 )0st

20.2 35,2 (<-e)ogP! + <*-*0 )0.,
20.3 35,3 -C»-Vost • (*-9W z
20.4 35,4 -C*-*0)ost 1  ̂ ”9'ogrz
20.5 35,5 fo-»o)ost -

Ze względu na trudności rysunkowe i ponieważ chodzi je
dynie o charakter przebiegów, niektóre krzywe mają zmienio
ną podziałkę.
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2.2.3. Porównanie krzywych teoretycznych z krzywymi otrzy
manymi doświadczalnie

W pracy [2] dyskutowano teoretycznie i badano doświad
czalnie krzywe zmian temperatur występujących w procesie 
ogrzewania i ostygania w układzie złożonym z grzejnika, osło
ny, termometru i ewentualnie innych składników. Ha rysunku 4 
mamy zestawienie teoretycznie możliwych krzywych w przypadku 
ciał, posiadających źródło ciepła i bez źródła. Krzywe ogrze
wania oznaczono kreskowaniem dla zaznaczenia, że odpowiednie 
rzędne należy liczyć 'od góry. Wreszcie na rysunku 5 przed
stawiono dwie krzywe ogrzewania i ostygania, otrzymane do
świadczalnie oraz szereg krzywych, otrzymanych z nich przez 
różne operacje matematyczne na ich rzędnych, jak dodawania, 
odejmowanie, mnożenie i dzielenie. Są one wszystkie jednego 
2 typów przedstawionych na rysunku 3.
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OIIPEflEJIEHME B03M0XHBIX c^OPM KPMBbIX 
nPE^CTABIIHiOIHMX OnEPMO^MHECKME nPOIJECCbl

CoflepsaHHe
B paSoTe ash MeTOfl onpe,n;ejieHMfi pa3HOo6pa3Hbix bo3mojkhbix 

4>opM KpHBbix npê CTaBJiaioLpMx anepMO/3,MHecKPie npopeccbi. IIo- 
jiyneHHbie pe3yjibTaTbi cpaBHMBaioTca c AByMH SKcnepiiMeHTajib- 
HblMM KpMBbIMM HarpesaHMH M OXJiaJKfleHMfl TejIH 6e3 MCTOXHMKa 
TenjiOTbi m pa3HOo6pa3Hbix «pyrnx nojiyneHHbix nyTeM pa3H0- 
o6pa3Hbix MaxeMaTMxecKHx onepapMM Ha mx op^MHaTax.

DETERMINATION OF POSSIBLE FOR REPRESENTING APERIODIC
PROCESSES

S u m m a r y
In the  paper a m ethod is given for determ ining the various possible 

form s of the curves, appearing in the representation of aperiodic processes. 
The results are compared w ith two experim ental curves, which have been 
received for the  heating and cooling of an elem ent w ithout any heat 
source.


