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JOZEF WA30WSKI

O PEWNYM SPOSOBIE ROZWIAZYWANIA LINIOWYCH ROWNAN
ROZNICZKOWYCH O STALYCH WSPOLCZYNNIKACH

W oparciu o metode klasyczng, podano sposéb znalezienia
catki ¢jednorodnego i1 niejednorodnego réwnania rézniczkowego
o statych wspétczynnikach, spedniajacej z géry podane warun-
ki poczatkowe. Ro6zni sie on tym od podawanej w literaturze
metody klasycznej, ze nie wymaga kazdorazowego dodatkowego
wyznaczania statych z podanych warunkéw poczatkowych.

1. Jednorodne liniowe r.r. o statych wspotczynnikach®

Niech bedzie dane r.r.

LJ K =0 (1.1)
k=0 *

gdzie A., k =0,1,...n, sa to state wspétczynniki} x 5 x(t)
jest funkcja szukana.
W r.r. (1.1) zaktadamy

A * 0 (1.1a)

Przyjmijmy dla r.r. (1.1) nastepujgce warunki poczgtkowe
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Aby znalez¢ catke r.r

. (1.1) spetniajacag warunki poczat-.
kowe (1.2), rozpatrzmy r.r.

gdzie

(1.3)
1J

n-3
= E '%QJ = (1.3a)

W r.r.(1.3) wspotczynnikistate Al

, k=0,1,...n, sa
tymi samymi, ktorewystepujgw r.r.(1E ); funkcje V..,
J » 1,2,...n, sa funkcjami ciggkymi w dowolnym przedziale.
W r.r. (1.3) zaktadamy (1.1a) oraz warunki poczatkowe
(1.2).
Do r.r. (1.3) dochodzimy w nastepujgacy sposoéb.
Przecatkujmy n razy r.r. (1.1) w granicach od t do
nie wykonujac wskazanych catlcowan.
Otrzymujemy
Z W x(T)dt n"k = £ E \ (t:‘l)dTn d
k=0 % FlL kqg—d 'V
gdzie

JX(t)dtk = ydT1lydt2 ..

to

yx(Tk)dtk
to to to

Zamiast tak scatkowanego r.r. (1.1) piszemy

|l a /AT)atn-k = £ £ Ak A - q(T)«n-k a-3»
IO o} =l ] €

gdzie

jJjak poprzednio

L
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Po n-krotnym obustronnym zrézniczkowaniu (1.3%) 1 uwzgled-
nieniu (1.3a) otrzymujemy (1.3).

W celu znalezienia catki ogdlnej r.r.(1.3) stosujemy zna-
ng metode klasyczna uzmiennienia statych [1], [2], otrzymu-
jac

n n
mf,*J(T)AdT + E Kr fr <l-*>
n r=1 0 J=i r=1
Tutaj
D£
w 1.4
LR (1-4a)

/\1*1\2* *0# 33n

Padh 4 d » o_l/ I
D€ npgoof wxx | D= soaTrotx 9 Frel
1, 2, e= N M**>*> -1 ir+l,>
r=1.2. .n (1.4b)

gdzie 9 , r =1,2,...n, sa catkami szczegllnymi r.r.(1.3)

gdy Z
r=1

K, r =1,2,...n, sg to state, ktdére w metodzie klasycznej

[fl1. [2], wyznacza sie z warunkdéw poczatkowych (1.2), dla
kazdego konkretnego przypadku oddzielnie.
Obecnie catkujemy (1.-4) przez czesci, otrzymujac

®
f.H O, o wyznaczniku Wronskiego réznym od zera, a
J

a1 r=1 jea

+ A *Wrj~THHji<ndT + X Prr <1*5)
nr=1 \ j= r*1
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Tutaj

0= i»q

= 1,2,..«n [ ] 0*5a)

W dalszym ciggu podstawiamy (1.5) 6o r.r,(1.3) otrzmeJac

po uporzadkowaniu wedtug pochodnych 1.; j =1,2,. na-
stepujaca tozsamos¢

n n n n n / k-q)

EL-D7 (1) & (Z>*')) ]

I E
J=2 1=n+2-j qI

j=1 S*0 g=0 k=q qg nr=1 3
* £ E £ (-D3.(g#15 .
Jssi §»0 q«I+1 k=q n r=l
= E4+123) (1.6)
>1 3

Tutaj z uwagi na przyjety sposéb zapisu wzorow (1.6),
wszystlde sumy o pochodnych ujemnych sg roéwne zeru*

Jak wida¢, po prawej stronie tozsamos$ci (1.6), przy po-
chodnych funkcyj $ j = 1,2,...n, wystepujg wspotczynniki
state, réwne jednos$Si.

Wspodczynniki zatem wystepujace po lewej stronie tozsa-
mosci (1.6) przy odpowiednich pochodnych $ ., j=1,2,...n,
muszg by¢ rowniez wspotczynnikami statymi rownymi jednosci.

Wspodczynniki natomiast wystepujace po lewej’stronie toz-
samosci (1*6) przy takich funkcjach 4, j = 1,2,..*,n 1
ich pochodnych, ktore nie wystepujg po stronie prawej tozsa-
mosci (1.6) muszg by¢ rowne zeru.
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Powyzsze wynika stad, ze tozsamos¢ (1,6) musi by¢ spednio-
na dla dowolnej funkcji . =1,2,.,«, ciggtej w dowol-
nym przedziale J. w

£ tozsamos$ci zatem (1.6) wynikajag dla j = n, (n-1),.,.2,1,

I=n, (n-1),...2,1, nastepujace zwiazki

N O£ ISP T =0, p+tj] « n-2
(-1)z E»>rPA W~ " 1% P+i = o1
r=1
A r~\
(-1)*3 £ WA =QlI> P+3 * n+S"1
rtfl
gdzie
Ql= “A £ An-g,0QS-g* Qo = 1" ,(1«73)
n qg-1
~a l,2,..,n, p*0,1.,n, j—-1,2,...n

Rézniczkujac (1.5), P = 0,1,...(n-1) razy i uwzgledniajac
przy kazdym roézniczkowaniu (1,7), dostajemy

n !'=0 g=n+S-p "r=1 to j=1

n

+ X Pr~ P)* p = °.1f«Cn-i) 0 *0)
r=1
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Obecnie wracajgc do (1.3a) wyrazamy funkcje V

q=0,1,...(n-1) przez funkcje , J =1,2,...n.
Otrzymujemy u
P
VP =TT (27" *n-p+V P = ) C1%9)
n §=o

Uwzgledniajac (1.9)w (1.S) dostajemy

» Vo pHi-j  IW *™ x s
"\ =0 g=n+l-p+1

n /* - / r
+d4- £ * > (-1 )awy y .d t+y p vy p\ P=o,i,...(n-1i)

y
n r=1 b j=1 " r=1 (1410)

Aby otrzyma¢ catke r.r. (1.1) speiniajacg warunki poczat-
kowe (1.2), wystarczy zatozyé

Vp s xp(to) > const,, p»0,1,...(n-1) 0«11)

Wéwczas r.r. (1.3) staje sie identyczne z r.r. O»1). a
poniewaz warunki poczatkowe (1.2) sg te same dla r.r. (1.1)
co i dla r.r. (1.3) to i catka r.r. (1.3) staje sie iden-
tyczna z catkg r.r. (1.1).

Uwzgledniajac (i.11) w (1.10) i zaktadajac t = tc,
otrzymujemy nastepujgacych n réwnan

¢ P ?;P"Ct ) =0, p=20,1,...(n-1)
r=1

Poniewaz wyznacznik Wronhskiego jest z zatozenia rézny od
zera, zatem

Pr = 0O, r =1,2,...n (1.12)
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Uwzgledniajgc (1.11) oraz (1.12) we wzorze (1.10), otrzy-
mujemy dla p = 0, przy oznaczeniu ~ (0 = x'70)

n t n

X = x(to) y - 1)j «WA(T) . $.00dT (1.13)

gdzie zgodnie z (1.3a) po uwzglednieniu tam (1.11)

n-j

=1,2,...n (1.1 3a)

Uzyskany wynik (1.13) mozna doprowadzi¢ do jeszcze prost-
szej formy. Wykonujac mianowicie wskazane catkowania, dosta-
jemy

~«*,>e*- B -1)3 ¢ (Z 2rwr3)’t3A ) -

n j»l r=1
n n

Uwzgledniajgc tutaj (1.7) dla p+ j«sn-1, p = 0,
j =1,2,...n, oraz (l.13a), otrzymujemy ostatecznie
X ¥ 8>r(t)

j-1 ILr=1 0 La=
noj r JLg=0 (1.H)

Jest to catka r.r. (1.1) spetniajaca warunki poczatkowe
(1.2)] P, r =1,2,...n, sg catkami szczeg6lnymi r.r. (1.1)
a x (tQ), q=0,1,...(n-1), sa zatozonymi z géry dowolnymi

wartosciami poczatkowymi, zgodnie z wzorem (1.2).
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2. Niejednorodne liniowe r.r. o statych wspétczynnikach
i zerowych warunkach poczatkowych

Iliech bedzie dane r.r.

t v°° - 12-1
p )
gdzie Ak, k=0,1,...n oraz xsx(t) jakw(l.l), a

$ 5 F(t) jest dang funkcja ciggta w dowolnym przedziale J.
W r.r. (2.1) zaktadamy (1.l1a) oraz zerowe warunki poczagt-
kowe, tzn.

=0, k=01,...(n-1) @.2)

Szukajgc catki ogolnej r.r. (2.1) otrzymujemy stosujac
znang metode klasyczng uzmiennienia statych [1] , [2]

n
(D . p(T)dTH.ar ?r (2.3)
r=1
D
Tutay W = r = 1,2,...n, jak we wzorach (1.43a) i
(1.4b), gdzie r = 1,2,...n, sg catkami szczegllnymi

r.r. (2.1) gdy F * 0, o wyznaczniku Wronskiego réznym od
zera.

Rézniczkujac (2.3), p =0,1,...(n-1) razy i uwzglednia-
jac przy kazdym rézniczkowaniu pierwszy z wzoréw (1.7),
otrzymujemy
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Zaktadajgc tutaj t =t i uwzgledniajac (2.2) dostajemy
n roéwnan

z ktérych z uwagi na to, ze wyznacznik Wronskiego jest z za-
4ozenia rézny od zera, otrzymujemy

Uwzgledniajac powyzsze w (2.3) dostajemy

n t

X =X*J>r fwr(@" *p(FXl <2*4)
n «

r=1 {0

Jest to catka r.r. (2.1) spedniajagca zerowe warunki po-
czatkowe (2.2).

3. Liniowe niejednorodne r.r. o statych wspédczynnikach
i dowolnych warunkach poczgtkowych

Hiech bedzie dane r.r.

;A .*00 - F (3.1)
k=0

gdzie A®, k= 1,2,...n, oraz x s x(t) jakw (il1), a

P s p(t) jakw (2.1).
W r.r. (3.1) zakkadamy fl.la) oraz warunki poczgtkowe

(1.2).
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Szukana catka r.r. (3.1), spedniajgca warunki poczgtkowe
(1.2) jest oczywiscie sumg catek (1-14) i (2.4), tzn.

r=1 t,
n-3

n j—{ (-I)3| I“\ml() Izq+3- - quto) —~yr(t) (3.2)
= r=1 A

gdzie wszystkie wystepujace wielkosci jak we wzorach (1.14)
i (2.4).

4. Wzory praktyczne

Wzor (3.2) mozemy dalej przeksztatci¢, znajdujac

wré“l)gto) r, j =1,2,...n, przy czym zatozymy tQ = 0, co
jest prawie regudg w zastosowaniach praktycznych.

Rozpatrzmy przypadek obejmujacy wszystkie mozliwe pier-
wiastki rownania charakterystycznego

E @.1)

k=0

r.r. (3.1), gdzie A, k =0,1,...n, jakw (1.1) i gdzie
obowigzuje (1.1a).

Niech wiec réwnanie charakterystyczne (4.1) posiada n”"-
krotny pierwiastek s1, ng-krotny pierwiastek
krotny pierwiastek sv, razem pierwiastkéw n, tzn.
Nl+n2+...4+ny = n.

Skorzystamy tu z wzoru (48), [31, tom 1l, § 138, str.811
i przynaleznego do niego wzmfu (25J, str.804.

Wprowadzamy nowe oznhaczenia,a mianowicie odnosnie wzoru
(48): T zamiast tj t =zamiast x; sr gdzie q=1,2,...v,
zamiast a,b,...cjJ n gdzie q * 1,2, ...v, zamiast d, (@,

A, jJ K™ gdzii k=1,2,...n", a q=1,2,...v,
zamiast (A" ,Ag,=.=A"), (b"JBg».=.BN), (™ »Cg»e*«CN);
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f(t) zamiast ?(t)j oraz odnosnie wzoru (25): a(s) za-
miast P(r).

Uwzgledniajgc tylko catke szczegélng wystepujgcg w cyto-
wanym wzorze, otrzymujemy zaktadajgc tQ = O

e | t / M
q-1 r*1 i
gdzie
i-1 (n +k)
Z A g (Sql
[gi * *gi (0 +kil * Kg(i-k)5 1 = 2>3»*ng* g =
k=1 q

n !

(

A> <
S
q

Jest to catka szczegdlna r.r. (2.1) o zerowych viarunkach

poczatkowych, tzn. gdy ) =0, p=0,1,...(n-1), w

przypadku rozpatrywanych przez naspierwiastkéw rownania cha-

rakterystycznego (4.1). r-1 st
Wydzielajac w wyzej podanym wzorze funkcje & =t e ;

r =1,2,...n, q=1,2,...v, przedznak catki, otrzymujemy

n _-r
\% n T

q -S

* - X
g=1 r=1 §=0 aq aq

WzOr powyzszy przedstawia te samg catke szczegolng r.r.
(2.1) o zerowych warunkach poczatkowych X (?)(0) = 0,
p=0,1,...(n-F<), co i wzor (2.4) po zakozeniu tam t = O.
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Pordéwnujac je, otrzymamy

- -s t
- T Arjt Z Z N~ L) o« TT » Kg(V SV 1 9
q g1 1=0 4 4
gdzie
r = rl1f (n4+r2), (n*ng+r-), ... (nl+n2+,..+nv_1 »

g - 1,2,...nq; 09=1,2,...v

Rézniczkujgc p = 0,1,...(n-1) razy Wr(), r = 1,2,...n,
otrzymujemy

vV n_-r
W (t)
g=1 s=0 k=0
* Kg(n -k-!-r +1)*! e"Sq
q q
gdzie

p« 0,1,...(n-1)
r > rif (xx,+r2), +n2+r3),... (N +n2+ .. etny_1+ry)

rq*™>* ™»2».n™ q=1,2,...v.
Zaktadajac t = 0 w (4.2) dostajemy

P

WrP)(0> " An X (-D)PTi7i7rzcC?) = Kqg(nn-r,,-k+1)
o-1 q £6 a q
(4.3a)

gdzie p, r, r i g jakw (4.2).
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Uwzgledniajac (4.2) i (4.3a) we wzorze (3.2) (gdzie
t = 0) i biorgc pod uwage, ze dla (n - r -k+ 1) <0

jest K~n _r_k+1) - O» Sdzie q = 1,1,...v, dostajemy

- 2Z\N @& } T eed+

g=i r=1 AN
V YqY'~ V na'r'k+1t (k) tr-l s t I «\
*LLL ~ 1V - Vv r < 44
=1 r=1 k=0
Tutaj ( K)
vV AV
Kgi “ " Kgl L, (n +K)Y * Kg|(-i-k)t 1 =
L q
g=1,2,...v
n |
1 = -1,2, %
K ] q
A(S?)
n n
A<s*" = Z v k " An Tl (3’SJ (4,4a)
k=0 o=1
n-1
B(S) =Y., P o
k=0
n-k-1
Bk ~ Ag+JE+l > Xq'0)» No=0»1 )
q=0

it »= 0 dla n i < 0, = 1,2,..«V.
g(n™-r~k+1) g-r-k+1 k «
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5. Przyktady

Znalez¢ catke r.r.

2 x "N - 28x”"™ + 98xm- 72x'= 10

spedniajgcag nastepujgce warunki poczgtkowe

x(0) a xX'""(0) = x~(o0) =05 X"(0)

x™(©) = x£4"(0) =

= x"6"(0) = 1

Rozwigzanie

Réwnanie charakterystyczne

A(S) = 2S7 - 28S5 + 98S3 - 72S = 0

posiada pierwiastki

s1 =1, s2 = -1, S3 =2, S4 = -2, S5 =3, S6 = -3, 37

Wzor zatem (4.4), gdzie
p(T) = 10 = const
11 Q 7j r = 1
Ay = 2, = -28, = 98, Al = -72, Ag = ® Ag

przyjmuje postac
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gdzie
Kl = A K3 Y% g * 1*2»***7
q

Wobec tego

7 Z s C X b(s ) 3t

= iat+Z ™~ T eq
q=1 1

Zgodnie z wzorami (4.4a) obliczamy

6 2

Bo = Z Ag+tl x"<°> =72 34 = Z v 5
g=0 q=0
5 a

Bl = Z Ag+2 x~ (°) ® 98 BS = Z Ag+6 X
g=0 q«0

PwZ \+3* <°>m -26 B6 m 2 A
q=0 q=0

"28

v

b3 = £ Ac+4d x(q)(0) »

Zatem

b(s) = 2S5 + 2S4 - 28S3 - 26S2 + 983 + 72

53
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Obliezamy

A(3) = 14S6 - 56s4 + 196S2 - 72
N1(S1) =d(s2) = 96, &(s3)=4d(s4) = -240, if(s5) = A(6) =

= 1440, <S?)= -72, b(si)= 120, b(s2) = -24, Bb(s3)="

36,U(S4) = -36, b(35)=24, B(S6) = -24, b(3?) = 72

Podstawiajgc powyzsze wartosci do wzoru na X, otrzymujemy

/5 0t 5 -t 1 2t 1-2t _J_
\age " Tae *“ 77 e + 77*% + 777 ¢
432 6 72 - 4 4 20 ® + 20 ®
1 3t 1 -3t
60 e

. * * * '-qk:-gt
X - gl € - 4 & -S04 B2 T 540 §7C I Y ©

-# -1

Przykdad 5«2

Znalez¢ catke r.r.

XN " - 12XN + 60xX™MAN . 160xm + 240X - 192x"+ 64x = e2t

spedniajaca nastepujace warunki poczatkowe

+

x(0) = x(0) = 0, x(0) . x™(0) = -1, x4 '(0) = X 1
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Rozwigzanie

Rovmanie charakterystyczne

a(s)m S6 - 12S5 + 60S4 - 160S3 + 240S2 - 192S + 64 = O

posiada jeden pierwiastek szesciokrotny

Wzér zatem (4.4) gdzie
f(t)=e ; M =6, n~=0 dla gq=2,3,...6

Ag =1, AN = -12, A4 = 60, A3 = -160, A2 = 240,

+ I I

r=1 k=0

Wszystkie jednak state IL~ dla 1 > 1 sa révmo tutaj

zeru, poniewaz pochodne A~ ~ dla k =0,1,...5, sg rovmc
Zeru. - i

Wobec tego
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Obliczany z wzoréw (4.4a)
V
A
Csn)
b(s) = -S5 + 1254 - 60S3 + 15932 - 2273 + 121

B(S1) = -17, S(S1) = -7, B"(S1) = 14, B™(S1) = -24,
BAW )= 48, = -120.

1 i /

Podstav/iatty powyzsze wartosci do wzoru mo. X, otrzymujac

Przyktad 5.3

Znalez¢ catke r.r.

XA = OXN3M+ 33XM N - 63T + 66X - 36X+ 8x = 0

spedniajacag nastepujace warunki poczgtkowe
x(0) =x"() =x"\o) =0, x(0) =1, x"(0) = -2,
x4 ") = 3

Rozwigzanie

Réwnanie charaliterystyczne

A(S) * s6 - 933 + 3354 - 63S3 + 66S2 - 363 + 8 = O
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posiada dwa pierwiastki

S- « 1, S2 = 2
z ktorych kazdy jest potréjny.
Wzér zatem (4.4) gdzie
f(t) SO, = n2 = 3’ v = 2
A6 = 1» wg - .gs A4 =33, A3 =-63, A =66, A = -36
przyjmuje posta¢
2 n n -r
93 Qv K hV K St
X ' N : ) r- S . "
x - > > ((i-f)! k! . 525) tr*l . o «
g1 r=1 k=0 4

Z wzorow (4.4a) obliczamy
b(s) = S4 - 9S3 + 31s2 - 423 - 27
B(S1) = -46, B'(S1) = -3, BlL(s.l) = 20, b(S2) = -43,

B(s2) i 6, B"(s2)'b'2

A™"(S1) = -6, AMA(SL) = 72, A5(S1) = -360

m(Sj =6, A~~Cs) =72, A ~sJ = 360
rul @
K11 A"(31) = _1» K12 " K11 CA+ITi" K11 ~ "3~
(4)(S.) a(5)(,).

_ -6

K13 = “K11 (n.+1 )1 K12 + (~A+2)! Kil1
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1S4)(s2)
TT-TTT-K.

23 = -K21 (n2+ijr K22 + (n2+#2)!~ K21 = 6

Powyzsze wartosci podstawiamy do wzoru na Xx, otrzymujac

x = (-1] t2+ 135t - 275)e2t + (23t2 + 1411 + 275)et
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O HEKOTOPBIX UPMEMAX PEIHEHMH JIMHEMHLIX
AMMEPEHIJIIAJIBHHX yPABHEHMHX
C HOCTOfIHHbIMM KOSOMIJMEHTAMM

CoflepxaHHe

McxoRfi M3 KjiaccMnecKoro MeTo”a, M3JiaraeTCH b stom padoTe
cnoco6 Haxoxi*eHMH oflHopoRHoro n Heo"HopoflHoro nHTerpajia
SMcJIx"epeHpMajibHoro ypaBHeknH ¢ nocTOHHHbIMH Koa*MppieHTa-
mh, y*OBjieTBopiiiomero aa”aHHbiM HanajibHbiM ycjiOBHHM.

OTJiMuaeTca 3tot cnocod ot M3BecTHoro b juiTepaType Kliaccu-
uecKoro MeTo”a TeM, hto oh ne TpedyeT 3a KaHgjnM pa30M oéchh-
ThiIBaHHMH, no 3a,n,aHHbIM HaHalJlbHbIM yCJIIOBMHM, nOCTOHHHbIX.

UBER EINE GEWISSE ART DER LOSUN VON LINEAREN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT KONSTATEN KOEFFIZIENTEN

Zusammenfassung

Im Anschluss an die klassische Methode wurde die Art vom Heraus-
finden des Integrals der Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien-
ten, das im voraus die gegebenen Anfangswerte erfullt, angegeben.

Die Art der Auflésung unterscheidet sich von der in der Literatur
angegebenen klassischen Methode dadurch, dass die jedesmal hinzu-
fugliche Bestimmung der Konstanten mit den angegebenen Anfangs-
werten nicht erforderlich ist.



