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JOZEF SZPILECKI

O PEWUEJ MODYFIKACJ1 WAHADtA F1ZYCZNEGO

Streszczenie. W pracy przedyskutowano metode wyzna-
czenia dtugosci zredukowanej dla specjalnego wahaddta z
ruchomym punktem zawieszenia. Graficzna metoda daje
moznos¢ sprawdzenia poprawnosci zatozen teoretycznych
i pomiaréw. W teoretycznej czesci przedyskutowano moz-
liwe btedy metody. Dla pordéwnania podano gromade Kkrzy-
wych zaleznosci okreséw typowego ?fahadda rewersyjnego
od potozenia masy ruchomej oraz wytdumaczenie matema-
tyczne ich zachowania sie.

1. Wstep

Jedng z gtdéwnych trudnosci, wystepujgcych przy pomiarze
przyspieszenia ziemskiego przy pomocy wahadta fizycznego
jest trudnos¢ wyznaczenia jego ddugosci zredukowanej. Istnie-
je powszechnie znana konstrukcja wahad¥a, w ktérej pomiar
ten daje sie wykonaé¢ prosto i1 doktadnie: jest to wahadto re-
wersyjne. Pomiar jest w 'zasadzie" prosty, poniewaz gtdéwna
trudnos¢ tego pomiaru polega na ustawieniu ruchomych mas wa-
hadta w ten sposéb, by otrzyma¢ jednakowe okresy wahan przya
zawieszeniu w dwu punktach A 1 B. Poniewaz uzyskanie tej
rownosci metoda prob moze niekiedy sprawiaé¢ trudnosci, szuka
sie rownosci okresow metoda graficzng, kreslac dwie krzywe
[11 =zaleznosci okresu TN = TA()> T~ = T2 ) oci potozenia
X jednej z ruchomych mas wahadta. Punkty wspélne obu krzy-
wych daja rozwigzanie problemu.

Jak wynika z przytoczonej serii pomiarow, wykonanych
przez autora w r. 1943 w Katedrze Fizyki Politechniki Lwow-
skiej przy pomocy typowego wahaddta rewersyjnego, przy roz-
nych potozeniach ciezarkéw ruchomych, istniejg tu trzy mozli-
wosci: albo sg dwa przeciecia, albo jedno albo nie ma prze-
ciecia wcale.
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Prof. dr Tadeusz Malarski, opracowujac teorie wahadta re~
wersyjnego zauwazy4, ze w celu wyznaczenia ddugosci zredu-
kowanej wahadta fizycznego nie potrzebne sa dwie krzywe za-
leznosci okresu od potozenia masy, wystarczy zas w zupednos-
ci jedna. W ten spos6b metoda wyznaczenia ddfugosci zreduko-
wanej wahad#a fizycznego przy pomocy wahad#a rewersyjnego
nie jest jedyna. Przedmiotem niniejszego artykudu jest opi-
sanie tej rownie prostej metody oraz oméwienie ewentualnych
jej bleddw.

Poniewaz teoria wymaga wahadta, w ktérym zmieniataby sie
odlegtos¢ osi zawieszenia od srodka ciezkosci, przy statym
momencie bezwktadnosci wahadta, potrzebna jest do tego spe-
cjalna konstrukcja wahadta.

U [2] znajdujemy opis tego typu wahadta. Pret wahadta
posiada tu szereg otworéw, pozwalajacych,zmienia¢ punkt za-
wieszenia. Wada przyrzadu polega na tym, ze przesuwanie OsSi
odbywa sie tam skokowo.

Aby mie¢ moznosc¢ ciagtej regulacji potozenia osi wahadta,
zaproponowano prototyp wahadta, z#ozonego z preta z dwu
przesuwalnymi w spos6b ciagty masami, dodatkowymi i przesu-
walnymi w sposéb ciggty potozeniami dwu punktédw zawieszenia.
Prototypy te wykonano w Zaktadzie Optyki i1 Mechaniki Precy-
zyjnej Politechniki Slaskiej w dwu wariantach, oznaczonych
nizej A 1 B. W pierwszym wszystkie czesci sktadowe z wyjat-
kiem Srub mocujacych byty wykonane w ksztakcie walca. Taka.
konstrukcja pozwalata wyznaczy¢ rowniez teoretycznie wiel-
kosci charakterystyczne wahadta, ktérych wyznaczenie sprawia
przy innych ksztattach wahadta zwykle duze trudnosci. Wa-
riant B roéznit sie od poprzedniego ksztattem mas przesu-
walnych, ktére posiadaty ksztatt graniastostupa.

e Przy pomocy powyzszych wahade4 prototypowych wykonano
szereg pomiarow pod kierownictwem autora i mgr S.Baléwny.

W celu zilustrowania artykudu wybrano z tego materiatu naj-
lepszg krzywa, wykreslong na podstawie pomiardéw studenta
Edwarda Otto. Ha tym samym rysunku podat réwniez autor arty-
kutu zasade metody sprawdzenia poprawnosci krzywej. Materiat
czesci drugiej stanowi uzupednienie matematyczne rozwazan
czesci pierwszej. W szczegolnosci przedyskutowano tam zrodta
bteddéw metody.
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2. Metoda wyznaczania d¥ugosci zredukowanej

2.1. Teoria
Mozemy napisa¢ w innej postaci wzdr na okres wahadta fi-
zycznego

T = 23CYb75 @)

gdzie
T - okres wahadta,

2

B=B +M R - moment bezwkadnosci wahadta wzgledem osi obro-
s tu,

B=M g ES - moment kierujacy wahadta,

£0 - moment bezwtadnosci T/zgledem osi, przechodzg-
cej przez Srodek ciezkosci, rownolegtej do
osi obrotu,

masa wahad+a,

odlegtoisd Srodka ciezkosci od osi obrotu,

M
R
o

g - przyspieszenieziemskie,

a mianowicie wpostaci

T2 = 4X2 (BUAj gR + nge) @

2
Jezeli rozpatrujemy T jako funkcje Rg widzimy, ze posia-
da ona minimum.
Wystepuje ono dla

(R2) = SO/M i wynosi T = 2*)Y/(2/9)YIT/M  (3)
min

W rozumowaniu przyjmuje sie, ze wielkosci B , g, U sag sta-
4e. Warunek statosci B nie daje sie jednak zrealizowac
przy przesuwnej ma3ie. lulezy wiec zastosowaC metode zawie-
szen przesuwnych. Zaproponowana w katedrze konstrukcja, wsku-
tek koniecznosci umocowania wahad¥a na pierscieniu metalowym
przesuwalnym, wprowadza pev/na mata zmiane B . Oczywiscie
jest rzecza konstruktora tale dobra¢ masy, by b4ad ten byt jak
najmniejszy.
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Z rownania (2) otrzymujemy nastepujace oczywiste zwigzki
miedzy rozwigzaniami révmania ze wzgledu na Rg przy T
jako parametrze

Rs,1 + Rs,2 =~ 2/4x2 n

Rs,1 * Rs,2 “ Bo/M

Z pierwszego wzoru wynika, ze lewa strona pierwszego roéwna-
nia przedstawia ddfugos¢ zredukowanag wahadta, przynalezng do
okresu 1. DHugos¢ ta zmienia sie oczywiscie z okresem 1.
Rozwigzania rownania (2) na Rg sa rzeczywiste i rézne, je-
zeli spedniona jest nieréwnosc

(gT2/4f12)2 > 4 BO/M )

wiec jezeli jest

ktérg to wartosé¢ wyliczamy z roéwnania (3).

2.2, Sposéb wykonania pomiaru i wykres

Przy wszystkich czesciach sktadowych wahadta, umocowanych
na state, zmieniano jedynie potozenie osi zawieszenia waha-
d¥a, mierzac kazdorazowo okres.

Tabela 1 przedstawia taka serie wynikéw pomiarow.
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Wyniki pomiaréw dla wahadta A

RS cm T sec ?2 se02 RS cm T sec
95,5 2,175 4,71 50,5 1,92
90,5 2,15 4,52 45,5 1,885
85,5 2,105 4,41 40,5 1,91
80,5 2,065 4,24 37,0 1,92
75,5 2,04 4,16 24,0 2,065
70,5 2,01 4,04 20,0 2,16
65,5 1,985 3,93 15,0 2,355
60,5 1,955 3,80 10,0 2,77
55,5 1,94 3,76 5,0 3,625

Obliczenie przyspieszenia ziemskiego
na podstawie wybranych pomiarow

N\ - L1l
T 2 Rs Rs S 2
sec

cm cm cm/sec
4,70 19,7 95,5 983,8
4,24 24,0 80,5 976,7
4,04 28,0 70,5 976,8
4,80 33,0 60,5 975,4
3,68 39,5 50,5 985,6

Dane konstrukcyjne dotyczace wahadet
A. Wahad+o cylindryczne zelazne (rys.1l)

Srednica Srednica

Element Diugosc zown. wewn .
mm
mm
Pret 1552 12
Pierscien prze-
suwny 12 30 12

Masa przesuwna 80 55 12

65

Tabela 1

¥2 sec?

3,68
3,55
3,64
3,68
4,24
4,66
5,52

7,67
13,10

Tabela 2

Srednie g

cm/sec”

980

Tabela 3

Masa

1350

65
1420
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Ryscl o 0gélny widok wahadta B* Szczegd6+ konstrukcyjne waha-
det A i Bo Rysunek obrécone o kat 90°

Bo Zelazne wahad¥o cylindryczne z masami przesuwnymi w
ksztatcie graniastostupa (rys,l)

Dhugosé  Srednica Szeroko$¢ Grubos¢ Hasa

Element
mm mm mm mm
Pret 1489 15 2070
Pierscien
przesuwny 9 15 4 85
Masa prze-
suwna 60 142,5 30 1800

2.30 Uwagi dotyczgce wykresu (rys02)

Ka rysunku 2 widzimy poza krzywa zaleznosci T2 od Rg
jeszcze szereg okregow® Zostaty one wrysowane dla sprawdza-
nia poprawnosci zatozen, dotyczacych poprzedniego wyprowa-
dzenia oraz poprawnosci pomiaréw» Metoda pozwala réwniez
wyznaczy¢ wielkosc ngmfn"

Oczywiscie wyniki sg poprawne, jezeli ta ostatnia war-
tos¢ jest stata, czyli na rysunku koniec odpowiedniego wek-
tora lezy na okregu® Poszczeg6lne punkty tego okregu wyzna-

czamy nastepujaco? Do danej wartosci T wyznaczamy obie
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T2sec2

Rys.2. Krzywa zaleznosci T od Rg i metoda sprawdzenia
jej doktadnosci

wartosci Rgl i R 2 prowadzgc kreskowang prosta réownolegta

do osi Rg-SKreslimy okrag o Srednicy Rg2, nastepnie zas w

odlegtosci R - prostg réownolegta do osi T2 do przeciecia
z okregiem. Metoda oparta jest na jednej z konstrukcji Sred-
niej geometrycznej.

2.4. Uwagi dotyczace typowego wahadta rewersyjnego

Aby rozstrzygna¢ problem czy mozliwe jest zawsze znale-
zienie ddugosci zredukowanej wahad#a rewersyjnego, co jak
wiadomo, wymaga takiego ustawienia mas, by okresy wahan zmie-
rzone przy dwu punktach zawieszenia byty réwne, autor wyko-
nat pod koniec wojny (1943) w Katedrze Fizyki Politechniki
Lwowskiej serie pomiaréw, z ktérej wynika, ze mozliwe sg ta-
kie ustawienia mas ruchomych, gdy wystepuja dwa przeciecia
krzywych zaleznosci okresu, odnoszgcego sie do pojedynczego
punktu zawieszenia, od potozenia ruchomej masy, ale jest
tez mozliwy tylko jeden taki punkt i1 wreszcie przy pewnym
ustawieniu mas krzywe nie przecinaja sie wcale, wskutek cze-



Tabela 4

Pomiary zaleznosci okresow wahan typowego wahadta rewersyjnego
od potozenia mas ruchomych

m, 135,35 cm 130,35 cm 125,35 cm 120,35 cm 115,35 cm 110,35 cm 105,35 cm
2 Td T« Td V Td 'k Td Tk Td Td Tk Td
SEC  sec SecC Sec Sec sec  SeCc Sec secC  sec sec sec sec sec

7,35 cal1l,80 1,91 2,14 2,28 2,11 2,17 2,07 2«12 2,03 2,06 2,00 2,00 1 95 1,96

17,35 1,69 1,83 2,10 2,20 2,07 2,13 2,04 2,05 1,99 1,98 1,96 1,93 1,92 1,92
27,35 1,59 1,76 2,07 2,16 2,03 2,08 2,00 1 97 1,97 1,93 1,93 1,85 1,89 1,90
37,35 1,59 1,69 2,05 2,13 2,02 2,03 1,98 1,93 1,94 1,86 1,92 1,78 1,88 1,73
47,35 1,64 1,62 2,04 2,13 2,01 2,00 1,98 1,90 1,94 1,80 1,90 1,73 1,87 1,67
57,35 1,69 1,57° 2,04 2,15 2,01 2,00 1,98 1,88 1,94 1,77 1,91 1,68 1,88 1,62
67,35 1,69 1,53 2,05 2,24 2,02 2,05 1,99 1,89 1,96 1,77 1,93 1,68 1,90 1,60
77,35 1,80 1,53 2,06 2,44 2,04 2,27 2,01 1,98 1,98 1,82 1,94 1,70 1,91 1,61
87,35 1,92 1,59 2,18 2,87 2,06 2,47 2,04 2,17 2,00 196 1,97 181 1,95 1,67

97,35 1,92 1,68 - - 2,09 3,66 2,06 2,70 2,04 m 2,00 - 1,98 -
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go zagadnienie wyznaczenia ddugosci zredukowanej wahadta
nie jest rozwigzalne« Wyniki te ilustrujg rozwazania teore-
tyczne czesci drugiej« W tabeli 4 i na rysunku 3 podane sag
wyniki pomiardéw, w tabeli 5 podane dane dotyczace wahadta.

Rys.30 Zaleznos¢ okreséw typowego wahadda rewersyjnego od po-
4ozenia ruchomych mas

Tabela 5
Dane konstrukcyjne, dotyczace wahad#a rewersyjnego

Potozenia pryzmatow

SE Masa
Element Diugosc wzgledem kohcoéw preta
cm 8
Pret 139,7 926,2
Pryzmat 1 10
Pryzmat 11 30,3
Masa 1 1073,2

Masa 11 1086,2
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W tabeli 4 oznaczono potozenie goérnej masy rijs potozenie
dolnej masy m2. odnosi sie do pryzmatu 1.

3» Obliczenia niektérych wielkosci

3.1. Oszacowanie wptywu masy przesuwnego zawieszenia na
potozenie Srodka ciezkosci

Jezeli mase wahad¥a 0znaczymy przez Hfpotozenie Srodka ciez-
kosci wzgledem jednego z koncow preta przez a i podobne
wielkosci dla pierscienia zawieszenia oznaczymy przez BIL
i af wtedy zmiana potozenia Srodka ciezkosci wahadta Aa
spowodowana przesunieciem masy 0 Aa, wyznaczona jest

przy pomocy nastepujgacego roéwnania

Kia s Aan a

W przypadku wahadet A i1 B stosunek Aa/Aa,- wynosit 195%0

3.2. Wptyw przesuniecia zawieszenia na moment bezwkadnos-
ci wahadta

Potozenie sSrodkéw ciezkosci poszczegdélnych czesci wahadta
oznaczamy przez ai) i m 1,_0»59 ich masy przez ich mo-
menty bezwkadnosci wzgledem osi przez whkasne Srodki ciezkos-
ci przez Bi.

Mase catkowitga oznaczamy przez M, potozenie jej Srodka
ciezkosci przez a9 moment bezwkadnosci odniesiony do Srodka
ciezkosci a, bez uwzglednienia przesuniecia wynosi

B s £ Mi (@l -a)?2 ®)

iasl isl

Jezelil mase (zawieszenie wahad#a) przesuniemy o Aa,.,

zmieni to na podstawie relacji (7) potozenie Srodka ciez-
kosci wahadta o Aa. Zmieniony moment bezwdadnosci po pew-
nych przeksztatceniach wynosi

B+AB >B+ 2M5Aa5 (@™ -a)+ (A aM$ (9
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Przyrost AB zeruje sie dla A « 0 oraz A u 2(a-an),
ekstremum odpowiada wartosci A a™ * a-a”. Poniewaz wielkos¢

a-ac jest wielkoscig wyjsciowg w obliczeniu, przez odpowied-
ni jej dobér mozemy wpkywaC na przyrost AB*

3.3. Uwzglednienie poprawki (9) we wzorze (2)

Oznaczamy
RO = atAa-a™-Aaj. = R™N+Aan /M (10)

przy czym

a’ - potozenie osi zawieszenia, przesuniete wzgledem
Srodka ciezkosci a,. o h. Zmiany tej wielkosci
oznaczono przez Aa»,

R* = a-a’+h - stata sktadowa, zalezna od potozenia poczat-

S kowego.

Obliczajac z réwnania (10) Aa<- 1 podstawiajac do réwnania

(2), w ktérym w miejsce BQ podstawiono B+AB, otrzymujemy
po przeksztatceniach

Rsl + rRsz * [1+(M5/M)Cn5/CM5-M))2 ]  [gT2/43T2 +

+ 2M5 (a5-a)/(M5-M) + (G~A/740CIA/CIA-*))2 2 R»]  (11)

Rsi rs2 » (BO/M)[1 + (M5/M)(M5/(M5/(M5-M))2]

przy czym

2 2
Bqg = B - 2 M5 M (a5-a) RA/CA-M) + M/ (M5-M) r R*
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Zmieniona dtugos¢ zredukowana wynosi

Jest rzeczag widoczng, ze w przypadku M~/M- 0, wyrazenia

(11) i (12) przechodza wyraznie w (4).
3*4. Rownanie na wyznaczenie wspodrzednych punktéw prze-

ciecia krzywych okresow = TM(x) oraz =
= Tg(xX) (zmienny moment bezwkadnosci)

W tym przypadku zmienne jest potozenie jednej z mas
ruchomych M, potozenie punktdéw zawieszenia jest niezmienni
Zmiana, potozenia masy wywotuje przesuwania sie Srodka

ciezkosci wahadta a.
Oznaczajagc dtugosc¢ zredukowang wahadda przez 1 oraz

Bg = B-2 (a4-a) M R~ + (M2/M4)(r>)2 a3)
R = a-a* + Aa = R* + (LT. Aa.
S a-a 5 a S ( 4/M) a4

R* %5 a-a’

s 5
otrzymujemy z warunku rownosci okreséw wahadda rewersyjnego
B, *+ AB = M Ro (1-Rg ) (14) .
rownanie na wyznaczenie punktéw wspolnych krzywych okresoéw

ta = Ta(s) oraz tb = tbXx)

((m+M4)/M4)RE + RS [2 (ad4-a) - I] + Bo/M = 0 (15)
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Z jego postaci wynika mozliwos¢ istnienia dwu* jednego lub
zadnego pierwiastka rzeczywistego na Rg, Wpdywamy na to
caeteris paribus wielkoscig a™-a.

4, Uwaga koncowa

Opublikowanie niniejszej notatki wydawato sie celowe, po-
niewaz autor przegladajgc odnosng literature [3-6] az do
najnowszej whgcznie nie znalazt zadnej wzmianki o prdébach te-
go rodzaju.
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O HEKOTOPOM BIJiflOM3MEHEHMM <>MBMHECKOrO
MAHTHMKA

CoflepxaHwe

B paSoTe paccMaTpMBaeTcn mcto# nojiyneHMH npMBe”reHHOoIi
AJIMHBI 4 )M3MHeCKOrO MaHTHMKa C nOABMJKHBIM ITOfIBeCOM.

TpacjjMHecKMM MeTO# ,n,aeT bo3mojkhoctb KOHTpojiHpoBaTh npa-
BMJIBHOCTB OCHOBaHMM MeTO”a M M3MepeHMM.

B TeopeTiinecKoii nacTM paSoTti paccMaTpMBaioTCH bo3mojkhbi6
oiumSkm MeTOAa.

AJIH CpaBHCHMH flaHa T02Ce CAHMMIIMH @ KpMBbIX 3aBMCMMOCTM
nepnoAa TMnMnecKoro noBopoTHoro MaHTHMKa ot MecTo ncuioJKe-
HMH nOABM5KHOM MaCCBlI M MaTeMaTMHeCKOe 0GlIHCHeHMH MX nOBe-
AeHMH. \

SOME MODIFICATIOS OF THE PHYSICAL PENDULUM
Summary

In the paper a method of determining the reduced length is discussed
tihajt is given for a special pendulum with a movable hang po'int.

With the use of the graphical method it is possible to control the
correctness of the foundations of the method and the measurements.

In the theoretical part of the paper the possible errors of the method
are discuted.

For comparison a set of curves is given, showing the dependence of
the periods of the typical reversible pendulum on the position of the
mobile mass, as well as the mathematical explanation of their behaviour.



