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WYZNACZCIE WARTOSCI POCZATKOWYCH POCHODNYCH CALEK UKEADOW
LINIOWYCH ROWNAN ROZNICZKOWYCH
O STALYCH WSPOLCZYNNIKACH

Podano spos6b wyznaczenia wartosci poczgtkowych pochod-
nych catek ukdadow rownan rézniczkowych liniowych o statych
wspodczynnikach. Sposob ten rézni sie od metody klasycznej
tym, ze w celu znalezienia wartosci poczatkowych pochodnych
jednej szukanej funkcji nie trzeba wyznacza¢ wartosci poczat-
kowych pochodnych pozostatych niewiadomych funkcji.

1. Wyznaczanie wartosci poczatkowych szukanych catek uktadu
r.r. liniowych w przypadku zerowych wartosci poczatkowych

Niech bedzie dany uk#ad r.r.

AN [ aih *k + bilc- “ fi i * 1»3n**«l 0-1)

gdzie ™ s ~(1v), i =1,2,...n, sa dowolnymi funkcjami

ciggtymi”posiadajacyiail pochodne ciggte dostatecznie duzych
rzedoéw w przedziale I, zawierajacym punkt zero; x. m >n(t),

i = 1,2, ...n, sg szukanymi catkami; i b?Nv, ~1,k =

= 1,2,...n, sa statymi wspotczynnikami.
0 uktadzie (1.1,~ zaktadamy, ze wyznacznik

M * 0 (1-2)

Sprowadzajac uktad r.r. (1.1) do r.r. odpowiednio wyz-
szych rzedéw [1], otrzymujemy
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gusio state N~ 1»2,».%n, oraz i>** &8 1»2».».n,
li*0,1. ,(n-f), sg catkowitymi funkcjami statych a
oraz bik, i,k m 1,2,...n, przy czym warunek (1.2). Claik | =
= A ) gwarantuje, ze réwnania (1.3) sa jedynym Kktére sa
spetnione przez kazdg funkcje xn, i = 1,2,...n, spetniajaca
uktad r.r. (1.1).

Przyjmijmy dla ukdtadu (1.1) wartos$ci poczatkowe

X..(O): 0 i = .,2,.«.n \l))4)

Odnos$nie wartos$ci = P =0,1,2,...
udowodnimy™ nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 1

W artos$ci x1P~(o), i =1,2,...n, p - 0,1,2,... rozwigzat
uktadu {1.1) o warunkach poczatkowych (1*4), a zatem i roz-
wigzan r.r. (1.3)» wyrazajg sie wzorami

4p)0) -£ > a.. fi(g_q)(o)»

Z-. 134 3
J»1 g»0

.5

gdzie
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Dow6od

Catkujac n-razy ukdad r.r, (1.1) w granicach od 0 do t
i biorac pod uwage warunki poczgtkowe (1.4)* otrzymujemy

y <h*A CkELl +huA dﬁn) - A 4tnh i=1»
k= : 5

1 @ 0 2 (1.6)
1 *>»

gdzie * f 1 analOSicznie

jesli chodzi oJ x. dtq, i*q » 1,2,«..n.

O N
Wprowadzajac nowe funkcje

, a.n

gdzie

vAN(O) » Oi p("™(0) = 0Oj
1 (1.73)

1,2,...n, k » 0,1,«.«(n=-1)

przy czym v~ (0) =V (0),
(1.6) w postaci

1,2,.,.n, mozemy napisac

L ( aik VL; + bik Vk* " 1>
et BTRVE

Sprowadzajac uktad (1.8) do r.r. wyzszych rzedéw [1],
otrzymujemy

£\v « =£ tB. F<k), i .1.2,...n (1.9)
&0 K 1 jmik=o 1Bk 3
Tutaj wspoétczynniki i iml1l,2,...n, sg tymi

samymi, ktore wystepuja w (1.3), poniewaz nie zalezg one
wcale od funkcji wystepujacej po prawej skronie (1.8), a
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tylko od wspotczynnikéw a., i b.,, i,k =1,2,...n, ktoére
1760'(
sg taicie same w ' \ Jak i w :
Podstawiajagc do (1.9) z powrotem funkcje vi oraz i\,

i =1,2,...n, ze wzoru (1.7), oraz kolejne ich pochodne,
otrzymujemy

n X X, n n-1 }

. ,dtn_k, i1 =1,2,...n

t V *idt m |

k=0 o J=1 k=0 0 (1.10)
gdzie

t

"V*i dtk” "kn - An Xi> 1 e l«2*—

0}
Rézniczkujagc (1.10) kolejno 1,2,... razy, otrzymujemy
k=n-1 k=0 o J=1 k=n-1
n n-2 t
V1l Zb<4d s gonmien
J=1 100 0

— ,(k-n+2) A vn3A T ,#+n-k-2 _ v B A" n+2)
£ - I ijk j
k=n-2 k=0 o] ¢=1 ksn-2
n n-3 +
¢. i HjY dir<k2
J=1 k=0 0
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oo AW)E g 4 X A2k . fre* *iM)
k=2 k=0 1 >1 k=2

n 1
2-k
f. dt
+Z 1 v \ ;3
3-1 k=0 0
1-k A L(k-1)
ijk j
k=0 0 3-1 k=1
n o
dtl—k
L j 3
3l k=0 5
n \ n n-1
(k)
£ AV m 7 E B« * f
k= 31 k=0

n

1 Nk " b . . f- |
Eifergkrt - v v gge fau D)
k=0 3=1 k=0

79



80 Jozef Wasowski

Stad, zaktadajgc t = O, otrzymujemy

k=n-1 J=1 k=n-1
t *  *  m I E V 'S *“ 10
k=n-2 J=1 k»n-2
I \ - 1 S f5k"2)i0)
k=2 J=1 k=2
-1
=1 JJ:l l(:ll

|\ 4KO) mZ fh* *7e»

J=1 k=0

E \Hiio )j:Zl %lv t1k+)(0)

Rozwigzujac powyzszy uktad réwnan (1.11) przez kolejne
podstawianie i uwzgledniajac (@ -4), otrzymujemy (1.5), (1«5a)
i (1.5b), c.b.d.d.
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2. Wyznaczanie wartosci poczatkowych szukanych catek ukdadu
r.r. w przypadku wartosci poczatkowych réznych od zera

Niech bedzie dany uktad r.r.

n

Z ( aik Xk + bik xk) = 0* i-1,2,...n 2.1
ICa%

gdzie aik, bxk, i,k = 1,2,...n, oraz Xz m Xx(b),

i =1,2,...n, jak w uk#adzie r.r. (1.1) i gdzie zaktadamy,
ze

*
aik )0 (2.2)

Po sprowadzeniu ukdadu (2.1) do r.r. wyzszych rzedow,
otrzymujemy

A4 k) -°. i = 1,2,...n 2.3)

gdzie state A. i k = 1,2,...n, jak w uktadzie (1.3), a wa-
runek (2.2), ~aik] = An) gwarantuje, ze rdwnania (2.3) sa
jedynymi, ktdére sa spednione przez kazda funkcje x°;
i =1,2,...n, spedniajgca uktad (2.1).

Przyjmijmy dla ukd#adu (2.1) wartosci poczgtkowe

XX(O) a x i s1,2,...n .4

01’

Rozpatrzmy z kolei ukdad r.r.

n n

£ (aikxt * 19 kV < Z «x*x=qr i (2.5)
k-1 k-1

gdzie aik 1 b”"j i,k = 1,2,...n, sa tymi samymi statymi
wspétczynnikami, ktore wystepuja w (2.1) a Yk * Yk(B)]

k = 1,2,...n, sg funkcjami roézniczkowalnymi dostateczng ilosc
razy w przedziale 1.
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Dla ukdadu r.r. *(2.5) przyjmujemy te same warunki poczgt-
kowe (2.4) co dla uk#adu r.r. (2.1).

Uktad r.r. (2.5) tworzymy w nastepujacy sposob.

Przecatkujmy uk#ad r.r. (2.1) w granicach od 0 do t.

Otrzymujemy
£ (aik + h k - 2 aik*k<o>= 1 - 1-2>— n
k:l 0 k:l

Utwérzmy teraz nowy ukdad roéwnan
Y (aik xk + bik /xk(r)dtr) * Vv ** 1 * 1,2 ,**n
k=1 o] k=1

Ré6zniczkujac powyzszy ukdad réwnan, otrzymujemy (2.-5)»
Sprowadzmy obecnie ukdad r.r.(2.5) do r.rt wyzszych rze-

dow [1].

Dostajemy
Yv ir « Yj v o i+ 1,2,...n (2.6)
k=0 J=1 k=1

Tutaj wspoétczynniki . Ak» k = 0,1,...n, sa tymi samymi,
ktore wystepuja w (2.3), a wspltczynniki state C. ,, ;
i,j = 1,2,*«.n, km 0,1,...n, sa catkowitymi funkcjami sta-
+ych atk 1 bxk} i1,k = 1,2,...n, przy czym obowigzuje tu
rowniez warunek (2.2), ([@*k] = AM).

Dla uktadu r.r. (2.5) przyjmujemy warunki poczatkowe

(2*4)* p)
Odnos$nie wartosci poczatkowych xS*y{O)t imazi,2,...n,

p = 0,1,... wudowodnimy nastepujgce twierdzenie.
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Twierdzentie 2

Wartosci x?P*(0), i1 >1,2,...n, p m0,1,2,... vrozwig-

zan uktadu (2.4) o warunkach poczatkowych (2.4), a zatem i
rozwigzan rownan (2.3), wyrazaja sie wzorami [Z]

XM (o) =Y Q.. x : i» 1,2,...n; p=20,1,2,... (2.7)
gdzie
C.
= ’8‘2" i*~D
(2.7a)
=0 gdy i = j
A q_i (2 b)
Quin = A .7
Ug = Ah 'm£> Q k = n

i,D = 1,2,»»»nj q = 1»2» ==

przy czym x~°"(0) s xz(0), =1,2,...n} A(v+k) = 0 dla
(vtk) = 0,1 ,..*n, .oraz C~v =0 dla v »0,1,...(n-1).
“Dowod
Oznaczajac krotko

t t T L

ty"d'ri/at2 "/&Aq)dv q,i =

przecatkujemy ukdad r.r. (2.5), uwzgledniajgc (2.4). Otrzy-
mujemy

1 * 1K <> -1 akW(t>- v ° > + <P
k=1 k=1 o k=1
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Oznaczajac
*J(B) » *vj(°) + x0j* 0« 1»2f...n (2.8)
napiszemy
¢ aik*¢o*1e * £ aiktJt) i2-s>
k»1 k=l 0 k=1

Catkujac powyzszy uktad réwnan jeszcze (n-1) razy, tzn.
ukdad r.r. (2.5) n-razy, w granicach od 0 do t, otrzymu-
Jemy

=1 o k=1 o =1 o
i=1,2,...n (2.10)

Wprowadzajgc nowe Ffunkcje

t t
vii-(t) «yi/l\tj,dtJ:L_, Fjj,(t) y#.(t)dtn, i,j « 1,2,...n (2.11)
gdzie
vAk~N0) = 0 P~rk\o) =0j i, = 1,2,...nj .-
k =0,1,...(n-1) (2.11a)

oraz V2)(0) *v.(o), f(°*(o) = F.,(0) mozemy napisac
X w N &

(2.10) w postaci
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Sprowadzajac uktad r.r. 7~2.12) do r.r. wyzszych rzedow
[1], otrzymujemy

¢ N~ > (CO0 . £ im1,2,...n (2.13)
k=0 J=1 k=1
gdzie Ak? k =0,1,...nj ciik~* m1,2,...n, sa tymi

samymi wspotczynnikami, ktoére wystepujag w (2.6), poniewaz
nie zalezg one wcale od funkcji wystepujacej po prawej stro-

nie (2.5), a tylko od wspétczynnikéw a.k 1 i*k =
=1,2,..,n, ktdére sa takie same w (2.12; jak i w (2.5).

Podstawiajac do (2.13) z powrotem funkcje v~(t) oraz
p-(®)i,j = 1,2,...n, z wzoru (2.11), oraz kolejne Ich po-
ciiodne, otrzymujemy

k"0 o 3-1 k=1 o (2.14)
gdzie
A OATRWS* 1A (tarikkd ="Jt)"
PR
Przepisujac (2.14) i rézniczkujac kolejno 1,2,...-razy,

dostajemy
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(k-n+1)
m N = = £ i w D *I‘
Ic=0 o 3=1 k=n-1
n n-2 t
3=1 k=0 °

Z O*[**
j=1 k=0 o
k= k=0 (0] 3=1 k=1

* A oW o K

k=0 j=1 k=0

£vi*1)-11°i3"jkH)
k=0 j=1 k=0
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Stad, zaktadajac t =0

k=n J=1 k=n

N RMO) -
L

k=n-1 Icn-1

v i k'!,<0) - i

Ic=2 J=1 k=2
=1 J-1 k=l
k=0 j=1 k=0

Ce - v W, (0>
=1 k=0

37
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Wprowadzajac tutaj z powrotem wartosci funkcji $.\t),
j =1,2,...n, 1 jej pochodnych ze wzoru (2.8), dla i =0,
dostajemy

lVIrnw ¢i oc, x3
k=n Jj=1

£ Vi - 1 ci3(n-1) *03 + Z ZGI’SI'WX’

k=n-1 Jj=1 J=1 k=n

t  V ikw2)(°) - 1°ii(n-2) Xoi+ Z |

k=n-2 Jj=1 J<1 k=n-1
k=2 j=i j=1 k=3

=1 j=1 j=1 k=2

k=0 j=1 j=1 k=1

i ¥ (w!'w = Z Z v f Il(«

k=0 j=1 k=0



Wyznaczanie wartosci poczatkowych pochodnych catek... 89

>tad, po rozwigzaniu przez kolejne podstawianie

C.
\(o) | 4~ *
n °3
5-1
n p-1
*ip)(°>- 1 IwW ~ C O ) + Z QJP x03 (2-15"
j_l q=0 j:l
p = 1t2,.
Tutaj
Cin
Qiio - An
4-1
Qin : ~At’] “ijCn-g) ” 27~ijk 7 Jn-g+k (2,15a)
k=0

q = 1#2#ee0e

Napiszmy 1°(0) z (2.15) w postaci

n

$n A RF ot EfiintoT
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Powyzsze zwigzki muszg by¢ spednione przez dowolnie przyjeto
wartosci na xQi; i * 1,2,,..n. Wobec tego stad wynika, ze

c. . - A i -J» 1,2,...n
3 (2.16a)

Cijn =0 sdy 1 * Z=1,2,...n

Wzory (2.15) #acznie z wzorami (2.15a) 1 (2.16a) okre$Sla-
Ja wartosci poczatkowe xv(o), 1 =1,2,.,.nj p=0,1,2,...
i odnoszg sie do r.r. (2.b), a zatem i do ukkadu (2.5).

Aby znalez¢ wartosci poczatkowe xX~(0), 1 = 1,2,...n,
p=20,1,2,... catek r.r. (2.3). a zatem i gatek r.r. (2.1),
wystarczy w (2.5), (2.6) oraz (2.15), zatozyé

Y.(t) s X . = constj J=1,2,...n 2.17
D() 0 j (C )

Poniewaz zatozylisny, ze Y~(©)} j = 1,2,..,r., Jest
funkcjag stata rowng wartosci poczgtkowej x .j J=1,2,...n,
zatem jej pochodne wynoszg J

YNP/(E)=0 J=1,2,...n p =0,1,2,...

Wéwczas r.r. (2.6) staja sie identyczne z r.r. (2.3),
uktad r.r. (2.5) staje sie identyczny z ukdadem r.r. (2.1),
a zatem wartosci poczatkowe (2.15) stang sie wartosciami po-
czatkowymi rozwiazan r.r. (2.3) i (2.1).

Tak wiec zaktadajgc (2.17) w ;2.15), dostajemy 4gcznie z
(2.15a) i (2.16a) wzory (2.7), (2.7a) i (2.7b) c.b.d.d.
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OUPE/iIEJIEHME HAHAJIBHBIX yCJIOBMU nPOM3BO”HbIX
MHTEPPAJIOB CMCTEM BMMEPEHBMAJIBHBIX
JIMHEIIHBIX yPABHEHPItf C UOCTOfIHHbIMM

K03<i>MBMEHTAMM

CoflepxaHwe

B 3T0U padoTe M3Jiarae"rca cnocod onpefleaeHHa HaaajibHbix
yCJI0BMM npOM3BOFIHBIX MHTerpajlOB CMCTCM FIMCjx~epeHpMaJIBHBIX
JiMHenHbrx ypaBHeHMM c nocTOHHHbiMii KoacJjnpMeHTaMM.

OTJiMnaeTCH 3tot cnoco6 ot KJiaccHaecKoro MeTO”a TeM, hto,
#jia nojiyaeHwa HaaajibHbix ycaoBMii npoM3BOFfl;Hbix oahom mcko-
mom 4DyHKn,MM, He HyjKHO MCxaTb HaaajibHbix ycaoBHU npoM3BOFfI-
HbIX OCTaabHbIX H6M3BeCTHbIX 4)yHKU,MM.

DIE BESTIMMUNG DER ABLEITUNGSANFANGSWERTE
DER INTEGRALE VON LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGS-
SYSTEMEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Art der Bestimmung von Ableitungsan-
fangswerten der Integrale von linearen Differentialgleichungssystemen
mit konstanten Koeffizienten angegeben.

Diese Methode unterscheidet sich von der in der Literatur bekann-
ten dadurch, dass man beim Herausfinden der Ableitungsanfangswerte
einer gesuchten Funktion nicht die Ableitungsanfangswerte der ubrigen
unbekannten Funktionen zu bestimmen braucht.



