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KAROL PETHE

OSZACOWANIE MODULU WSPOLCZYNNIKA 8 FUNKCJI
OREDNI0JEDNOKROTNYCH ZEWNATRZ KOtA JEDNOSTKOWEGO

W pracy "'Oszacowanie modutu wspétczynnika funkcji
analitycznych Sredniojednokrotnych z zewngtrz ko#a jednost-
kowego”, oddanej do druku do "Prac matematycznych”, rozwa-
zatem funkcje Sredniojednokrotne o Srodku zero, w sensie
Biernackiego, 2 zewngtrz kota jednostkowego, majac tam
rozwiniecie

ib
(-

nsl z

i otrzymatem oszacowanie (nieostre) na ibMeDlan =3
oszacowanie to wynosi |b | < 0,548«

W tej pracy rozwazam podklase funkcji wyzej wymienionych
0 Wspotczynnikach rzeczywistych i dla nich otrzymuje (takze
nieostre) oszacowanie |b £~ 0,538.

Rozwazamy klase funkcji analitycznych o wspédczynnikach
rzeczywistych sSredniojednokrotnych o sSrodku zero , kto-
rych rozwiniecie w szereg,Laurenta w obszarze 1z|>1 ma
postac

bi b? bi N bn / X
f(z)z+-"-"+-T+ “T+.0. =z +2 |-~ 1)
z z z nl z

Korzysta¢ bedziemy z nastepujacych twierdzen:
TWIERDZENIE 1. Jezeli funkcja
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jest analityczna w obszarze |z|] > 1 s wykaczeniem bieguna
w |s] a=» i Sredniejednokrotna o Srodku zero w tym cbszarz ,

to
5 n " 2<1 (&)

TWIERDZENIE 2. Jezeli funkcja

f_\ P P-1 °1 °2 Y"1 °n
Z)s % Z + C-p+1Zz +*..+ cq + + =N+ -
z ns»p z

jest analityczna w obszarze |z|>1 =z wydaczeniem bieguna
w |zl =00 i Srednio p-krotna o Srodku zero w tym obszarze,to

ZZn]on|2<*°.

Twierdzenie 2 zastosujemy do kwadratu funkcji f(z), ktory
na mocy twierdzenia M. Biernackiego2 jest funkcja Srednio
2-krotng o srodku zero dla |g >1, Mamy wiec w tym przypadku

T > _1) Jen-11272. )

n»1

Grube oszacowanie modudu wspodczynnika b,, otrzymuje sie
z nieréwnosci (2), pomijajac po jej lewej stronie wszystkie
nieujemne wyrazy oprocz trzeciego. Oszacowanie to ma postacz

b 0,5770

Lepsze oszacowanie modudu b_, a mianowicie |b_]"0,53B«
mozna uzyska¢, wykorzystujac #aczenie nieréwnosci®"(2) i )«
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Rosnrazmy w tym celu nieréwnosci

b2 2b2 + 3b2 + 4,2 + 5b2 + 7b2 N 1, @)
(b2 + 2b3)2 + 3(b2+ 2bab5 + 2b2b4 + 2b?)2 ~ 1, o)

otrzymane z (2) 1 (3) przez pominiecie po lewych stronach
obu nieréwnosci pewnej nieujemnej sumy wyrazowY Znalezie-
nie z tych nieréwnosci najlepszego oszacowania modudu b"
sprowadza sie do znalezienia najwiekszej wartosci, jaka"
moze przybiera¢ ten modut przy wszelkich ukdadach lic2b
b~, b2, b», b , b z zachowaniem warunkéw (4) i (5).

Z nierownosci (4) 1 (5) wynika oczywisty lemat*

LEMAT 1. Jezeli nieréwnosci (4) i1 (5) zachodzg dla pew-
nych b, b2, b ~ , to zachodzg one réwniez dla bj,».«,bg"

bé—)Z+I,*o_, b7 takich, ze

b7 + bib6-i * b7 + V W i1« 1-2)
(6-1) bjfj + 7b°2< (fc-i)b]_i + 7b].

Stad wynika, ze nieréwnosci (4) i (6) beda takze zacho-
dzidy jesli uczynimy, azeby przy warunku

b2b4 + b = const ®)

wyrazenie

4*4 4 7b|

by+o minimalne.
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Przy oznaczeniu
Q(b4, b?) - 4b] + 7b2 + A,(b2b4 + b?)

mamy

88 =etd4d + 1b2 = o,

b7 ™ 0.

stad
8b4- 14b?b2 = O,

b1 * 4 b7b2
Podstawiajac (7) do (4) i (5), dostajemy
b2 + 2b2 + 3b2 + 5b2 + 7b2 (A + J b]) <1,
(b2 + 2b3)2 + 3[b2 + 2blb? + 2b? @ + 1 b2)p<1,

gdzie wspétczynniki bT.bf.%—le sg dowolne.
¢
Oznaczmy dalej
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wtedy ostatnie dwie nierdwnosci przyjmg postac

b2 + 2b2 + 3b2 + 5b2 + ——

(b2 + 2b3)2 + 3 (b2 + 2blb5 + 2 b?)2 ~ 1 ©)

Maksymalne |b,] spedniajace przy ustalonych b#», "5*77
nierownosci (8) 1 (9) otrzymuje sie wtedy, gdy wyrazenie

205 + --1-P7

1+t b2

jest minimalne. 2
Znajdujemy wiec minimum funkcji jednej zmiennej y(b2)

70
y(b2) S 2b2 + ———-" -2 <1°)
1 + il bt?

LEMAT 2, Funkcja y(bg) osigga minimum dla b% > 0.

Dowéd, Istotnie, w przeciwnym przypadku funkcja y(b2)
osiggataby minimum w tym punkcie ,dla ktorego

ay(b2)
B 0

Zauwazmy, ze lausiakaby zachodzi¢ nierdéwnoscé
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gdyby bowiem n le\_ﬂ[’ , to pochodna

dy(b™) 49 b
5 X.

db;
miataby jeden i tylko jeden pierwiastek

RE AT (1)

Podstawiajac (11) do (10), otrzymujemy
yCbg) - 4 Ni2|bJ-Ff

, _ L ?2\I2 .
i dalej, wobec jb» —  » otrzymujemy, ze
y(bg) - 4 \2 |b?] - F>4\f2 f=F ~ 1,

co przeczy nierdwnosci (8).

Gdy |b7]|< ~r=- f otrzymujemy

’[12

49 b; 4
dy(b9) ) 59 . 1>2_-i2sa

db; A(HF b\ f

Stad wniosek, ze modut wspodczynnika b osiagga swoj
kres gorny tylko wtedy, gdy b] s 0 oraz b" s b™
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Nierownosci (8) i (9) przyjma teraz postac
w2 + 3bp + 5bf + 7b2~cl, 12)

R + 3P+ 30-2 + Tk + 20219 1 13)

Znalezienie z tych nierdwnosci najlepszego oszacowania
[ sprowadza sie do znalezienia najwicekszej wartosci, ja-
ka moze przybiera¢ ten modut przy wszelkich ukdadach liczb
b|,be, brj»

z lematu 1 wynika, ze |b-] osiagnie swg maksymalng war-
tos¢ jezeli przy warunku

bjhj- + b7 » const. a4)
wyrazenie

2 2
5b" + 7b7

bedzie minimalne
Stosujac metode mnoznikéw Langrange”a otrzymujemy

b5 =j b?1 as5)
Podstawiajac (15) do (12) i (13), dostajemy

b2 + 3b2 + 7b2 L + £ bA)ALF -

(b2 + 2b3)2 + 3(b2 + 2b? (1+] b2)2< 1 3"

gdzie wspotczynniki b~, b7 sg dowolne«
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Z ksztattu nierdownosci (13) wynikaj

LEMAT 3.7Kres gorny wartosci Ib,1 spelniajacy nieréwnosci
(2)"i1 (I3)"jest osiggniety przy *

b? ~ 0.

LEMAT 4« Niech b* oznacza kres goérny modudu wspétczyn-
nika b, przy wszelkich uktadach Jbj, b j spekniajacych
wraz z b, nierownosci (I12)"i Przy wszelkich bl,b

spedniajacych wraz z b~ (12)"i. (13)"mamy

t

b2 + 302 + 7b2 (L + % b2) = 1, (16)

GIf + 20%)2 + 3[b*2 + 2b? (1+] b2)]II @an

Dowdd. Rozwazmy trzy wypadki. Oczywiscie przypadek
obu ostrych nieréwnosci jest niemozliwy.

1° przypusémy, ze

b2 + 3b*2+ 7b2 (L +1 b2) - 1, (16)"

(b2 + 2b*)2 + 3(b*2 + 2~ (@ + | b2))x1 an-

Wobec ciggtosci lewej strony (17) mozna tak zmniejszyc¢
Bl i jbj ® s b « 0 nie speknia (16)"i™ (17)0 oraz
powiekszy¢ |bl] , azeby ostra nieréwnos¢ (17)" oraz réwnosé
(l6)" zostaty zachowane, co wskutek maksymslnosci |o*] jest
niemozliwe.
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2°  Przypus¢my teraz, ze przy pewnych b”», b?

b? + 3072 +7b] @ + F bf) ~ 1* ae"

«

(b2 + 2b*)2 + 3(b~2 + 2b? (L + I*b2))~ 1 an-

Mozemy tak zwiekszy¢ Y , [b,J i joY , azeby wobec le-
matu 3 rownos¢ (17)'" oraz nierownos¢ (16)' zostaty zachowa-
ne, co wskutek maksymalnesci jbij jest niemozliwe«

A zatem lemat 4 jest udowodniony* zadanie bedzie teraz

polegato juz tylko na rozwigzaniu ukdadu réwnan (16) 1 (17).
Z (16) b] otrzymujemy

W2 =3 - in
1 usf=*>?-

i podstawiajac do (17), otrzymamy

1 - 3b*2- ?b2 \2 7(1-3b*g-7b2 \
3* + zb, U +
T f f tz ~ 3 5 Q@

Ostatecznie otrzymujemy réwnanie
b*4(7203b* - 12348b3 + 6?762b2 - 1260b? + 300;
+ b*3(-2940b2-300) + b12(9604bl + 7056b3-30381"+ 720b?-50)+

+ b*(-6860b4 + 280b2 + 100) + (-1176b4 + 838fc2) a 0o
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Jezeli wprowadzimy oznaczenie -10b7 = 1, -6 0,52 + X,
to po uporzadkowaniu otrzymamy réwnanie

X4(0,7203L4 + 12,348L3 +67,62L2 + 1261 + 30) +

+

X3(1,4982L4 + 25,6838L3 + 170,049612 + 262,081 + 924) +

+

X2(2,129014 + 12,977413 + 125,190712 + 132,42241 +904,72)+

+

x(2,089914 - 0,393713 + 27,483512 - 4,01761 + 260,0895) +

+

0,551514 - 1,00513 + 8,2876012 - 10,25571 - 1,401 = O.

A
Ze wzgledu na to, ze Ibt]> 1/2( ), i wobec nierownosci (2)

mozemy napisac 1

3 (1/2)2 + 7b2~ 1,

stad

b7 K W < 0*2*

a wiec wystarczy rozpatrywa¢ 1 z przedziatu (0,2 »

Rownanie (18) posiada dodatnie rozwigzanie na X (npO gdy
1 « 0), wobec tego dla znalezienia kresu gornego |bJ inte-
resujemy sie tylko dodatnimi pierwiastkami. Dla 0142 wspot-
czynniki przy X4, X*, X2, X w réwnrniu (18) sa dodatniej
wobec tego dodatnie pierwiastki rownania (18) sa nie wieksze
od pierwiastkow réwnania

BX + A 30, (19)
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gdzie
B - 2,089914-0,3937L3+ 27,4835L2- 4,01761 + 260,0895,

A . 0,5515L4-1,005113+ 8,2876L2 - 10,25571-1,401,

Obliczajagc wiec najwiekszg wartos¢ X dla 01 <2 z row-
nania (19) zamiast z (18), otrzymujemy oszacowanie na |pY =
Obliczenie podane jest w tablicy, ktora daje

i w m °*0176>

a wiec |b"]<0,5376,

Wartosci X obliczone z rownania (18) réznig sie nieznacz-
nie od wartosci X obliczonych z réownania (19) dlatego, ze
pominiete wyrazy sa make»

Tablica
1 A B N
0 -1,401 260,0895 0,00536
0,2 »3,12779 260,38551 0,01201
0,4 -4,22746 262,00813 0,01607
0,6 »4 71650 267,75884 0,01761
0,61 -4,72493 268,06540 0,01762
0,62 »4,73183 268,37824 0,01763
0,63 »4,73718 268,69791 0,01763
0,64 -4,74099 269,02318 0,01762
0,65 -4,74326 269,35479 0,01760
0,66 -4,74399 269,69309 0,01759
0,7 »4,73139 271,11087 0,01745
0,8 -3,32930 275,11934 0,01210
1,0 -3,82269 285,25166 0,01340
1,2 »2,36690 298,49801 0,00792
1,4 -0,15463 315,28089 0,00049
dla 1,4 «*=1<2, A>0»
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OI'IEHKA MOJiyJH KO36ML{EHTA b3 ayHKUHM
OJtHOJIMCTHIX 3 CPSUHEM 3HE EiIHHMWIOrO KP3TA

Coaepiahnhue

3 po6oTe "OueHKa MOflyjH KosEHiieHTa b  ipyHK"
UHM oahomcthhx B cpesHeM BHe esHHHHHoro Kpyra"
BOSAaHOE B HS-6op "Prace Matematyczne'" a paecMa-
TpHBajr 6yHKUHM o”~HojnicTHHe b cpe”~HeM O lieHTpe O
b GMKCjié M. SepnacKoro BHe ejmroiHHoro Kpyra.
3th 8yHKHHH HMeioT pa3JiojiceHHe

h jum hhx r ,nojiyRHJi HecTporyw ouemcy d, , b
HaCTBHOCTH P~ 2~ 0,548.
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B sToii padote h paccMaTpuBaio nomcjiacc BtiineH3=
JIOK6 HHHX gR/HKUI_-_IH O TlellCTEHTeJIBHtOC K leHT3X
h jijm hhx h nojiyqun (TOEe HecTporyio) ouerncy
"3l 0 953R«

AN ESTIMATION OF THE THIRD COEFFICIENT
OF FUNCTIONS CIRCUMFEESNTIALLY UIiIVALENT OUTSIDE
THE UNIT DISg

Summary

In my paper "Oszacowanie modudu wspédczynnika d funk-
cji analitycznych Srednio jednokrotnych z zewngtrz k8ta
jJednostkowego'™ due to appear in "'Prace Matematyczne™ a
bound of |b ] for functions

O»b

rl=i Z

circumferentially mean univalent outside the unit disc
with the origin as centre of univalence has been obtained.
In particular |b,J<0,548. In this paper | obtain an esti-
mation |b,|<0,530 in the particular case of real bn*



