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OSZACOWANIE MODUŁU WSPÓŁCZYNNIKA t>3 FUNKCJI 
ÓREDNIOJEDNOKROTNYCH ZEWNĄTRZ KOŁA JEDNOSTKOWEGO

W pracy "Oszacowanie modułu współczynnika funkcji
analitycznych średniojednokrotnych z zewnątrz koła jednost- 
kowego”, oddanej do druku do "Prac matematycznych”, rozwa­
żałem funkcje średniojednokrotne o środku zero, w sensie 
Biernackiego, z? zewnątrz koła jednostkowego, mając tam 
rozwinięcie

i b
f(*)- ns1 z

i otrzymałem oszacowanie (nieostre) na ib̂ l • Dla n = 3 
oszacowanie to wynosi |b_| < 0,548«

W tej pracy rozważam podklasę funkcji wyżej wymienionych 
o ’współczynnikach rzeczywistych i dla nich otrzymuję (także 
nieostre) oszacowanie |b_f ^ 0,538.

Rozważamy klasę funkcji analitycznych o współczynnikach 
rzeczywistych średniojednokrotnych o środku zero , któ­
rych rozwinięcie w szereg, Laurenta w obszarze I z|>1 ma 
postać

bi b? bi ^  bn / xf(z)z+-"-"+-“T +  “ T + . o .  =>z + 2 I ~  1 )
z  z  z n«1 z

Korzystać będziemy z następujących twierdzeń:
TWIERDZENIE 1. Jeżeli funkcja
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jest analityczna w obszarze |z| > 1 s wyłączeniem bieguna 
w |s| a =» i średniejednokrotna o środku zero w tym cbszarz , 
to

5  n !b̂ 2 < 1  (2)
TWIERDZENIE 2. Jeżeli funkcja

f \ P P-1 °1 °2 Y " 1 °n
’ Z )s  % Z +  C- p + 1 Z + * . . +  c q +  + - ^  +  -

z ns»p z

jest analityczna w obszarze |z|>1 z wyłączeniem bieguna 
w | z| = oo i średnio p-krotna o środku zero w tym obszarze,to

Z Z n | o n|2< ° .

Twierdzenie 2 zastosujemy do kwadratu funkcji f(z), który 
na mocy twierdzenia M. Biernackiego2 jest funkcją średnio 
2-krotną o środku zero dla |z| >1, Mamy więc w tym przypadku

-1) |cn-l|2 ^ 2 .  (3)

Grube oszacowanie modułu współczynnika b„ otrzymuje się 
z nierówności (2), pomijając po jej lewej stronie wszystkie 
nieujemne wyrazy oprócz trzeciego. Oszacowanie to ma postaćz

T >
n»1

b 0,577o

Lepsze oszacowanie modułu b_, a mianowicie |b_|^0,53B« 
można uzyskać, wykorzystując łączenie nierówności'(2) i (3)«
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Rosnrażmy w tym celu nierówności

b2 2b2 + 3b2 + 4b,2 + 5b2 + 7b2 ^  1, (4 )

(b2 + 2b3)2 + 3(b2+ 2bab5 + 2b2b4 + 2b?)2 ̂  1, (5)

otrzymane z (2) i (3) przez pominięcie po lewych stronach 
obu nierówności pewnej nieujemnej sumy wyrazówY Znalezie­
nie z tych nierówności najlepszego oszacowania modułu b^ 
sprowadza się do znalezienia największej wartości, jaką' 
może przybierać ten moduł przy wszelkich układach lic2b 
b^, b2, b^, b , b^ z zachowaniem warunków (4) i (5).

Z nierówności (4 ) i (5) wynika oczywisty lemat*
LEMAT 1. Jeżeli nierówności (4 ) i (5) zachodzą dla pew­

nych b̂ , b2, b ^ ,  to zachodzą one również dla b-j,».«,bg^
b- . . b° takich, że6-x+1,* o., 7

b7 + bib6-i ’ b7 + V W  i1 “ 1-2)

(6-i) bjfj + 7b°2< (fc-i )b|_i + 7b|.

Stąd wynika, że nierówności (4 ) i (5) będą także zacho­
dziły jeśli uczynimy, ażeby przy warunku

b2b4 + b^ = const (6)

wyrażenie

4*4 4 7b|

było minimalne.
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Przy oznaczeniu

Q(b4, b? ) - 4b| + 7b2 + A,(b2b4 + b?)

mamy

§§ = et4 + ib2 = o,

fb7 " o.

stąd
8b4- 14b?b2 =, 0,

b4 * 4 b7b2 

Podstawiając (7) do (4 ) i (5), dostajemy

b2 + 2b2 + 3b2 + 5b2 + 7b2 (1 + J  b|) < 1,

(b2 + 2b3)2 + 3[b2 + 2b1b? + 2b? (1 + 1  b2)]2<1,

gdzie współczynniki b„.b-.b-.b^ są dowolne.
1 ¿ 0 1Oznaczmy dalej
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wtedy ostatnie dwie nierówności przyjmą postać
~~2

b2 + 2b2 + 3b2 + 5b2 + ---
1 +  4  b 2

(b2 + 2b3 )2 + 3 (b2 + 2b1 b5 + 2 b? )2 ^ 1 (9)

Maksymalne |b,| spełniające przy ustalonych b^, ^5*^7 
nierówności (8 ) 1  (9 ) otrzymuje się wtedy, gdy wyrażenie

2 7 b72b2 + ----
1 + t b2

jest minimalne. 2
Znajdujemy więc minimum funkcji jednej zmiennej y(b2)

~ 2  7 b
y(b2) S 2b2 + ----^ - 2  <1°)

1 +  +  b o4 2

2 2 LEMAT 2, Funkcja y(b?) osiąga minimum dla b2 > 0.
D o w ó d ,  Istotnie, w przeciwnym przypadku funkcja y(b2) 
osiągałaby minimum w tym punkcie ,dla którego

ay(b2)
B 0

“ I
Zauważmy, że lausiałaby zachodzić nierówność



30 Karol Fethe

gdyby bowiem 2 \nr^  1 j-"- , to pochodna

dy(b^)
db;

49 b
2 - X.

miałaby jeden i tylko jeden pierwiastek

b2 _ 4 / 7 _
2 “ 7 2 MT - 1). (1 1 )

Podstawiając (11) do (10), otrzymujemy

yCbg) - 4 Ni2|bJ-f

, ? \T2i dalej, wobec jb̂  —  » otrzymujemy, ze 

y(bg) - 4 \[2 |b?| - f > 4 \ f 2  f  = f  ^ 1,

co przeczy nierówności (8).
Gdy |b7|< ^r=- f otrzymujemy

dy(b9) 49 b;
2 -

db; 4(Hf b\ f
> 2  -

~2 49 b.!l>2_-i2sä

Stąd wniosek, że moduł współczynnika b_ osiąga swój 
kres górny tylko wtedy, gdy b| s 0 oraz b^ s b^»
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Nierówności (8) i (9 ) przyjmą teraz postać

2 2 2 2 
Ą  + 3b| + 5b^ + 7b7

2 o, n2 2 ot. -u \2

b2 + 3b2 + 5b| + 7b2^cl, (12)

(b^ + 2b3 f  + 3 ( ^ 3  + 2b 1 b5 + 2b? ) ^ 1  (13)

Znalezienie z tych nierówności najlepszego oszacowania 
[boi sprowadza się do znalezienia największej wartości, ja­
ką może przybierać ten moduł przy wszelkich układach liczb
b-| , bę, brj »

Z lematu 1 wynika, że |b-| osiągnię swą maksymalną war­
tość jeżeli przy warunku

b-jbj. + b7 » const. (1 4 )

wyrażenie

2 2 
5 b ^  +  7 b 7

będzie minimalne
Stosując metodę mnożników Langrange^a otrzymujemy

b5 = j  b?b1 (15)

Podstawiając (1 5 ) do (12) i (13), dostajemy

b2 + 3b2 + 7b2 (1 + £  b ^ ) ^ 1 f (12)'

(b2 + 2b3)2 + 3(b2 + 2b? ( 1 + |  b2))2<  1 (13)'
gdzie współczynniki b ^ ,  b 7  są dowolne«
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Z kształtu nierówności (13) ‘’wynikaj
LEMAT 3.^Kres górny wartości Ib,I spełniający nierówności 

(l2)'i (l3)'jest osiągnięty przy **'

b? ̂  0.

LEMAT 4« Niech b* oznacza kres górny modułu współczyn­
nika b, przy wszelkich układach Jbj, b j spełniających 
wraz z b, nierówności (l2)'i Przy wszelkich b1,b
spełniających wraz z b^ (l2)'i. (1 3 )'mamy ‘

t

b2 + 3b2 + 7b2 (1 + % b2 ) = 1, (16)

(bif + 2b* )2 + 3[b*2 + 2b? ( 1 + |  b2)]ll (17)

D o w ó d .  Rozważmy trzy wypadki. Oczywiście przypadek 
obu ostrych nierówności jest niemożliwy.

1° przypuśćmy, że

b2 + 3b*2+ 7b2 (1 + 1  b2) - 1, (16)'

(b2 + 2b*)2 + 3(b*2 + 2 ^  (1 + |  b2))2<1 (17)'

Wobec ciągłości lewej strony (17) można tak zmniejszyć 
|b̂| i jbj (b s b « 0 nie spełnia (l6)'i^ (17)0 oraz 
powiększyć |bl| , ażeby ostra nierówność (17)" oraz równość
(1 6 )' zostały zachowane, co wskutek maksymslności |b*| jest 
niemożliwe.
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2° Przypuśćmy teraz, że przy pewnych b^, b^

b? + 3b^2 + 7b| (1 + f  bf) ̂  1* (1€)"
«

(b2 + 2b*)2 + 3(b^2 + 2b? (1 + I* b2 ))^ 1 (17)"

Możemy tak zwiększyć jb̂| , |b,J i jb̂ | , ażeby wobec le­
matu 3 równość (17)" oraz nierówność (16)" zostały zachowa­
ne, co wskutek maksymalne ści jbij jest niemożliwe«

A zatem lemat 4 jest udowodniony* zadanie będzie teraz 
polegało już tylko na rozwiązaniu układu równań (16) i (17).
Z (16) b| otrzymujemy

„ 2  ł~ 3^ ‘ iń
1 '  U f * ?

i podstawiając do (17), otrzymamy

\21 - 3b*2- ?b2
T f f ł Z ‘ ^ 3

3* + Zb„ U  +
7 ( l - 3 b * g- 7 b 2 \  

5 (1

Ostatecznie otrzymujemy równanie 

b*4(7203b* - 12348b3 + 6?62b2 - 1260b? + 300;

+ b*3(-2940b2-300) + bl2(9ó04bl + 7056b3-30381^ + 720b?-50)+ 

+ b*(-6860b4 + 280b2 + 100) + (-11?6b4 + 888fc2) a 0o
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Jeżeli wprowadzimy oznaczenie -10b7 = 1, -6 s= 0,52 + X, 
to po uporządkowaniu otrzymamy równanie

X4(0,7203L4 + 12,348L3 + 67,62L2 + 1261 + 30) +

+ X3(1,4982L4 + 25,6838L3 + 170,0496l2 + 262,081 + 924) +

+ X2(2 ,1290l4 + 12,977413 + 125,190712 + 132,42241 + 904,72)+

+ x(2,089914 -  0,393713 + 27,483512 -  4,01761 + 260,0895) +

+ 0,551514 - 1,00513 + 8,2876l2 - 10,25571 - 1,401 = 0.

(A)Ze względu na to, że Ibt|> 1/2 , i wobec nierówności (2) 
możemy napisać 1

3 (1/2 ) 2 + 7b2 ^ 1 ,

stąd

|b7 K  W  <  0*2*

a więc wystarczy rozpatrywać 1  z przedziału (0 ,2 )<>
Równanie (18) posiada dodatnie rozwiązanie na X (np0 gdy 

1  « 0), wobec tego dla znalezienia kresu górnego |bJ inte­
resujemy się tylko dodatnimi pierwiastkami. Dla 0 ̂ 1 4 2 współ­
czynniki przy X4, X^, X2, X w równrniu (18) są dodatniej 
wobec tego dodatnie pierwiastki równania (18) są nie większe 
od pierwiastków równania

BX + A ¡3 0, (19)
/
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gdzie

B - 2,089914-0,3937L3+ 27,4835L2- 4,01761 + 260,0895, 

A . 0,5515L4-1,005113+ 8,2876L2 - 10,25571-1,401,

Obliczając więc największą wartość X dla 0 ̂ 1  < 2  z rów­
nania (1 9 ) zamiast z (18), otrzymujemy oszacowanie na |b̂| • 

Obliczenie podane jest w tablicy, która daje

¡ w  ■ °*0176>

a więc |b^|< 0,5376,
Wartości X obliczone z równania (18) różnią się nieznacz­

nie od wartości X obliczonych z równania (1 9 ) dlatego, że 
pominięte wyrazy są małe»

Tablica

1 A B Y A  X - " b

0 -1,401 260,0895 0,00536
0,2 »3,12779 260,38551 0,01201
0,4 -4,22746 262,00813 0,01607
0,6 »4,71650 267,75884 0,01761
0,61 -4,72493 268,06540 0,01762
0,62 »4,73183 268,37824 0,01763
0,63 »4,73718 268,69791 0,01763
0,64 -4,74099 269,02318 0,01762
0,65 -4,74326 269,35479 0,01760
0,66 -4,74399 269,69309 0,01759
0,7 »4,73139 271,11087 0,01745
0,8 -3,32930 275,11934 0,01210
1 , 0 -3,82269 285,25166 0,01340
1,2 »2,36690 298,49801 0,00792
1,4 -0,15463 315,28089 0,00049
dla 1,4 •*=! <2, A>0»
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oszacowanie na Ib̂ l, które dla n = 3 wynosi |b̂ | <0,548.

OIIEHKA MOJiyJH K03óML{EHTA b3 ąyHKUHM 
OJtHOJMCTHIX .3 CPSUHEM 3HE EiHHMWIOrO KP3TA

3  poóoTe "OueHKa MOflyjH KosÈHiieHTa b ipyHK“ 
UHM oähomcthhx B cpesHeM BHe esHHHHHoro Kpyra"
BOSÂàHOË B HS-óop "Prace Matematyczne" a  paecMa- 
TpHBajr óyHKUHM o^HojnicTHHe b cpe^HeM O IieHTpe 0 
b  GMKCjiê M. SepnacKoro BHe ejmroiHHoro Kpyra.
3t h  §yHKHHH HMeioT pa3JiojiceHHe

h j u m  hhx r , nojiyRHJi HecTporyw ouemcy d„ , b 
HaCTBHOCTH P^| ^ 0,548.

Rękopis złożono w Re iakcji 12.2.63 r.
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B sToii pad ot e h paccMaTpuBaio nomcjiacc BtiineH3-= 
JI0K6HHHX giyHKUHH O fleilCTEHTeJIBHtOC K O BOKU, e HT 3X 
h jijm hhx h nojiyqun (TOEe HecTporyio) ouerncy 

1̂ 3 ! 0 953R«

AN ESTIMATION OF THE THIRD COEFFICIENT 
OF FUNCTIONS CIRCUMFEESNTIALLY UlilVALENT OUTSIDE

THE UNIT DISg

In my paper "Oszacowanie modułu współczynnika d funk­
cji analitycznych średnio jednokrotnych z zewnątrz k8ła 
jednostkowego" due to appear in "Prace Matematyczne" a 
bound of |b_| for functions

circumferentially mean univalent outside the unit disc 
with the origin as centre of univalence has been obtained. 
In particular |b,J< 0,548. In this paper I obtain an esti­
mation |b,|<0,530 in the particular case of real bn*

S u m m a r y

0» b

r/=i z
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