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JÓZEF SZPIIECKI

TEMPERATUROWE OSCYLACJE RELAKSACYJNE W UKŁADACH LINIOWYCH

Streszczenieo W pracy rozpatrzono oscylacje tempe­
ratury, występujące w układzie n ciał, z których 
jedno (czujnik, przyrząd pomiarowy) ustawione jest na 
pewną nominalną wartość To Chodziło o oscylacje oko­
ło tej wartości, gdy krzywe opisujące proces zmiany 
temperatur są postaci (1)0 Wyrażenia opisujące oscy­
lacje doprowadzono do postaci podobnej, jak w ukła­
dzie jednoskładnikowym, przy założeniu, że amplituda 
oscylacji jest mała0

1 o V/step
W pracy [1] rozpatrywano oscylacje temperaturowe relak­

sacyjne w układzie n ciał, wymianiających ciepło między 
sobą i z otoczeniem i wywołane załączaniem i wyłączaniem 
w odpowiednich chwilach t 1 źródła ciepła, znajdującego 
się w jednym z ciał układuf przy założeniu, że zagadnienie 
jest opisane liniowymi równaniami można napisać rozwiązanie 
dla dowolnego procesu (indeks s podaje numer procesu)

«k* ..

^i(s) " Aik £k(s) e + ®i(s)
łfel

i »  1,20000 n, S s 1j2 oooooo

Współczynniki £./ x podają »»historię« procesu i wyni­
kają z założenia cifgłości funkcji temperatury w chwilach
t S—1 s 0,1,2 oooooS— l

(1)
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Aik ” oznaczają stałe,
cr - stałe rzeczywiste ujemne,
®i(s)~ oznaczaó^ wartości stanu ustalonego«
Jedna z trzech metod rozpatrywania własności oscylacji 

temperatur, powstałych przez kolejne załączanie i wyłączanie 
źródła ciepła, rozpatrywanych w [1] jest przedmiotem niniej­
szego artykułu.« Metoda polega na tym, że wraz z wyrażeniem 
na dowolną obraną temperaturę rozpatruje się n-1 rów­
nań powstałych przez różniczkowanie równania a f(t) ze 
względu na zmienną t0 Każde z tych równań zawiera liniową 
kombinację funkcji wykładniczych« Otrzymany w ten sposób 
układ równań można rozwiązać ze względu na jedną z tych funk­
cji np<> e aCk't. Otrzymane wyrażenie jest postaci następują­
cej

^k^ (m)
6  S  *Wl,k,n,(s) ^n(s) ~ ® n(s)^t -j (2)m=0 ® 1

Stałe E 1 \ wyrażają się za pośrednictwem stałychnH“ i ,k,n^ s )
^Ik* ^k* dk(s) dla ks1ooo9n LU » Występujące przy stałych
indeksy oznaczają; m wskaźnik sumowania, k - podaje numer 
funkcji wykładniczej, n - podaje numer obranej funkcji tempe­
ratury, s - oznacza numer kolejnego procesu, (m) oznacza 
m-tą pochodną, (0) oznacza funkcję nieróżniczkowaną«

Z rozważań, przeprowadzonych w [i] wynika, że funkcje ty­
pu równania (1) dla ciał nieposiadających źródła ciepła po­
siadają, od pierwszej krzywej ostygania począwszy, ekstrema. 
Tej samej wartości temperatury odpowiadają zatem dwie warto­
ści czasuo Z tego powodu indeks tQ, t  ̂przy temperaturze 
i jej pochodnych podaje dla jakiej chwili należy wyrażenie 
obliczyć. W przypadku funkcji odnoszącej się do źródła ciepła 
taka niejednoznaczność powstaje wskutek opóźnień urządzenia 
regulacyjnego, wskutek czego nominalna temperatura przekra­
czana jest w obu kierunkach«

Cechą charakterystyczną tego rodzaju przedstawienia włas­
ności procesów oscylacji jest to, że liczba wyrazów w równa­
niu (2) jest równa liczbie składników układu, więc rośnie z 
tą ilością« Tak jest teoretycznie« W praktyce jednak jak po­
kazują rozważania przeprowadzone w [1] liczba członów jest
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nieznaczna, gdyż pochodne wyższych rzędów posiadają małe 
wartości i mogą być pominięte.

Obrane przedstawienie oscylacji ma tę właściwość, że rów­
nania podające cz3.sy końcowe poszczególnych procesów posia­
dają w przypadku układu n-składnikowego i małych oscylacji 
podobną postać jak w znanym przypadku układu jednoskładniko­
wego.

2. Rozpatrywanie osc.ylac.ii
Oscylacje w rozpatrywanym układzie powstają w ten sposób, 

- że w pewnych chwilach (uzależnionych np. od czujnika regu­
latora') jest źródło ciepła załączane lub wyłączane, Nominal­
ne chwile wyłączania i załączania oznaczono jak wyżej przez 
to ... s-1 = 0,1,2... Ze względu na istnienie w układach 
cpoznień przy załączaniu i wyłączaniu źródła, spowodowanych 
bezwładnością elementów układu, chwile te są przesunięte wo­
bec nominalnych o czasy rg, s = 1,2,...

Nominalną temperaturą przełączania nazywamy temperaturę 
z góry określoną T osiąganą przez jedno z ciał (czujnik). 
Odpowiadającą tej temperaturze chwilę nazywamy nominalną.
2.1. Układ .jednoskładnikowy

Przypadek ten jest znany ponieważ bardzo często otrzyma­
nymi w tym przypadku równaniami opisujemy przybliżenie pro­
cesy rzeczywiste.
Na nominalne czasy przełączania otrzymujemy następujące 
równania;

(X "t»

e 1 = 1 - (T- 0(2)P(1)- 0(2))

2S= 1/(1 + 4T2s_1 y/ (T - 0(2)) (3)

e ̂  t2s+1 = y (l _ 4T2s /  (T _9(1)))
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Czasy opóźnień wyznaczamy z następujących równań

ar1 // % e = 1 + ńTi/(T - 0 ^

e ^ 23- 1 - ¿H2b/ t - 8(2)) (4>

e' r?>t1 = 1 + 4T2słi/(l -«(,)) 

s ss 1 | 21 »«»

W równaniach (3) i (4) 4Ti# i = 1,2,.... oznaczają różnice 
temperatur spowodowane przez opóźnienia (różnica między
temperaturą nominalną i temperaturą w chwili załączania lub 
wyłączania).

Otrzymane tak wyrażenia (3) mogą być doprowadzone do po­
staci podobnej do równań (4 ), przy założeniu, że są
tak małe, że uwzględniamy tylko ich pierwsze potęgi.

W celu doprowadzenia tych równań do postaci analogicznej 
jak v/ układzie n składnikowym, należy posłużyć się prze­
kształceniem

( 1 1 ^ Ci
( 9(1 ) - '/ 0̂(1 ) " 0(2)^ = 0X6 ^

2.1.1. Własności oscylacji
1. Se względu na założenie, rozpatrywane oscylacje wystę­

pują około przyjętej nominalnej wartości temperatury T, są 
one możliwe jedynie w przypadku istnienia opóźnień

2. Jeżeli parzyste (nieparzyste) opóźnienia temperatury 
są równe, są też równe odpowiednie czasy przełączania nie­
parzyste (parzyste). Wynika stąd na ogół krzywa oscylacji 
niesymetryczna i tylko w s zczególnym przypadku może mieć
kształt symetryczny.
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3» Równanie odpowiadające pierwszej krzywej ogrzewania 
posiada postać odmienną od pozostałych, któro w przypadku 
równych opóźnień temperatury przybierają wszystkie (dla pa­
rzystych indeksów i wszystkie dla nieparzystych indeksów) 
jednakową postać. Wynika stąd przy założeniu równych opóź­
nień dla poszczególnych procesów możliwość istnienia stanu 
ustalonego od pierwszego ostygania począwszy.
2.2. Układ n składnikowy n « 2.3....

Dalsze rozważania przeprowadzono.w przypadku ciała, nie 
posiadającego źródła ciepła. Dla ciał posiadających źródła 
energii obliczenia przebiegają analogicznie z tą jedynie 
różnicą, że krzywe temperatur nie posiadają ekstremów i 
oscylacje bez opźnień są niemożliwe.

W przypisach wyprowadzono dokładne wzory opisujące oscy­
lacje. Ze względu na ich złożoność przyjęto następnie zało­
żenie, że r , A T są tak małe, że uwzględniamy tylko ich 
pierwsze potęgi.

Bardzo ważną cechą tak otrzymanych wyrażeń jest fakt, 
że występujące w formułach wyrażenia

sa niezależne od "historii” przełączania procesu oscylacji, 
skąd przy równości opóźnień oraz ustalonego kształtu krzywych 
ogrzewania i ostygania możliwość istnienia stanu ustalonego 
od pierwszego ostygania począwszy.

Podobne do (6) wyrażenia otrzymujemy również dla proce­
sów o numerze parzystym.
Przybliżone wyrażenia na czasy nominalne przełączania są 
następujące;

n-1

n-1
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Ra wyznaczenie opóźnień otrzymujemy

1 (8 >

CC f  k 2s+1e

■ 1 - " k aW / ( T - 80(2Sł2)(l)
^2s+2

Przy wyprowadzeniu wykorzystuje się następujące relacje 
wiążące wielkości odnoszące się do kolejnych procesów?

S". EHH-1,k,n(2s+1 " AT2s ** 0n(2s+1 =
maO

n-1
^  Em+1,k,n(2s/T ~ ̂  T2s ^n(2s)' + 1
— ' 2s 2s

mao

n-1
(9)

^  EnH-1,k,n(2s+2)^T + ̂ T2s+1 " 0n(2s+2)^
m=0

" ̂  EnH-1,k,n(2s+1 + AT2s+1 “ ć)n(2s+1 -1
“  2s+1 2s+1m=0

(10)

Z dyskusji przeprowadzonej w fil wynikają następujące nie­
równości:

oik < ° iT. > 0 (11 )

2s+1
( T ' 9»(2s))̂ l o
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2.2.1. Porównania wzorów (3). (4 ) oraz (7 ). ( 8)
1c Porównanie wzorów odnoszących się do układu jednoskład­

nikowego z analogicznymi dla układu n składnikowego poka­
zuje duże ich podobieństwo« Wzory układu n składnikowego 
różnią się współczynnikiem 7 n(s)» P00*10̂ ^ ^  stąd, że 
krzywe posiadają ekstrema i mimo równości funkcji ich pochod­
ne nie są sobie odpowiednio równe* Drugą przyczyną są opóź­
nienia procesów przełączania*

2* limo dużej poglądowości przedstawienia, ma ono tę wa­
dę, że wymaga dla każdego czasu przełączenia znajomości funk­
cji temperatury i jej pochodnych, co jest specjalnie przy 
rozpatrywaniu stanów nieustalonych sprawą kłopotliwą. Zada­
nie daje się rozwiązać na przykład metodą podaną w [2],

3* Własności oscylacji w przypadku zmienionych warunków
w układzie

Metoda daje się stosować bez większych zmian do innych 
przypadków, rozpatrywanych w [1] i odpowiadających zmienio­
nym założeniom dotyczącym warunków początkowych (układ w sta­
nie początkowym nie znajduje się w równowadze), temperatury 
otoczenia (temperatura otoczenia zmienna z czasem) i mocy 
źródła ciepła (moc źródła zmienna z czasem).

4. Krzywe oscylacji otrz.ymane doświadczalnie
Rys.1 przedstawia kilka krzywych oscylacji temperaturo­

wych, otrzymanych doświadczalnie w termostacie, ogrzewanym 
grzejnikiem elektrycznym. Krzywe przedstawiają zmienność 
temperatury jednego ze składników układu (termometru) wy­
wołaną załączeniem i wyłączeniem przy pomocy urządzenia re­
gulacyjnego źródła ciepła. Czasy załączenia i wyłączenia 
zaznaczono na rysunku Z i W® Pozwala to ocenić wielkość 
opóźnień. W celu otrzymania dużych wahań zwiększono sztucz­
nie bezwładność układu.

Krzywe, odpowiadające różnym warunkom w układzie, wyka­
zują wyraźną niesymetrię. Ponieważ do odczytu temperatury 
nie używano urządzenia automatycznego, krzywe obejmują 
stosunkowo nieznaczną liczbę oscylacji. W tym czasie nie 
stwierdzono stanu ustalonego, prawdopodobnie wskutek nie
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Rys.1. Doświadczalne krzywe oscylacji temperatury
Spowolnienie procesów otrzymano przy pomocy tarcz żelaznych grubości 1 mm 
umieszczonych na grzejniku termostatu. Krzywa nr 3 otrzymana dla mocy źródła 
562 W i jednej tarczy, krzywa nr 6 dla mocy 562 W i dwu tarcz, krzywa nr 7
dla mocy 232 W i dwu tarcz, krzywa nr 8 dla mocy 232 W i jednej tarczy
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\spełnienia założenia o stałości opóźnień i równości krzywych 
ogrzewania i ostygania dla kolejnych procesów» Nie jest też 
spełnione założenie o oscylacjach małej amplitudy» Wreszcie, 
jak wynika z rozważań podanych w [1] , układ był nie linio­
wy co musiało znaleźć swój wyraz ze względu na duże amplitudy»
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PRZYPISY

Badanie oscylacji»
Ze wzoru (2) otrzymujemy dla chwili początkowej t s 0

1 “ E V l , k , n ( l ) < 9 B ( 0 ) " 9 n ( l ) t )  ( P 1 )m  = '1 u

W chwili t̂  jest osiągana wartość nominalna ^  «= T 

e s £  Vl,k,n(l/T ~ 0n(l)}t“ ' (P 2)m-Y *
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17 chwili wyłączenia t̂  + otrzymujemy

°,k(ti+Ti) = ^ E , {itii-e (P3)Z-j m+1,k,n(1 y  1 nC1}/ t1+ r 1

Przy założeniu o A t ., że są małymi, wskutek czego w 
przybliżonych obliczeniach uwzględniamy tylko ich pierwsze 
potęgi

e

(P 4)
+ AT1/(T- . 0 ^ )  f ^ E Z t -0 /1 • Z_j nw-1 ,k,n(l) 9n(l);t1

Z równań (P 2) i (p 3) otrzymujemy przez podzielenie

*k ^  n \(m) ,
e = ¿Lj Eeh-1 ,k,n(l ) + T1/??=•<?

/?-/
1 + 4 V  L E » i

_m=0

/

/ X jEhh-1 ,k,n(1 “ 0n(l)t
m -0  1/1
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Zależność ta daje się uprościć przy wykorzystaniu relacji 
(p 2), która po zróżniczkowaniu względu czasu i podstawie­
niu t = t1 przybiera następującą postać

*^1 n-1 (m+1 )
* k 6 3Z V l , k , n ( l  / T " 9n(l 6)

skąd

h ^ Am _ c\ m ^  )e 1 +«*41,7(1 -enOjJt, <P 7 >

W chwili t2 osiągana jest nominalna temperatura T

6 “¿ EBH-1 ,k,n(2 / T“ 0 n(2^ / ¿ [ Em+1 ,k,n(2)
m=* u w ̂

(I+AT, - 0 n(i))t“ ) - 1 ] <p 8 )

Podobnie dla t = 0

E EnH.1,ktn(2)( T + 4 T 1 - 0 n(2)^to =

n-f /■- \(m)iT + 4 T 1 " - 1 t ^L E»1,k,n(l)/ 1 ' ' . 1 (p 9)
m=*u
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Różniczkowanie relacji (p 8) względem czasu i podstawienie 

"**2 _ r* /„ n . nOw -1)

t daje

cc ek m-o

n- i

E » 1 fk,n(2/T “ 0 n(2))t_ /

/ E [ v i , k , n ( i r ( I ^ T r e n C 2 ) ) t ” ) ]  ( r  1 0 )

Podobnie dla t a 0
n~t n-4

“ k ŹljEnH-1,k,n(2/T " 0 n(2)[mf1 [Ehh-1 ,k,n(2)*
m=-o •> 2

.(t + jt, - e n(2 )>i“ )J (p 1 1 >

Z równania (p 8) otrzymuje się dla A małego

•“ *  > U B ) -

.(> iF12)

V! przypadku, gdy załączenie następuje z opóźnieniem f  2 
otrzymujemy;
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W V l , k , n ( 2 ) (* 9n(2)t.
n -4

-  J  T2 E J V i A < z ! ( ’  -  Sn(2 ) ) ^ 1 V

- 9 n(2))t’1 / [ £ V l , l t>n(2/ T + ^ T1 - ®n(2)^“ )] <p 13> 

Podobnie jak w przypadku równania (P 7) otrzymujemy

- ¿ I 2 ^ / ( T - 0 n(2)/ m) ( P H )

Podobnie otrzymujemy ogólne wzory (7) i (8) podane w tekście 
pracy

Rękopis otrzymała Redakcja w kwietniu 1963 r*

PEJHKCAmiOHHIB KOJEBAHM TESffiLTATyPH 
B JilH3!H!iX G IIO rm X

C o s  e p a  a  h h e

B p a d o le  [ i ]  HsynaioTCii TeMnepaTypHHe KOJiedamw:
B CHCTeMe, COCTOHmei H3 n 3JieMeHTOB j H3 K0T0PHX 
OJBiH CHaÓKeH HCTÔ HHKOM TeilJIOTH«, KOTOpHM B H6K0“  
TOptK MOMeHTaX BpeMeHH BKJmaCTCfl HJM BHKJDÔ aCTCH 
s a  npuMep npn noMomn k o h ts k th o to  TepMOMeTpa*

W e T O R CO OT OUT B TOMg HTOÓŁA HOJiyRUTB A ®  CIICT ©MEJ 
n 3JieMeHT0B JWSL OIMCaHHH KOJTeÓaHHH MaTeMaTiraec- 
KMe ypaBHemw aHazaiririecKHe ypaBHemiHM jyra o^ho 
KormoHeHT hoh ciict e i m  •



64 Józef Szpilecki

3to mojkho CÄeJiaTL peraaa CHCTeMy n ypaBHeHHH 
cocToam yra H3 naHHoä  çpyHKLUiH TeMnepaTypti h /w  ee 
npoË3BOÂHHX no BpeMeHn9 TaK htoÖh noJivnHTB sKcno- 
HeHUHHJiBHHe ępyHKmm® 3cjbi 3ano3saHmi Iot H H e p m m  
peryjinpyioinHX^3Ji3MeHTOB H Äpyrux npiraiH ) Majme8 no- 
JiyseHHe ypaBHeHHH anajiornnHH ypaBHerowM ¿yin oäho 
KOIsflŒIOHeHTHOË CHCTeMHe

^toÖh oniïcaTB KOJreÖaHHn hpchh $yHKUHH TeMnepa- 
Typti E ee n - i  npoË3BOÆHHX* KmaraecTBO othx 
npOH3B0.3JHHX B03paCTa6T C HHCHOM 3JI3MeHTOB CMCTe- 
MH. HpaKTiinecKH oßHaKO® 3to hhcæo HeooÆBinoe, noTo- 
My hto npon3BOÄHBie ydHBajoT c BospacTamMM nopflÄ- 
KOM h npn He oneHB bhcokoö cTeneHH npon3BOÄHHe 
HyHTOÄHO MaJIHo

MeTOÄ Öhjt Tone ncnoJië30BaH b cjryqae H3MeHeH- 
hhx Hana-.v-Htix ycjioBHH e  H3MeHHHX npe^noJioaceHnn 
o TemepaType oKpyseraifl e moihhocth ncTomniKa T e - 
IUIOTH®

TEMPERATURE RELAXATION OSCILLATIONS IN LINEAR SYSTEMS

S u m m a r y
In the paper [1] author has discussed the temperature 

oscillations in a linear system composed of n bodies, one 
of which is provided with a heat source being put on and 
out at certain intervals of time (for exemple by use of con­
tact thermometer).

One of the methods considered in [1] is reported in this 
paper. The solution for the temperature of one element of 
the system is a linear combination of n exponential func­
tions. To solve the equation in the exponential functions, 
a system of equations is formed, which are composed of the 
chosen function and of its n-1 derivatives; these equa­
tions are then solved for the exponentials. When the retar­
dations (caused by the control system as well as by other 
reasons) are small, it is possible to obtain for the descrip­
tion of the relaxation process expressions similar to those 
in one-dimensional case.
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The exponentials are linear functions of temperature and 
of their n-1 consecutive derivatives. Therefore the num­
ber of functions describing the process, increases with n.
In reality this number is diminished by the fact, that deri­
vatives of higher order, as is shown by experiment, are small 
and thus can be disregarded.


