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JOZEF SZPIIECKI
TEMPERATUROWE OSCYLACJE RELAKSACYJNE W UKEADACH LINIOWYCH

Streszczenieo W pracy rozpatrzono oscylacje tempe-
ratury, wystepujace w uktadzie n ciak, z ktdérych
jedno (czujnik, przyrzad pomiarowy) ustawione jest na
pewng nominalng wartos¢ To Chodzid4o o oscylacje oko-
4o tej wartosci, gdy krzywe opisujace proces zmiany
temperatur sg postaci (1)0 Wyrazenia opisujgce oOscy-
lacje doprowadzono do postaci podobnej, jak w ukda-
dzie jednosktadnikowym, przy zatozeniu, ze amplituda
oscylacji jest mataO

lo V/step

W pracy [1] rozpatrywano oscylacje temperaturowe relak-
sacyjne w ukdadzie n cial, wymianiajacych ciepto miedzy
sobg 1 z otoczeniem i wywotane zakgczaniem i1 wydgczaniem
w odpowiednich chwilach t 1 Z2Zrédda ciepta, znajdujacego
sie w jednym z ciat ukdaduf przy zatozeniu, ze zagadnienie
jest opisane liniowymi réwnaniami mozna napisa¢ rozwigzanie
dla dowolnego procesu (indeks s podaje numer procesu)
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Wspétczynniki £./ X podajg »historie« procesu i wyni-
kajg z zatozenia cifgtosci funkcji temperatury w chwilach
tS—I S-1s 0,1,2 00000
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Aik ” oznaczajg stale,
a - stale rzeczywiste ujemne,

®1(s)~ oznaczad”™ wartosci stanu ustalonego«

Jedna z trzech metod rozpatrywania wkasnosci oscylacji
temperatur, powstatych przez kolejne zakgczanie i wykgczanie
zrodda ciepla, rozpatrywanych w [1] jest przedmiotem niniej-
szego artykuhu.« Metoda polega na tym, ze wraz z wyrazeniem
na dowolng obrang temperature rozpatruje sie n-1 roéw-
nan powstatych przez roézniczkowanie rownania a f(t) ze
wzgledu na zmienng t0 Kazde z tych réwnan zawiera liniowg
kombinacje funkcji wyk#adniczych« Otrzymany w ten sposob
ukdad réwnan mozna rozwigza¢ ze wzgledu na jedng z tych funk-
cji m= e akt. Otrzymane wyrazenie jest postaci nastepuja-
cej

/\k/\ (m)
6 S *WIl,k,n,(s) ~*n(s) ~®n()™t 4 2
0 (s) (s) ) ® H_ @
State EH#%,k,n“s} wyrazaja sie za posrednictwem statych

~Nk* "k* dk(s) dla kslooo9n LU » Wystepujace przy statych

indeksy oznaczajg; m wskaznik sumowania, k - podaje numer
funkcji wykdadniczej, n - podaje numer obranej funkcji tempe-
ratury, s - oznacza numer kolejnego procesu, (m) oznacza
m-tg pochodng, (0) oznacza funkcje nierdzniczkowang«

Z rozwazan, przeprowadzonych w [i] wynika, ze funkcje ty-
pu rownania (1) dla ciat nieposiadajacych zrédda ciepta po-
siadajg, od pierwszej krzywej ostygania poczawszy, ekstrema.
Tej samej wartosci temperatury odpowiadajga zatem dwie warto-
Sci czasuo Z tego powodu indeks tQ, t ~ przy temperaturze
i jej pochodnych podaje dla jakiej chwili nalezy wyrazenie
obliczy¢. W przypadku funkcji odnoszacej sie do zrodda ciepta
taka niejednoznacznos¢ powstaje wskutek opéznien urzadzenia
regulacyjnego, wskutek czego nominalna temperatura przekra-
czana jest w obu kierunkach«

Cechag charakterystyczng tego rodzaju przedstawienia wkas-
nosci procesow oscylacji jest to, ze liczba wyrazéw w rowna-
niu (2) jest rowna liczbie sk#adnikéw ukdadu, wiec rosnie z
tg 1loscig« Tak jest teoretycznie« W praktyce jednak jak po-
kazuja rozwazania przeprowadzone w [1I] liczba czdondw jest
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nieznaczna, gdyz pochodne wyzszych rzedéw posiadaja mate
wartosci 1 mogag by¢ pominiete.

Obrane przedstawienie oscylacji ma te wkasciwos¢, ze row-
nania podajgace cz3.sy koricowe poszczegdlnych proceséw posia-
daja w przypadku ukdadu n-skdadnikowego i1 matych oscylacji
podobng posta¢ jak w znanym przypadku ukdadu jednoskdadniko-
wego.

2. Rozpatrywanie osc.ylac.ii

Oscylacje w rozpatrywanym ukdadzie powstajg w ten sposotb,
ze w pewnych chwilach (uzaleznionych np. od czujnika regu-
latora™) jest zrodio ciepta zakaczane lub wykgczane, Nominal-
ne chwile wydgczania i1 zakgczania oznaczono jak wyzej przez
to ... s-1 = 0,1,2... Ze wzgledu na istnienie w ukfadach
cpoznien przy zakgczaniu i wykgczaniu zréodka, spowodowanych
bezwtadnoscig elementéw ukdadu, chwile te sg przesuniete wo-
bec nominalnych o czasy rg, s = 1,2,...

Nominalng temperaturg przedgczania nazywamy temperature
Z gory okreslong T osiggang przez jedno z ciat (czujnik).
Odpowiadajaca tej temperaturze chwile nazywamy nominalng.

2.1. Uk¥ad .jednoskfadnikowy

Przypadek ten jest znany poniewaz bardzo czesto otrzyma-
nymi w tym przypadku réwnaniami opisujemy przyblizenie pro-
cesy rzeczywiste.

Na nominalne czasy przedgczania otrzymujemy nastepujace
réownania;
X'
e 1=1- (- 02)P(1)- 0(2))

25= 1/(1 + 4T2s 1w (T - 0(2)) (©)

ent2stl =y (I _4T2s /7 (0T _9(D)))
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Czasy op6znien wyznaczamy z nastepujacych rownan

e@ 1o 14 atidr o~

e N23-1- (H2o/ t - 8(2)) (4>

e"r>td =1+ 4T2shi/ (1 -«(,))

S s 1]21 %o

W réwnaniach () 1 (4) 4T 1 = 1,2,.... oznaczajg roznice
temperatur spowodowane przez opoéznienia (réznica miedzy
temperaturg nominalng 1 temperaturg w chwili zakgczania lub
wydaczania) .

Otrzymane tak wyrazenia (3) moga by¢ doprowadzone do po-
staci podobnej do réwnan (4), przy zatozeniu, ze s
tak mate, ze uwzgledniamy tylko ich pierwsze potegi.

W celu doprowadzenia tych réwnan do postaci analogicznej

Jak V ukfadzie n skkadnikowym, nalezy postuzyC sie prze-
ksztatceniem

(11 A Qi
(9Q@) - “/N0A) 0@ = 06 A

2.1.1. WHasnosci oscylacji

1. Se wzgledu na zatozenie, rozpatrywane oscylacje wyste-
puja okoto przyjetej nominalnej wartosci temperatury T, sg
one mozliwe jedynie w przypadku istnienia opoOznien

2. Jezeli parzyste (nieparzyste) opoOznienia temperatury
sga rowne, sa tez réwne odpowiednie czasy przetgczania nie-
parzyste (parzyste). Wynika stad na ogét krzywa oscylacji

niesymetryczna i tylko w szczegolnym przypadku moze miec
ksztakt symetryczny.
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3» Rownanie odpowiadajgce pierwszej krzywej ogrzewania
posiada posta¢ odmienng od pozostatych, ktéro w przypadku
réwnych opéznien temperatury przybierajg wszystkie (dla pa-
rzystych indeksow i wszystkie dla nieparzystych indekséw)
jJednakowg posta¢. Wynika stad przy zatozeniu réwnych opoz-
nien dla poszczegdlnych proceséw mozliwos¢ istnienia stanu
ustalonego od pierwszego ostygania poczawszy.

2.2. Ukkad n skdadnikowy n « 2.3....

Dalsze rozwazania przeprowadzono.w przypadku ciaka, nie
posiadajagcego zrodia ciepta. Dla ciat posiadajacych zrédia
energii obliczenia przebiegaja analogicznie z tg jedynie
réznica, ze krzywe temperatur nie posiadaja ekstremow i
oscylacje bez opznienn sg niemozliwe.

W przypisach wyprowadzono dokdadne wzory opisujgce oscy-
lacje. Ze wzgledu na ich ztozonos¢ przyjeto nastepnie zato-
zenie, ze r , AT sa tak mate, ze uwzgledniamy tylko ich
pierwsze potegi.

Bardzo waznag cechg tak otrzymanych wyrazen jest fakt,
ze wystepujagce w Formutach wyrazenia

n-1

n-1

sa niezalezne od "historii” przetaczania procesu oscylacji,
skad przy rownosci opéznien oraz ustalonego ksztattu krzywych
ogrzewania i ostygania mozliwos¢ istnienia stanu ustalonego
od pierwszego ostygania poczawszy.

Podobne do (6) wyrazenia otrzymujemy rowniez dla proce-
sOw 0 numerze parzystym.
Przyblizone wyrazenia na czasy nominalne przekgczania sg
nastepujace;
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Ra wyznaczenie opdéznien otrzymujemy

«c f
e k 2s+1
1 (8>

ml-"kaW / (T-80@s¥2(D
N2s+2

Przy wyprowadzeniu wykorzystuje sie nastepujace relacje
wigzace wielkosci odnoszace sie do kolejnych procesow?

s". EHH-1,k,n(@s+1 "AT2s *0n(2s+1 =

maO

n-1

N Em+1,k,n(2s/T ~"~T2s ~n(2s)* + 1

_ - 2s 2s

mao
®

n-1

n EnH-1,k,n(2s+2)"T + A T2s+1 " On(2s+2)"N

" A EnH-1,k,n(2stl + AT2s+l < On(2s+l =
“ 2s+l  2s+l

m=0
(10)

Z dyskusji przeprowadzonej w fil wynikajg nastepujace nie-
rownosci :

olk< © iT. >0 )
2s+1

(T"9»@s) 1 o
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2.2.1. Poréwnania wzorow (3). (@) oraz (7). (8)

1c Pordwnanie wzordow odnoszacych sie do uk#adu jednosktad-
nikowego z analogicznymi dla uktadu n sk#adnikowego poka-
zuje duze ich podobienstwo« Wzory ukdadu n skkadnikowego
réoznig sie wspoétczynnikiem 7 n(s)» POOMON ~ N stad, ze
krzywe posiadaja ekstrema i mimo réwnosci funkcji ich pochod-
ne nie sg sobie odpowiednio réwne* Drugg przyczyng sa opoz-
nienia procesow przedgczania*

2* 1imo duzej pogladowosci przedstawienia, ma ono te wa-
de, ze wymaga dla kazdego czasu przetgczenia znajomosci funk-
cji temperatury 1 jej pochodnych, co jest specjalnie przy
rozpatrywaniu stanéw nieustalonych sprawg kdopotliwg. Zada-
nie daje sie rozwigza¢ na przykdad metoda podang w [2],

3* Whasnosci oscylacji w przypadku zmienionych warunkéw
w uk¥adzie

Metoda daje sie stosowa¢ bez wiekszych zmian do innych
przypadkéw, rozpatrywanych w [1] i odpowiadajacych zmienio-
nym zatozeniom dotyczacym warunkéw poczatkowych (ukdad w sta-
nie poczatkowym nie znajduje sie w réwnowadze), temperatury
otoczenia (temperatura otoczenia zmienna z czasem) i mocy
2rodta ciepta (moc zroddta zmienna z czasem).

4. Krzywe oscylacji otrz.ymane doswiadczalnie

Rys.1l przedstawia kilka krzywych oscylacji temperaturo-
wych, otrzymanych doswiadczalnie w termostacie, ogrzewanym
grzejnikiem elektrycznym. Krzywe przedstawiaja zmiennosc¢
temperatury jednego ze skdadnikéw ukdadu (termometru) wy-
wotang zakaczeniem i wydgczeniem przy pomocy urzadzenia re-
gulacyjnego zrédda ciepta. Czasy zalaczenia i wydkaczenia
zaznaczono na rysunku Z i W® Pozwala to oceni¢ wielkosc¢
opoznien. W celu otrzymania duzych wahan zwiekszono sztucz-
nie bezwkadnos$¢ ukdadu.

Krzywe, odpowiadajgce ro6znym warunkom w ukdadzie, wyka-
zujaq wyrazng niesymetrie. Poniewaz do odczytu temperatury
nie uzywano urzadzenia automatycznego, Kkrzywe obejmuja
stosunkowo nieznaczng liczbe oscylacji. W tym czasie nie
stwierdzono stanu ustalonego, prawdopodobnie wskutek nie



o] 0 2030 W 5 60 70 8 9 10 10 120 130140 150 160 170 tmin
Rys.1. Doswiadczalne krzywe oscylacji temperatury

Spowolnienie procesow otrzymano przy pomocy tarcz zelaznych grubosci 1 mm
umieszczonych na grzejniku termostatu. Krzywa nr 3 otrzymana dla mocy Zrodia
562 W ijednej tarczy, krzywa nr 6 dla mocy562 W i dwu tarcz, krzywa nr 7
dlamocy 232 W i dwu tarcz, krzywa nr 8 dla mocy 232W 1 jednej tarczy
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spetnienia zatozenia o statosci opdznien i réwnosci krzywych
ogrzewania i ostygania dla kolejnych proceséw» Nie jest tez
spednione zatozenie o oscylacjach matej amplitudy» Wreszcie,
jak wynika z rozwazan podanych w [1] , ukdad byt nie linio-
wy co musiato znalez¢ swdj wyraz ze wzgledu na duze amplitudy»
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PRZYPISY

Badanie oscylacji»

Ze wzoru (2) otrzymujemy dla chwili poczatkowej t s O

L Eny |, kon(1)<9B(0) " 9n (1)¢) (P1)

W chwili ® jest osiaggana wartos¢ nominalna ~ «T

e s £y VI,k,n(1/T = on(Ds" G
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7 chwili wydaczenia t + otrzymujemy

o = = :/\ = = '_
K@ TH) Z-j Em+1,k,n(1 y{ltl I1 © nC1}/ ti+r1 3

Przy zatozeniu o At ., ze sg makymi, wskutek czego w
przyblizonych obliczeniach uwzgledniamy tylko ich pierwsze

potegi

e
* D
+AT1/(T- -.0n) fNE Zt -0 /
1 «Z j nl,k,n(l) an(l);tl
Zrownan (P 2) i (p 3) otrzymujemy przez podzielenie
*K n n \(m) ,
e :g,L'! Eend,k,n(1) + T1
V4
/

1 +4V L E» i
m=0

/)n(]_%Ehh—l,k,n(l “ On(l)ﬁl
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Zaleznos¢ ta daje sie uproscic¢ przy wykorzystaniu relacji
(p 2), ktéra po zrdézniczkowaniu wzgledu czasu i podstawie-
niu t = tl przybiera nastepujaca postac

*A1 pol 1)
*K 6 3ZVI,k,n(l / T"onQ 6)

skad

AN A \ N
1 +exai" 7 (1—=&ndjat, P7>
W chwili €2 osiggana jest nominalna temperatura T
[T 13 N\ .
6 %jUEB+4,k,n(2/'r on(2 W,\/¢,[Em+1,k,n(2)

(1+AT, -On(D))tr)-11 P 8)

Podobnie dla t =0

E  EnH.1,kin(2)(T+4T1 -0n(2)"to =

n-F /e N \(Mm N
L E»l,k,n(DAT T 471 =171 © 9

m=*u
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Rézniczkowanie relacji (p 8) wzgledem czasu i podstawienie

t daje
o e"**2_r* /,, n . w-D
k %_0» 1 k,n(2/T “0n(2))t_ 7/
n-i
FTE [vi,k,n (ir (1~ Tr enC2))t")] (r 10)

Podobnie dla ta O

“ Kk ;m!:J;EnH—l,k,n(ZlT "0n(2)[$f1 . [Ehh4d ,k,n(2)*

e+ jt, -en@)yit)d (p11>
Z réwnania (p 8) otrzymuje sie dla A matego
®x >UB) -

e iF12)

v przypadku, gdy zakaczenie nastepuje z opoznieniem f 2
otrzymujemy;
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WVI,k,n(2)(* 9n@)t.

n-4

JMEJV A <z1(’ -Sn@2))» 1V

-9n@)OHP1/[EVLI,IEeNQ2/T +2T1 - n(2)7)] <o 13>
Podobnie jak w przypadku rownania (P 7) otrzymujemy

1227 (T-0n(2)/m) (PH)

Podobnie otrzymujemy ogélne wzory (7) i (8) podane w tekscie
pracy

Rekopis otrzymata Redakcja w kwietniu 1963 r*

PEJHKCAmMIOHHIB KOJEBAHM TESffiLTATYPH
B JilH3!H!IIX GIIOrmX

Cos epaahhe

B padole [i] HsynaioTCii TeMnepaTypHHe KOJiedamw:
B CHCTeMe, COCTOHmMei H3 n 3JieMeHTOBj H3 KOTOPHX
OJBIH CHaOKeH HCTO"HHKOM TeilJIOTH«, KOTOpHM B H6KO0*
TOptK MOMeHTaX BpeMeHH BKJmaCTCfl HIM BHKIDO"aCTCH
sa npuMep npn noMomn kohtskthoto TepMOMeTpa*

WeTOR COOTOUT B TOMg HTOOLA HOJiyRUTBA@ CIICTCMED
n 3JieMeHTOB JWSL OIMCaHHH KOJTeOaHHH MaTeMaTiraec-
KMe ypaBHemw aHazaiririecKHe ypaBHemiHM jyra o™ho
KormoHeHT hoh ciicteim =
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3to mojkho CAelJiaTL peraaa CHCTeMy n ypaBHeHHH
cocToamyra H3 naHHo& cpyHKLUiIH TeMnepaTypti h /w ee
npoE3BOAHHX no BpeMeHn9 TaK htoOh noJivnHTB sKcno-
HeHUHHJiBHHe epyHKmm® 3cjbi 3ano3saHmi lot HHepmm
peryjinpyioinHX"3Ji3MeHTOB H Apyrux npiraiH) Majme8 no-
JiyseHHe ypaBHeHHH anajiornnHH ypaBHerowM ¢yin oaho
KOISFIEIOHeHTHOE CHCTeMHe

~toOh oniTcaTB KOJreOaHHn hpchh $yHKUHH TeMnepa-
Typti E €€ n-i NPOE3BOAHHX* KmaraecTBO othx
npOH3BO.3JHHX BO3paCTa6T C HHCHOM 3JI3MeHTOB CMCTe-
MH. HpaKTiinecKH oRRHaKO® 3to hhczo HeookBinoe, noTo-
My hto npon3BOAHBie ydHBajoT c BospacTamMM nopflA-
KOM h npn He oneHB bhcokot cTeneHH npon3BOAHHe
HyHTOAHO MaJlHo

MeTOA Ohjt Tone ncnoJié30BaH b cjrygae H3MeHeH-
hhx Hana-.v-Htix ycjioBHH e H3MeHHHX npe”~noJioaceHnn
0 TemepaType oKpyseraifl e moihhocth ncTomniKa Te-
[UIOTH®

TEMPERATURE RELAXATION OSCILLATIONS IN LINEAR SYSTEMS

Summary

In the paper [1] author has discussed the temperature
oscillations in a linear system composed of n bodies, one
of which is provided with a heat source being put on and
out at certain intervals of time (for exemple by use of con-
tact thermometer).

One of the methods considered in [1] is reported in this
paper. The solution for the temperature of one element of
the system is a linear combination of n exponential func-
tions. To solve the equation in the exponential functions,

a system of equations is formed, which are composed of the
chosen function and of its n-1 derivatives; these equa-
tions are then solved for the exponentials. When the retar-
dations (caused by the control system as well as by other
reasons) are small, It is possible to obtain for the descrip-
tion of the relaxation process expressions similar to those
in one-dimensional case.
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The exponentials are linear functions of temperature and
of their n-1 consecutive derivatives. Therefore the num-

ber of functions describing the process, increases with n.
In reality this number is diminished by the fact, that deri-
vatives of higher order, as is shown by experiment, are small

and thus can be disregarded.



