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ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚlĄSKEEJ 

Matematyka-Fizyka z.4 1963

JÓZEF WĄSOWSKE

O PEWNYM SPOSOBIE ROZWIĄZYWANIA UKŁADÓW LINIOWYCH RÓWNAŃ 
RÓŻNICZKOWYCH O STAŁYCH WSPÓŁCZYNNIKACH

W oparciu o metodę klasyczną, podano pewien sposób wyzna­
czania całek jednorodnych i niejednorodnych układów równań 
różniczkowych o stałych współczynnikach, spełniających z gó­
ry podane warunki początkowe* Różni się on tym od znanej me­
tody klasycznej, że nie wymaga każdorazowego dodatkowego 
wyznaczania stałych z podanych warunków początkowych.

1 • Nie .jednorodny układ liniowych równań różniczkowych 
o stałych współczynnikach

Niech będzie dany układ równań różniczkowych (oznaczany
dalej w skrócie r.r)

+ - £i. (1.1)

gdzie f, sf.(t), i b 1,2... n, są dowolnymi funkcjami po­
siadającymi pochodne ciągłe dostatecznie dużych rzędów w 
przedziale I zawierającym punkt zero, a a ^  i bik, i,k ■
= 1,2,...n, są stałymi współczynnikami.

0 układzie (1.1) zakładamy, że wyznacznik
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Sprowadzając układ (1 .1 ) do r.r. odpowiednio wyższych 
rzędów [1] , [2], otrzymujemy

Ż Ak Xik)s ira1,2°a°n (1°3)

gdzie stałe A ,̂ k = 1 ,2,... n, oraz -k9 i,j s 1 ,2,... nt 
k = 0,1 ,... (n - 1 ), są całkowitymi funkcjami stałych a^k 
oraz bik, przy czym warunek (1 .2 ), (Ia_̂ I s An) gwaran- 
tuje, że równania (1 .3 ) są jedynymi spośrod r.r rzędu n,
które są spełnione przez każdą funkcję x a 1,2,...n,
spełniającą układ (1 .1 )

Przyjmijmy dla układu (1.1) wartości początkowe

Xi(0 ) “ ^ i * 1 ,2,.««n (l.4)

Odnośnie wartości A * 1#2,...n, P * 0,1,2,...
dla całek układu (1 .1 ) o warunkach początkowych (1.4), a za­
tem i całek r.r (1.3), wiadomo, żej (por. [4], str.76)

Xi ! o ) = t Z Qijk^j(ó)}* i = 1 ,2,...n, p=0,1 ,2, o.
F F  (1 .5 )

gdzie

Qijo s ° (1*5a )

Qijqss a” |\j(n-q) “ 2  Qijk A(n-q+k)J (1“;b)

3* 9  3  35 1 f 2 g ® © «  33$  ^ 1 *  1  $  2  $  ® ® ©

przy czym x^o) ~ xi(0 )» 1 s Av+k= 0 dla
v 4. k s 0,1,2,...n oraz B. . - 0 dla v * 0,1 ,...(n-1 )*i J V
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Równania różniczkowe (1.3) z warunkami początkowymi'- (i„4)? 
są równoważne układowi (1.1) z warunkami początkowymi (1,5).

Stosując metodę uzmiennienia stałych, szukamy naprzód 
całki ogólnej r.r. (1.3) i otrzymujemy zgodnie z {3}, wzór
(2.3), str.46

V  t  /  W  S  ^ 3 »  f 3(r)) * *  l=1 ,2" n
l u t )

gdzie
D

" D~ r = 1,2,...n (l.6a)

C=

<P-|» f 2**** ^n

f 2* * * * *f'n D a r
• • • 
«  •  0
0 0 •

f f f f P . - -  <

V*** ^r-1*0* ^r+1

rfp-1) Jn-1) (n.fl (n-
r1  T M , T 'i   ̂ <prt1 T n

(l.6b)
a f  , r a 1,2,...nt są całkami szczególnymi r.r. (1.3) gdy

n r,,-/ (K!
S  f ®  0, o ’wyznaczniku Wrońskiego różnym od

ic.o 3 -3k i 3
zera , a K. , i,r * 1,2,...n, są to stałe.

Całkując^rzez części doprowadzamy (1.6) do postaci nie 
zawierającej pod znakiem ©ałki pochodnych funkcji fjs1,2, 
,*sn 0

n n n~2 n-f /  \ /  „ O,(p)|(K-p-1 )j+
4  l ę  S S ( " 1  , p  B i

"ijk r fj
n (1 .7 )

n  r=i o k-0

gdzie Pir, i, r a 1,2,...n, są to nowe stałe.
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Ponieważ zgodnie z [3], pierwszy z wzorów (1.7), mamy
n

C”1 )3 2 p1P ' ' = 0, p + j ^ n-2
r=i

zatem dla p a 0S j s 0 , 1 . .(n-2), sumy występujące w na­
wiasach wężykowych wzoru (1.7) są równe zeru.

Otrzymujemy więc

' i  * t  Z Z ^ f Z  )k Ei3k '-'( i } <*» ,  * *  *t e vn “  r=i o n=o  ̂ rTT
(1.8 )

X 55 *lj?.

Tutaj pod znakiem całki występują już tylko funkcje f 
j ■ 1,2,...n. 3

Ohecnie wykażemy, że przy przyjętych warunkach początko­
wych (1.4) stałe Pir, i ,r = 1,2...n, są równe zeru.

W tym celu różniczkujemy (1.8), p = 1,2,...n-razy, otrzy­
mując po uporządkowaniu według pochodnych f ., j = 1,2,...n.D

T Z Z  j  IZ i - 1 ) k  h j k  » r 1C)f3 ( t ) d %  Ż >
n  j=i r=i o k"0 r-1

i, p = 1,2,...n

W myśl [3] wzory (1.7), mamy przy nowych oznaczeniach 
n

(-1 )k 2 ^ q' vA' . 0; q + k g n - 2
rT1 T T

n

(-1 )k X#v.q' w^k ’ = 1} q + k ». n - 1 (1.10)
rni

(“1 )k S r q) w£k ' a q + k =- tm- [i -1
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gdzie
. • t ‘ . s . i ■

R p= Re -¿ł (1.10a)n cC~1

Uwzględniając (1.10) w (1.9) otrzymujemy

i n-i

xi(p)-

+  S p i x 4 p ) '  < 1 - 1 1 5

gdzie
Q. . = 0x^o

CJ‘1
Qijq “ An [Bij(n-q) " Ś Qijk* A(n-qł-k)] (l.11a) 

i, j = 1,2,.,. nj p ~ 0,1,2... 1 ®  1 # P • • • •

Zakładając t = 0 w (1,11) i uwzględniając tam jedno­
cześnie (1.5)» otrzymujemy

» / \
^~1, P^r (o) = 0} i = 1,2,...n; pasO, 1,2,..»(n-1 )

(1.1 2)r-1

Ponieważ wyznacznik Wrońskiego (l.6b) jest z założenia 
różny od zera, zatem z (1.12) wynika

Pir = Oj i,r s 1,2,...n (i.13)

c.b.d.d.
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Całki układu r.r (1.1) spełniające warunki początkowe 
(1.4}. a zatem i całki r.r (1.3) spełniające warunki począt­
kowe (1.5)» otrzymują po uwzględnieniu (1.12) w (1.8), na­
stępującą postać

E S  ̂ / E ( - 1  f  V j f c f a j W t  1.1,2,...n
1 A” J-’ Jk ' (1l14)

gdzie wszystkie występujące tu wielkości zostały poprzednio 
określone.

2. Całka jednorodnego układu liniowych r.r o stałych współ­
czynnikach

Rozważmy układ 
n

Ik-1
przy warunku

u

2  ̂ aik *k + bik*k) “ °ł i = 1.2,...n (2.1)

j | * 0 i|k s 1 |2f...n (2.2 )

Równanie (1.3) ma teraz postać

a Oj i o 1,2,...n (2. )
k̂ O K 1

Przyjmijmy dla układu r.r. (2.1) wartości początkowe

x.(o) = x ,ł i = 1,2,...n (2.4)i 0 1’
Równolegle z układem (2.1) rozważmy układ r.r (por.[4] , 

str.81̂ ) n

Z  (aii£ + \ińc) ■ E  aik 1 ■ 1 >2- •••” (2.5 )
k=f k=1
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gdzie funkcje k ='1,2,..„n, są różniczkowalne
dostateczną ilość razy w przedziale I, zawierającym punkt 
zero.

Dla układu (2.5 ) przyjmujemy te same warunki początkowe
(2.4) co dla układu (2.1)„

Sprowadzając układ (2.5) do r.r. wyższych rzędów otrzy­
mamy (por.rozdz.1).

2  v 4 k ' “ 2 2 c iik^ k); 1 = 1»2»"*n i2*6)
k-0 *  1 >/ k-1 D

Z [4], wzory (2.15), (2.15a), (2.l6a), str.89 i 90, wynika, 
że

$ 0 ) - % %  «ii, 4 o ) 1 ±  ^
J=1 <1=0 J =1 /* (2.7 )

i — 1,2,...n p — 1,2

gdzie
C.. Cńiri = An ^dy i = j = 1,2,...no —   ‘i-.» f 2.7a)•Hjo " An » C..n = 0  gdy i t  j = 1,2,...n

1 r n
Qijq= T  LCij(n-q)" 2  Qijk* V q + k J  * i,3-1.2,...n,

n ' ' WJ. (2.7b)
q = 1,2,...

Podobnie dla wartości x^f (0),i = 1,2,...n, p = 0,1,2.. 
całek układu (2.1 ) o warunkaih-początkowych (2.4 ), mamy, 
([4], wzory (2.7), (2.7a), (2.7b), str.83).

(O)“ 2  Qijp x0_-i* ~ 1,2,...n, P = 0,1,2.. (2.8)
H
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gdzie

. > ,  Ci3n - An «"i i - d  -1,2...=
Qtjo- An • n - 0 i t 3=1,2...n ( ’8a)ijn

=ł“i
k-0

1 r  q -iQ. . " '■'** |C. ,/ ^ Q. .. • A —jtr I y A,js*1,2,.. • n$ q—1 $ 2 • • .
i O q  A n  L  i j ( n - q )  13 k  n - q + k J »  • ,

n (2.8b)
przy czym xi°'=x.(o), i = 1,2,...n; A .» 0 dla v + k=X X V+K
= 0,1 ,...n, oraz Ć.. = 0 dla v = 0,1,..(n-1).

Obecnie szukamy całek ogólnych r.r. (2.6).
Stosując metodę uzmiennienia stałych, jak na str.2, otrzy­

mamy
n n t  n

Y  f Ś Ś  ?r/ wr lT> (Ź CijkV%)) dr+ Z  Kir tr >
n  H  r*l " k-1 '  r=1

(2.9)
x ss 1f2 f • • • xi

gdzie W ,D#D f K. # i,r = 1f2f• ••n# mają znaczenie jak 
we wzorzS (l.£). ir

Całkując przez części doprowadzamy (2.9) do postaci nie 
zawierającej pod znakiem całki pochodnych funkcji 7p.('t)» 
j = 1,2,,..n. J

S E
n  j=1 r=1 p=0 k̂ p+1

t

+ T n Ż  Y ,* J  B - 1 )k c iJlE» ^  H > 3 Ż  <pr .

i = 1,2,...n (2.10)

gdzie P ; i r = 1,2-,...n, są to nowe stałe.
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Korzystając z pierwszych dwóch wzorów (1.10), dostajemy
t

V  t  J  c« n »>3 - ¿ S S f j / S  ( ' 1 ^  = i3# r k^ W c l r

n
+ ^ir^r^ ^ = (2* 1 "D

r=l

Obecnie wykażemy, że przy przyjętych warunkach początko­
wych (2.4), gdy pod znakiem całki nie występują już pochod­
ne funkcji Tp.(t), j = 1,2,...n, stałe Pi f i, r =
» 1,2,...n, s^ równe zeru.

W tym celu różniczkujemy (2.11), p = 0,1,...n-razy, otrzy­
mując po uporządkowaniu według pochodnych j -= 1,2,...n

- x - S < v  v ( p ) *1 An H  1311 ̂  
n n P-1 $ r  , , n \

* t
t

' o
i,p = 1,2,...n (2.12)

Postępując teraz podobnie jak w rozdz. 1, wzór (1.9) 
tzn. uwzględniając tutaj wzory (1.10), a następnie zakłada­
jąc t = 0, otrzymujemy

S  pir^rP; " °* i, P-1»2,...n (2.13)
r-1

Stąd, z uwagi na to, że Wrońskian jest tu z założenia 
różny od zera, dostajemy

P±p » Oj i,r-1,2,...n (2.14)
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Uwzględniając teraz (2.14) w (2.11), otrzymujemy

*i- T n t  *  i ± t
a j=l n j=1 r=1 "  k=1

i = 1,2,...n. (2.15)

Aby znaleźć całki szczególne układu r.r. (2.1), spełnia­
jące warunki początkowe (2.4) wystarczy założyć w (2.5),
(2.6),(2.7) i* (2.15)

y\(t) = x . a const | j = 1,2,...n (2.16)t)

Wówczas układ r.r. (2.5 ) staje się identyczny z układem 
r.r. (2.1), a r,r. (2.6) z r.r.(2.3). Warunki początkowe
(2.7) odnoszące sie do układu r.r (2.5 ) przechodzą w warun­
ki początkowe (2.8) odnoszące się do r.r. (2.3), a całki 
(2.15) r.r. (2.6) spełniające warunki początkowe (2.7) sta­
ją się całkami r.r. (2.5 ) spełniającymi warunki początkowe
(2.8 ).

Uwzględniając więc (2.16) w (2.15 ) gdzie uwzględniamy 
również (2.8) dla p = 0, dostajemy

(k).virKX . d r  1ljk r oj *
l v - '  ............................

i = 1,2,.. ,n (2.17)
n /=/ r=1 „ k=1

Wykonując wskazane całkowania, dostajemy

y = ;  r=i k-1

i ss



O pewnym sposobie rozwiązywania układów liniowych. <> <> 87

Uwzględniając tutaj pierwsze dwa związki z (1.10) oraz (2,8 ) 
mamy, że;

1 5

Wobec tego

‘i - fn  j .  / r - /  /f-i

i «* 1,2,...n (2.18)

gdzie znaczenie wszystkich wyrazów zostało poprzednio podane.

3. Całka niejednorodnego układu r.r. o dowolnych warunkach
początkowych

Niech będzie dany układ r.r. (1.1) gdzie zakładamy wa­
runki początkowe (2.4 ).

Szukane całki układu r.r. (1.1) spełniające warunki po­
czątkowe (2,4 ) są sumą całek (1 .1 4 ) i (2.18), tzn.

n n p  n-11 V  V  /
t  f ^ ) d T  +

J o

* i  i  t ±

i = 1,2,. . .n, (3«1)

gdzie znaczenie wszystkich wyrazów jak we wzorach (1.14) 
i (2.18).
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4. Wzory praktyczne
Wzór (3.1 ) przekształcamy w dalszym ciągu, doprowadzając 

go do postaci nadającej się lepiej do rachunku.
Piech równanie charakterystyczne

n

^ A ksk = 0 (4.1 )
k-o

posiada n - krotny pierwiastek s , gdzie q * 
razem pierwiastków n, tzn. n.+ -P ... +nr = n.

Występujące we wzorze (3.1 ) funkcje W^(t),r = 1,2,...n 
oraz ich pochodne, jak również wartości ich dla t = 0, zo­
stały podane w pracy [3], wzory (4.3) i (4.3a) str.50. 

Mieliśmy tam
. A v nq-rq. P

-Tr ^ r j l  Z t «  ^  * TT z ®  - r  •’ i q=1 k=o
t -s t

* q(n -k- Ś-r + 1 ).t . e qq q

W1P)'°) a An ¿ L  P̂ * (r -1 )/ Kq(n - r -k +1 )4 = 1 q '• k = 0 q q '
tgdzie

P  55 )

r = r1, (n.,+ r ? ) t ( n ^  ng+ r3),....(xy- n2+....nv-1+rv )

T^ 31 } C[ rz V#
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Wobec tego z (3.1 ), otrzymujemy po uporządkowaniu

*•1 ¡¡‘ i r * 1 (r-1 )! J  S = 0 j u = |

K,(V^) U - S )  i-^+1 “V
. , i  — i  -    -r V / < #e dT(i-r+i)i Bi(s )T

„(k)V /?, nr r K /  _ \ C •V //ę Hą~l

♦ I L E
q(n-r-k+1) i(si) r-1 s t
k! (r-Y)! * s t* 'e q j

 ̂= / r = 1 k = 0 ^
i se 1,2,...n, (4»<0

gdzie
n !

Kq 1 = ^ T *  q-1,2,.s. V

(na+k  ̂ (4.2a)
*

"" A,sqV -1 (s<ł)

n v
k t  szz A, sk s= A J J (s-s ) (s) ^  k XI*-/ q'

nq

/?■=? n
E„ (s.) . Y  Bik sk| Bi k = ^ B ijkJ i=1,2,...n to.0,1,.. (n-1)

k*Q  j = 1

c (s) « ¿ C iksk, Cik = £ X j k Xoj* i,k=1,2,...n
*=7 */' = ? (4.2b)
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5. Przykłady 
Przykład 1. Dany jest układ r.r.

3x^- 8x1- x^ + 6x2~ 4x^ + 10x^ = 0 
4x.j- 4x1 - 8x^ + 8x2~ 7x^ + 10x^ = 0 
x' + X1 - 2x2 + x2 - x^ - x^ => 0

o następujących warunkach początkowych

x 1( 0 )  =  x q1 =  - 2 j  ^ ( 0 ) *  x q 2 =  O j  x ^ ( 0 ) - 5 X o ^ =  0

Szukamy funkcji x̂  = x^(t)
Rozwiązanie. Tworzymy nowy układ r.r.

3x'- 8x1 - x '2 + 6x2- 4x^+ 10x3 = 3^ 

r 4x'- 4x1 -8x£ + 8x2- 7x3+ 10x3 = 

x̂  + x1- 2x2 + x2 - x^ - x3

Szukając x̂  sprowadzamy powyższy układ do r.r.

1 5x" - 60x" + 90x' - 60Xl = 15^’" - 65^" + 1 0 ^

Równanie charakterystyczne

A(s)* 15s3 ~ 60s2 + 90s - 60=0
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posiada pierwiastki

S1 a 1 + jj S2= 1-jj S^ = 2.

Zgodnie z wzorem (4.2), gdzie

otrzymujemy
3 0,(0 s t

X., *  ~ ~ s ~  e  q'1 ~ q19-f

Zgodnie z wzorem (7•2a)

Kq1 = » Cl N )  -  ( 1 5 s 3- 6 5 s ?+ 1 0 s ) x 01al f n ) \
^  A (S4) i(e~!

V  °1 _ e
X1 * ' S..A/J T

q-1 9 i 9)

Obliczamy
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Zatem

, + >170 e (1+3 H  _1_10 _-_JI.Q e (1"ó)t ^ 120 2t
1 -30 - ¿30 + -30 + ¿30 + 30

a - sint + 6 cost) + 4 e 2t

Przykład 2. Dany jest układ równań różniczkowych

- 6x.J + 8x1 - 3x '2 + 3x2 + 3x^ ~ x^ = f
—11 x^ + 1 2 x 1 -  3 x 2 +  x 2 + 4  x ^  +  X^ a  0

-14x^ +22x^ - 6x 2 +10x2 + 4x^ - 4x^= 0

o następujących warunkach początkowych

X01 * 1 ? x02 " 2| XQ3 “ -?}

Szukamy funkcji x̂  =  x̂  (t)
Rozwiązanie» Tworzymy nowy układ r.r.

- 6x1 + 8x1 - 3x2 + 3x2 + 3x^ - x^ a f - 6vJ - 3^2+ 3 y l

-11x,| +12x1 -- 3x2 + x2 + 4x^ + x a - 11ŷ  - 3^2+ 4r^
-14 x̂  +22x̂  - 6x2 +10x2 + 4x^ - 4xy» - 14V-j - 6?2+ Ą y '

Szukając x̂  sprowadzamy powyższy układ r.r. do r.r.

36xj’ - 108^'+ 72x1' a (12 f- 18 f- 14f) + (36y*- 66y’'+ 6^'>
+ 12v '2+ (6Yy- 1 8 ^ )
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Równanie charakterystyczne

A(s)* 36s3- 108s2 + 72s 

posiada pierwiastki

s.j=s 1; s2= 2j s^ = 0)

Zgodnie z wzorem (4.2), gdzie

v = 3 n = 1 q=1,2,3| ifj * f
4 J

i - 1 r = 1 k = 0

otrzymujemy

X1 ' ' M  e'3^ aTł| , Kq1

W myśl wzorów (4.2a) i (42b) mamy

'1 (są) e s4t sq
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Wzór na otrzymuje zatem postać
¿ B-Cs ) s t P  -s r 3 c (s ) s

V*7 T e /  ̂( ̂ )e q df + ̂  e■ /  l. sł<Aą)

Obecnie obliczamy

A'(s)= 108s2 - 216s + 72
A(s<)= - 36, a'(^» 72, a'(s5) a 72

c! C, (&) C (s3J
~ “ - 36» - 24, - 24,

B1 (Si)= -20, B.j(sz) = -2, B ^ ^ j a  -14,

Podstawiając powyższe do wzoru na x̂  otrzymujemy 

x 1 = 9 e l f  f  *r  ̂*  ”  36  e2tJ { ^ d t - ą p {T} * T+  i e t

Rękopis złożono w Redakcji 12.5.63 r.
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0 H3KOTOFHX HPMKMÄX PSIiEHM  CMCTEM, JMHEHHHX 
^M^EPSnnWÄJLHHX yPAJ3HEHHK
c nouroHiirfUM k o ^ hulehtaivM

C o s  e p x  a h h e 

5 npejyiaraeMoiipaÓoT e naJiaisaefflEH, hcxo^ h y3 
KJiaccH^ecKoro M erona, cnocoó Haxo^eEHJi o^Hopo- 
RHoro h HeoÄHopoÄHoro iiHTGPpajia chctsm £H$$epeH-
LUiHJTbHLDC ypaBHeHHH C nOCTOHHHHMIi KOSCDHUHeHTftMHf 
ynoBJieTBop^KJiiiero sa^aHHHM BaHajiLHNM yojiosHHM.

3 to t  cnocoó oTJMaaeTCH o t KJDaccnaecKOFo MeTo- m TeMj h to  oh He TpeóyeT Kaampä pa3 b h h h c jw tl 
nocTOHHHHe no sa^aHHHM HanajiBHHM ycjroBMM.
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ÜBER EINE GEWISSE ART DER LOSUNG 
VON SYSTEMEN LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

Z u s  a m m e n f a s s u n g
Im Anschluss an die klassische Methode wurde die Art vom 

Herausfinden des Integrals der Systeme Differentialgleichun­
gen mit konstaten Koeffizienten, das im voraus die gegebe­
nen Anfangswerte erfüllt, angegeben.

Die Art der Auflösung unterscheidet sich von der in der 
Literatur angegebenen klassischen Methode dadurch, dass 
die jedesmal hinzufügliche Bestimmung der Konstanten mit 
den agegebenen Anfangswerten nicht erforderlich ist.


