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JOZEF WASOWSKE

O PEWNYM SPOSOBIE ROZWIAZYWANIA UKEADOW LINIOWYCH ROWNAN
ROZNICZKOWYCH O STALYCH WSPOLCZYNNIKACH

W oparciu o metode klasyczng, podano pewien sposéb wyzna-
czania catek jednorodnych i1 niejednorodnych ukdadéw réwnan
rézniczkowych o statych wspodczynnikach, spedniajacych z goé-
ry podane warunki poczatkowe* RéOzni sie on tym od znanej me-
tody klasycznej, ze nie wymaga kazdorazowego dodatkowego
wyznaczania statych z podanych warunkéw poczatkowych.

1« Nie_jednorodny ukdad liniowych réwnan rézniczkowych
o statych wspotczynnikach

Niech bedzie dany ukdad réwnan rézniczkowych (oznaczany
dalej w skrocie r.r)

+ - fi. .1

gdzie f, sf.(t), i b 1,2... n, sa dowolnymi funkcjami po-
siadajacymi pochodne ciggte dostatecznie duzych rzeddéw w
przedziale | zawierajgcym punkt zero, a a” i bik, i,k =
= 1,2,...n, sg stakymi wspokczynnikami.

0 uktadzie (1.1) zaktadamy, ze wyznacznik
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Sprowadzajac ukdad (1 .1 ) do r.r. odpowiednio wyzszych
rzedéw [1] , [2], otrzymujemy

Z Ak Xik)s iral,2°a°n  (1°3)

gdzie stalte AN, k=1,2,... n,oraz -k9 i1, sl1,2,... nt
k=0,l,... (n-1), sg catkowitymi funkcjami staltych a"k
oraz bik, przy czym warunek (1.2), (la”™l s An) gwaran-
tuje, ze rownania (1 .3) sg jedynymi sposrod r.r rzedu n,
ktére sag spednione przez kazda funkcje xal,2,...n,
spedniajacag uktad ( .1)

Przyjmijmy dla ukdadu (1.1) wartosci poczgtkowe

Xi(0) «“ ~ i *1,2,.«n (.4

Odnos$nie wartosci A*1#2,...n, P *0,1,2,...

dla catek uktadu (1 .1 ) o warunkach poczatkowych (1.4), a za-
tem i catek r.r (1.3), wiadomo, zej (por. [4], str.76)

Xi 1o)=tzZQijk j(&)¥ i=1,2,...n, p=0,1,2,0.

F F .5
gdzie
Qijo s ° (1*5a)
Qijgsa” INJ(n-q) “2 Qijk A(n-g+k)J (1;b)
3‘93 35 1f29®©«$§ MN*1 3238 @O0
przyczym x7o) ~xi(0O)» 1 s Av+tk= 0 dla

v 4. ks0,1,2,...n oraz B'iW_ O dla v*0,1,...(n-1)
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Réwnania rézniczkowe (1.3) z warunkami poczgtkomymi®- (i,4)?
sa rownowazne ukdadowi (1.1) z warunkami poczatkowymi (1,5).

Stosujac metode uzmiennienia stakych, szukamy naprzoéd
catki ogolnej r.r. (1.3) i1 otrzymujemy zgodnie z {3}, wzér
(2.3), str.46

V t I W S "3» f3(n) ** =1,2" n
lut)
gdzie
D
' D~ r=1,2,...n (1.63)
C=  f2wxxxom Dp @
rfp-1) Jn-1) (nﬂ (n—
ffffp .-- < rl T™M, T'i~ <tl Thn
(1.6b)
a1=r:/r a 1,%1___nt sg catkami szczegélnymi r.r. (1.3) gdy
n 7
. £ ® 0, o Wwyznaczniku Wronskiego roznym od
ico 3-XK 13
zera ,a K, 1,r* 1,2,...n, sg to stale.

Catkujac”™rzez czesci doprowadzamy (1.6) do postaci nie
zawierajacej pod znakiem ©atki pochodnych funkcji fjsl1,2,

,*sn 0
n n n~2 n-f /I \ » O
(@I K-p-1 )i+
4 I e s s ( 1 p B'TIJk r fJ
. a7
n r=i o0 k-0

gdzie Pir, i, r a 1,2,...n, sa to nowe stale.
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Poniewaz zgodnie z [3], pierwszy z wzoréw (1.7), mamy

n

C’1)32 plP"™ "=0, p+ j~ n2
r=i

zatem dla pao0OS jsO0,1..(n-2), sumy wystepujace w na-
wiasach wezykowych wzoru (1.7) sa réwne zeru.
Otrzymujemy wiec

i %t . ZZ A £Z KERKS(i <y, K x Ftev

(1.8)
X B .

Tutaj pod znakiem cadki wystepuja juz tylko funkcje F
jgml1l,2,...n. 3

Ohecnie wykazemy, ze przy przyjetych warunkach poczatko-
wych (1.4) state Pir, i ,r = 1,2...n, sa réwne zeru.

W tym celu rézniczkujemy (1.8), p = 1,2,...n-razy, otrzy-
mujac po uporzadkowaniu weddug pochodnych fD_, J=1,2,...n.

L LA knjoneges £ >

n j=i r4 r-

i, p=1,2,...n

W mysl [3] wzory (1.7), mamy przy nowych oznaczeniach
n
(—1)<2m’\Tq'TvA' - 0; q+ kg n-2
n

(-1 X X#v.q" wrk =1} g+ k »n-1 (1.10)

mi

(“1XkS r g) wek*" a q+ k=wm[i-1
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gdzie

Rp= Re ¢+ (1.10a)
n o1

Uwzgledniajac (1.10) w (1.9) otrzymujemy

ini

x{p)-
+ S pix4 p) <1-115
gdzie
e =0
1

Qijg “ An [Bij(n-a) " S Qijk* A(n-at-K)] (1-11a)

I:j = 152’-1' nj p - 0’1’2"' 1® 1#P....

Zaktadajac t =0 w (1,11) i uwzgledniajac tam jedno-
czesnie (1.5)» otrzymujemy

» / \
A~ PAY =0 i1i=1,2,...n; px0,1,2,..»(n-1)

r-1 (1_12)
Poniewaz wyznacznik Wroriskiego (1.6b) jest z zatozenia
rézny od zera, zatem z (1.12) wynika

Pir = Qj i,rs1,2,...n (i.13)

c.b.d.d.
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Catki uk#adu r.r (1.1) spekniajace warunki poczatkowe
(1.4}. a zatem i cakki r.r (1.3) spekniajace warunki poczat-
kowe (1.5)» otrzymuja po uwzglednieniu (1.12) w (1.8), na-
stepujacag postac

ES ~/E(-1f Vv jfcfajwt 1.1,2,...n
1 A" ¥ Jk - (1114)

gdzie wszystkie wystepujace tu wielkosci zostaty poprzednio
okreslone.

2. Catka jednorodnego ukdadu liniowych r.r o stakych wspot-

czynnikach
Rozwazmy ukdad
o}
2 7"aik *k + bik*k) “ °% i=1.2,...n .1)
kil
przy warunku
j 1l *0 ilk s 1]2Ff...n @.2)

Rownanie (1.3) ma teraz postac

aQ 101,2,...n . )
ko K 1

Przyjmijmy dla uk#adu r.r. (2.1) wartosci poczatkowe

xi(o) = xof{ i=1,2,...n .9

Rownolegle z ukdadem (2.1) rozwazmy ukdad r.r (por.[4],
str.81") n
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gdzie funkcje k ="1,2,..,,n, sa rozniczkowalne
dostateczng ilos¢ razy w przedziale 1, zawierajacym punkt
zero.

Dla uktadu (2.5) przyjmujemy te same warunki poczgtkowe
(2.4) co dla uktadu (2.1),,

Sprowadzajac ukdad (2.5) do r.r. wyzszych rzeddéw otrzy-
mamy (por.rozdz.1).

2 Vv4AkT“22ciik® K); 1= 1»»"*n i2%6)
k-0 * 1 >/ k-1 D

Z [4], wzory (2.15), (2.15a), (2.16a), str.89 i 90, wynika,
ze

J=1 <=0 J=1 /
* @.7)
i—1,2,...n p- 1,2
gdzie
o C"‘i CAin = An Ny =j=1,2,...nf27&1
sHjo ™ An » C..n =0 gdy it j=1,2,...n 2
T r n

Qijog= LCij(n-9)" 2 Qijk* vg+kJ * 1i,3-1.2,...n,

n - " WL (2.7b)

q=1,2,...

Podobnie dla wartosci xf (0),i = 1,2,...n, p = 0,1,2..
catek ukdtadu (2.1 ) o warunkaih-poczatkowych (2.4), mamy,
4], wzory (2.7), (2.7a), (2.-7b), str.83).

©" 2 Qijp x04 ~1,2,...n, P =0,1,2.. (2.8)
H
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gdzie

> , Ci3n-An «"i i-

. d -1,2._.
Qtjo- An - nijn_o i t3=1,2...n ( ’83a)

4 |
Q" WIC./ AR <A _jrk AjSL2,.. o8 gl
k-0

i0Ogq An L ij(n-q) n-q+kJ>»

n (2.80)

przy czym x§<°':x.>go), i=1,2,...n; N+K)) 0 dlav + k=
=0,1,...n, oraz C..=0 dlav =0,1,..(n-1).

Obecnie szukamy catek ogélnych r.r. (2.6).
Stosujac metode uzmiennienia stalych, jak na str.2, otrzy-
mamy

n n t n
Y £S S 2r/wr IT>£Z CijkV%)) dr+ Z Kir tr >
G I 1 ‘ =1

n H
(2-9)
X S 1f2feeex

gdzie W ,D¥D £ K. # i,r = 1f2F=een# majg znaczenie jak
we wzorzS (1.£). ir
Catkujac przez czesci doprowadzamy (2.9) do postaci nie
zawierajacej pod znakiem cadtki pochodnych funkcji 7p.("t)
J

J=1,2,,..n

_ S E
n j=1 =l p=0 k'p+l
t
+TnZz Y *]JB -1kKCcUE»~"H>3 Z P .
i =1,2,...n (2-10)

gdzie P ;i r = 1,2-,...n, sg to nowe stale.
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Korzystajac z pierwszych dwéch wzoréw (1.10), dostajemy
t

V t J cen»8-;,SS fj/S (1" =i3#rk W clr

n
+ /\i r/\r-/\ A (2* 1:D
r=|

Obecnie wykazemy, ze przy przyjetych warunkach poczatko-
wych (2.4), gdy pod znakiem catki nie wystepuja juz pochod-
ne funkcji Tp.(®), Jj =1,2,...n, stake Pi F i, r =
» 1,2,...n, s™ réwne zeru.

W tym celu rézniczkujemy (2.11), p = 0,1,. razy, otrzy—
mujac po uporzadkowaniu weddug pochodnych j =1,2 -n
-X-S«< *
1 Anw S Yan s (P
n n P-1 $ r , ,n \
*t
t
- o]
i,p=1,2,...n 2.12)

Postepujac teraz podobnie jak w rozdz. 1, wzér (1.9)
tzn. uwzgledniajac tutaj wzory (1.10), a nastepnie zakdada-
jac t = 0, otrzymujemy

S pir~rp; " °* i, P-1»2,_...n (2.13)
r-1

Stad, z uwagi na to, ze Wronskian jest tu z zatozenia
rozny od zera, dostajemy

Pip » Of i,r-1,2,...n .19



86 Jozef Wasowski

Uwzgledniajac teraz (2.14) w (2.11), otrzymujemy

*I- Tnt *pox
aj=I nj=1 r=l " k=1

i=1,2,...n. (2.15)

Aby znalez¢ calki szczegdlne ukdadu r.r. (2.1), speknia-
Jace warunki poczatkowe (2.4) wystarczy zatozy¢ w (2.5),
(2.6),(2.7) ¥*(2.15)

y}ft) =x .aconst | J=1,2,...n (2.16)

Wowczas ukdad r.r. (2.5) staje sie identyczny z ukdadem
ror. (2.1), ar,r. (2.6) z r.r.(2.3). Warunki poczatkowe
(2.7) odnoszace sie do uk#adu r.r (2.5) przechodzg w warun-
ki poczatkowe (2.8) odnoszace sie do r.r. (2.3), a cakki
(2.15) r.r. (2.6) spekniajace warunki poczatkowe (2.7) sta-
ia SSQ catkami r.r. (2.5) spekniajacymi warunki poczatkowe

2.8).

Uwzgledniajac wiec (2.16) w (2.15) gdzie uwzgledniamy

réwniez (2.8) dla p = 0, dostajemy

= fEX WL
i=1,2,..,n 2.17)

Wykonujac wskazane catkowania, dostajemy

y=; r=i k-1
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Uwzgledniajac tutaj pierwsze dwa zwigzki z (1.10) oraz (2,8)
mamy, ze;

Wobec tego

n j./ r-l [fi
i &1,2,...n (2.18)
gdzie znaczenie wszystkich wyrazow zostato poprzednio podane.
3. Catka niejednorodnego uk#adu r.r. o dowolnych warunkach
poczatkowych
Niech bedzie dany ukdad r.r. (1.1) gdzie zakkadamy wa-
runki poczatkowe (2.4).

Szukane cadki ukdadu r.r. (1.1) spekniajgce warunki po-
czatkowe (2.,4) sg sumg catek (1.14) i (2.18), tzn.

1 Vn Vn }J n-1

i =1,2,...n, (3«1)

gdzie znaczenie wszystkich wyrazow jak we wzorach (1.14)
i (2.18).
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4. Wzory praktyczne

Wzor (3.1) przeksztatcamy w dalszym ciggu, doprowadzajac
go do postaci nadajacej sie lepiej do rachunku.
Piech réwnanie charakterystyczne

n

~ A ksk = 0 “.1)
k-0

posiada n - krotny pierwiastek s , gdzie q*

razem pierwiastkéw n, tzn. n.+ P ... tnr=n.

Wystepujace we wzorze (3.1) funkcje WAN(®),r = 1,2,...n
oraz ich pochodne, jak réwniez wartosci ich dla t = 0, zo-
staty podane w pracy PB], wzory (4.3) i (4.3a) str.50.

Mielismy tam

A V ITHU- P
-TrArjl z €« A *TTz @ -1
g=1 )

t -s t
* g(n -k-S-r + 1)t . e
Q(q g ) q

W1P)"°) a An <4|51 p* (rq—l)./ k0 Kq(nq— rq—k +1)

t

gdzie
P 55 )

r=rl, (n.,+r2)t (n™ ng+t r3),....xXy- nZ....nv-1+rv)

™ a} qr Vi
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Wobec tego z (3.1), otrzymujemy po uporzadkowaniu

i (1) 3 s=oju=|

KOsy B
(-r+Di Bi(s )T

v A het Kq/(n—r=k+1)\ Gg si) r-1 s t

™ "eq]j
1 - 1 *
. l\:)_rzlEk:O k! (r-y)! S A
i =1,2,...n, (4»<0
gdzie
n !
Kgl=~ T * q-1,2,.s. V
N (1F- (4.23)
v A
n % nq
kt(sfzz A Aksk s AXI*J—} (s—sq_)
e n
E, c).Y Bik sk] Bik=~B ijkJ i=1,2,...n t10.0,1,.. ("D
k*Q =1

c (8) « ¢ C iksk, Cik = £ X j k XoJ* 1i,k=1,2,...n
*=7 ¥=2 (4.2b)
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5.

Przykdad 1. Dany jest uk#ad r.r.

3XN- 8x1- XN + 6x2~ 4xN + 10x»

I J- 4x1-8x~ + 8Xx2~ TN + 10xN

Przykdady

1
o

=0

X" + X1 - 2X2 + X2 - x> - x>0

0 nastepujacych warunkach poczagtkowych

xlcoy = xq1 = -2j AC0)* xq2= 0]

Szukamy funkcji x* = xM(©)

Rozwigzanie. Tworzymy nowy ukdad r.r.

3X"- 8x1 - x2 + 6%X2- 4x™~+ 10x3
r4x"- 4x1 -8x£ + 8x2- 7x3+ 10x3

XN+ X1- 2x2 + X2 - XN - X3

XA(0)-5X0~r= 0

3/\

Szukajgc X" sprowadzamy powyzszy ukdad do r.r.

15x™ - 60x™ + 90x™ - 60XI = 157~™"- 65" +107

Réwnanie charakterystyczne

A(s)* 15s3 ~ 60s2 + 90s - 60=0
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posiada pierwiastki
Sl al + jj S2= 1-jj SN = 2.

Zgodnie z wzorem (4.2), gdzie

otrzymujemy
3 O,(0 st

* ~~s~ e (@
k! of

Zgodnie z wzorem (7-2a)

Kt = ) \» CIN) - (15s3-655?+10s)x01
N A &D i(e~!
Vv °1 (<]

K S

Obliczamy
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Zatem
, + >IVe (1+3H 110 - JI.Q e (1"6)t ~ 120 2t
1 -30 - ¢30 + -30 + ¢30 + 30
a - sint + 6 cost) + 4e2t

Przyk#ad 2. Dany jest ukdad réwnan roézniczkowych

- 6xJ+ 8xl Bx2+ 3x2+ 33X ~x~r=F
—J1xN +12x1 -3x2+ x2 + 4 x» + XM a0

=14xN +22xN -6x2+10X2 + 4x™N - 4x™=0

0 nastepujacych warunkach poczatkowych

X0L * 1?7 x02 " 2] XQ3 “ &

Szukamy funkcji x* = x*(t)

Rozwigzanie» Tworzymy nowy ukdad r.r.

- B6xl + 8xl- 32 + 3x2 + 3IxN-xNa f - 6v] - 32+ 3yl
-1I%,] +12x1—3x2+ X2 + 4xNM+x a - 1y - 32+ At

=14 +22xN— 6X2 +10X2 +  AXN - Axy» - 1N - 672+ Ay’

Szukajac x" sprowadzamy powyzszy ukdad r.r. do r.r.

36xj*- 108""+ 72xT a (12 F- 18 - 14F) + (36y*- 66y™+ 6/">

+ 12v 2+ (6Yy- 187)
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Réwnanie charakterystyczne
A(s)* 36s3- 108s2 + 72s
posiada pierwiastki
sFs 1; s2= 2j s = 0)

Zgodnie z wzorem (4.2), gdzie

v = 3 n=1 g=1,2,3| ilj*f

k =

-
|
=
-
1
=

otrzymujemy

'1(s3) e sat
X1 "M e"3" aT4] ., Kql Sq

W mysl wzoréw (4.2a) i (42b) mamy
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Wzor na otrzymuje zatem postac

¢ B-Cs ) stP 3c() s

V7 Te /A (’\)eq df + §<ﬁa}

Obecnie obliczamy

A"(S)= 108s2 - 216s + 72

A= - 36, a"(™» 72, a"@h)a 72

c! C, ©® C 3
~ “ - 36» - 24, - 24,

Bl (Si)= -20, B.j&= -2, B~"ja -l4,

Podstawiajac powyzsze do wzoru na x* otrzymujemy

x1 = 9elf f* "> 7 36 e2td {~ dt-g p {T}*T+ i et

Rekopis ztozono w Redakcji 12.5.63 r.
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0 H3KOTOFHX FPMKN%X PSIHEHM CMCTEM, JMHEHHHX
AMAEPSNNWAJLHHX  yPAJZHEHHK
c nouroHiirfUM ko” hulehtaivM

Cosepxahhe

5 npejyiaraeMoiipaOoT e naliaisaefflEH, hcxo”h y3
KJiaccH”ecKoro Merona, cnocoo Haxo”eEHJI 0*Hopo-
RHoro h HeoAHopoAHoro iiHTGPpajia chctsm £H$$epeH-
LUHJTbHLDC ypaBHeHHH C nOCTOHHHHMIi KOSCDHUHeHTftMHf
ynoBJieTBop”~KJiiiero saaHHHM BaHajiLHNM yojiosHHM.

3tot cnoco6 oTJIMaaeTCH 0t KJDaccnaecKOFo MeTo-
M TeMj hto oh He TpedyeT Kaampa pa3 bhhhcjwtl
nocTOHHHHe no sa“aHHHM HangjiBHHM ycjroBMM.
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UBER EINE GEWISSE ART DER LOSUNG
VON SYSTEMEN LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

Zus ammenfassung

Im Anschluss an die klassische Methode wurde die Art vom
Herausfinden des Integrals der Systeme Differentialgleichun-
gen mit konstaten Koeffizienten, das im voraus die gegebe-
nen Anfangswerte erfullt, angegeben.

Die Art der Auflosung unterscheidet sich von der in der
Literatur angegebenen klassischen Methode dadurch, dass
die jedesmal hinzufigliche Bestimmung der Konstanten mit
den agegebenen Anfangswerten nicht erforderlich ist.



