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PROSTE SZCZEGOLNE W METODZIE RZUTOW ROWNOLEGLYCH?*S

Wezmy pod uwage dwie prostopadte do siebie ptaszozyzny &l
i %2 (rys* 1) i dwie dowolne proste pl % p2 spetniajgoe wa-
runek:

pl 132 i p2n~

oraz badz p2~-i:r2
Traktujac ptaszozyzny JI1 i Jako rzutnie, natomiast
punkty niewlasciwe P i P prostych pl i p2 ja-

ko kierunki rzutowania, mozemy kazdemu punktowi przestrzeni A
przyporzadkowa¢ jednoznacznie pare ré¢znyoh bgadz zjednoczonych
ze sobg punktow A1 i A2 stanowigcych jego rzuty na ptaszozyz
ny 571 i¢e2.

Uwzgledniajac ptaszczyzne 6 przeohodzgcg przez punkt A i

punkty P“ i stwierdzi¢ mozna, ze rzuty A]'i A 2znaleic’:
sie musza na sSladaoh hfF ivg * , czyli na prostych
rownoleghych do p2 i pl przeéinajacyoh sie z sobg w  osi

X N ~2* Proste te nazywaé bedziemy ukos$nymi odnoszacymi pun-
ktu A.

Jest oczywiste, ze odpowiednlosé rzutow Al, A
jest wzajemnie jednoznaczna, tzn., ze dla dowolnie przyjetej
pary punktoéw Al iA? na ukosnych odnoszacych, znalez¢ mozna

2 i punktu A

jeden tylko punkt A jako przeciecie prostych rzucajacyoh
Al P~ i A2 P“. Rzutnie ®1 i ®2 oraz kierunki P*“ i P~
Y

Praca referowana na zjezdzie pracownikow Katedr Geometrii
Wykreslnej w Wroctawiu w 1960 r.
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stanowig wiec aparat rzutowy umozliwiajacy jednoznaczne odwzo-
rowanie przestrzeni na pltaszczyznie oraz jednoznaczng restytu-
cje tej przestrzeni z odwzorowania piaskiego.

Wyzej zdefiniowane rzutowanie, ktore w krotkosci okreslac
bedziemy metoda (S) (nazywajgo odpowiednio Al rzutem pierw-
szym punktu A - A2 — rzutem drugim punktu A) interpretowac
mozna jako najprostsze uogo6lnienie metody Monge*a, w ktérym wa-
runek prostopadtosci prostej rzuoajgoej do jednej rzutni za-
stgpiony zostat warunkiem ukosnokatnosci z pozostawieniem row-
nolegtosci do drugiej rzutni.

Warto zauwazy¢, ze poniewaz rzutnie i w metodzie
(5 sa identyozne z rzutniami poziomg i pionowg w metodzie Mon
ge»a, odwzorowania prostej i ptaszczyzny przy pomocy sSladow w
obydwu metodaoh sag jlLdentyczne.

Identycznie réwniez przedstawia¢ sie bedzie konstrukcja k#a-
du ptaszozyzny na jedng z rzutni oparta o wyznaczanie kdadu
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jednego z jej sSladow. Konstrukcje taka przedstawiono na rys.2
w odniesieniu do ptaszczyzny @ # P2

Rys .2

Wynika z niej bezposrednio sposéb wyznaczania k#adu dowol-
nego punktu A plaszozyzny rzucajgoej ograniczajgacy sie w roz
wazonym przypadku do odmierzenia w kierunku od A2 odcinka
rownego ddugosci odnoszacej (Al Ax). Odoinek ten w analogii
do terminéw uzywanych w metodzie Monge*a nazwiemy ukosna gtebo
koscig punktu A (konsekwentnie odcinek Ap Ax okresli¢ moz-
na jako ukosng wysekosé punktu A w rozwazanej metodzie rzu-
tow).

Ptaszczyzne taka nazywaé bedziemy krétko p2 ~ rzucajaca
wprowadzajac analogiczny termin piaszczyzny pl - rzucajacej
dla ptaszczyzny spedniajgcej warunek réwnolegtosci do p~.
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Przeprowadzajgc pordéwnanie metody (S) z metodg Monge’a war-
to zastanowi¢ sie nad niektérymi szczegélnymi podozeniami ele-
mentdéw przestrzeni.

Trescig niniejszego artykutu jest analiza prostych szczegét
nych, ktorych obydwa rzuty (pierwszy 1 drugi) jednocza sie w
rozwinietym ukdadzie rzutni. Proste takie nazywa¢ bedziemy pro
stymi jednorzutnymi (Krytymi).

Wiadomo, ze proste jednorzutne w metodzie Monge’a przecho-
dzgce przez jeden, dowolny punkt osi rzutéw p" wyznaczajg dwie
ptaszczyznyptaszczyzne potowigcg Il 1 IV obszar przestrze-
ni oraz ptaszczyzne prostopaddtg do osi rzutdw.

Postawi¢ mozna pytanie co utworzy zbidr takich prostyoh w
metodzie (S). Proste rozumowanie prowadzi do wniosku, ze pro-
ste takie w ogoélnym przypadku nie lezg w dwdch ptaszczyk-
naoh*\ leoz tworza pewng powierzchnie stozkowg o wierzohotku.
w Srodku P.

Rozumowanie takie przeprowadzi¢ mozna nastepujaco: gdyby
proste jednorzutne w metodzie (S) a(al= av) , b(bl= bN)... itd.
o wspolnym punkoie P £ x lezaty w dwu ptaszczyznach np. et 1/3
(podobnie jak w metodzie Monge*a), wowczas przecieoie ich zblo
ru dowolng ptaszczyzng datoby w wyniku proste T, - a 1
k2 - <3 . Zanalizujmy przekréj wiagzki (p) prostych jednorzut-
nych dowolng ptaszczyzng 1®~F P. Dla uproszczenia zatézmy, ze
ptaszozyzna @ jest pl - i p? -rzucajaca ozyll, ze jest ona
identyczna z tzw. plaszczyzna gdéwna 5@//pl ;61/ pd. Na rys .3
ilustrujacym dalsze rozwazania kierunek p2 przyjeto jako pro-
stopaddy do #2, a kierunek pl - dowolny, oczywl$oie z zacho-
waniem warunku pl # tfg. Linie przekroju wigzki (p) ptaszczyz-
ng 6 rozpatrzono w k#adzie na 312.

Z rys. 3 wynikajg jasno uastepujgoe relaoje:

ctga. ctg -1
Z-mcos ™ -nctg &+A ) - m cos -n ®©)

Wniosek ten nie jest wazny dla bardzo szozegélnego przypad-
ku metody (S), w ktdérym po sprowadzeniu obydwu rzutni do
wspolnej ptaszczyzny rysunku uko$ne odnoszgce punktu sg pro
stymi zjednoczonymi .
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otg ¢ - | @)
4 fotgnr -1
m cos -n e« (€D)
& motg i1
Poniewaz odcinki min oraz kat sg dla danych kierun-
kow rzutéw pl i p2 wielkosciami statymi, przeto po prze-

ksztatceniach réwnaniu (3) mozna nadadé postac:
My + Nyz + Pz + Q * O @

gdzie M, N, Pi 5 przedstawiajga pewne state.



8 Marian Psiej

Jezeli wielkosci y i1 z traktowa¢ bedziemy jako wspétrzedne

punktéw przeciecia prostych jedndrzutnyeh a, b ... ptaszczyz-
ng gddbwng 6 w réwnaniu 4 rozpoznamy hiperbole réwnoboczng od-
niesiong do osi wspétrzednych réownolegtych do asymptot. Zbidr

punktéw A°, B°, C°, ... S00° TO= tworzy wiec hiperbole réwno-
boczng, ktorej asymptotomi sg proste 0S°M i1 OTCOc® . Proste

wiazki (p) sa zatem tworzacymi powierzchni stozkowej o wierz-
chotku w punkcie P, a otrzymana hiperbola - kierujgca tej

powierzchni. Powierzchnia utworzona przez wigzke prostych jed-
norzutnych w metodzie (S) jest powierzchnig stozkowg stopnia

drugiego. Rozwazajac zagadnienie dla tego przypadku metody (S),
w ktérym zaden z kierunkoéw nie jest prostopaddy do rzutni, wy-
prowadzi¢ mozna wnioski analogiczne.

Z rys. 4 ilustrujgcego taki przypadek wynika:

otg &X* ctg -1
z * m cos #|-n* (la
ctga + ctg

Qa)

Wynikowe réwnania (4) i (4a) (uzyskane z przeksztatoen (la) 1
QRa) jak wyzej) roznié sie bedag jedynie stabymi i interpretacjag
zmiennych vy, z. Traktujgc wartosci vy, z jako wspotrzedne
ukosnokgtne punktow A°, B° .... réwnanie (4a) analogiczne do
rownania (4) nalezy roéwniez uznad za réwnanie hiperboli odnie-
sione do osi wspétrzednych rcéwnolegtyoh do odcinkéw vy, z, czy
li rownolegtych do asymptot O0OT°°° i 0S°°° . Dowiedlismy wieo,
ze przekrojem wiazki prostych jednorzutnyoh ptaszczyzng gtdéwng
tj. ptaszczyzng réwnolegta do obydwu kierunkoéw rzutow jest w
omawianej metodzie rzutow hiperbola.

Z rozwazan powyzszych jnozna wyprowadzié praktyczng konstruk
cje hiperboli wowczas, gdy dane sga jej asymptoty oraz jeden z
jej punktow. Nalezy jedynie odwrocld kolejnos¢ dziatan oméwio-
nych na rys. 3 i 4 i dla danych prostych 0So® i 0T°°° (asymp-
toty) oraz dowolnego punktu hiperboli szuka¢ odpowiedniej wiagz
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ki pustych jednorzutnych, osi x oraz sladow ptaszczyzny ghow-

nej O . Konstrukcje takg dla hiperboli réwnobocznej przedsta-
wia rys. 5. Przyjmujgc dany punkt hiperboli za wezdtowy punkt

Rys. 4
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ptaszczyzny gtodwnej Xg- - pozostate elementy konstrukoji w
oparciu o rys. 3 wyznacza sie nastepujaco:

1. 1lrzez punkt X6 prowadzi sie prostag rownolegta do
asymptoty 0S°°” 1 znajduje sie Jej punkt przeoleola =z
asymptotg OTO*~ - .

2. Z punk-tu jako $rodka zatacza sie 4uk okregu
stycznego do asymptoty 03°°° .

1. Z punktu prowadzi sie prosta styczng r do okregu:

, & nastepnie przez punkt Xg. kresli sie do niej

prostopadta hg- . Wyznaczone w ten sposéb proste hg 1
vg sa Sladami ptaszozyzny gddwnej z rys. 3, a zatem usta
+ajg kierunki rzutéw, za pomocg ktérych wigzce prostyoh
jednorzutnych a, b, c .... przyporzadkowuje sie zbior
punktéw A°, B°, C° .... tworzgacych szukang hiperbole i
stanowigcych k#ady elementéw wspélnych aff "A» b6 m B

Itp.
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4. Przez punkt Kg prowadzi sie prostg rownolegtg do stycz-
nej r , stanowigca odpowiednik osi X z rys. 3.
Punkt przeciecia tej prostej Cosi xX) z prosta poprowadzo
na przez rownolegle do hg jest Srodkiem P wigzki
prostyoh jednorzutnych a, b, c
Dysponujac elementami: x, ig, hg, Vg, ? mozna wyzna-
ozy¢ dowolnie wiele punktdéw rozwazanej hiperboli powta-
rzajgo konstrukcje z rys. 3.

Odnosnie dziatania 3, nalezy zauwazy¢, ze obok stycznej r z
punktu P do okregu S2* mozna poprowadzi¢ rowniez styczng A,
Uwzglednienie jej w miejsce stycznej r prowadzi do innych po-
+ozen prostych hg 1 x oraz punktu P (g, x,, ) syme-
trycznych prostokatnie wzgledem Vg . Na rys. 5 zazneozono je
liniami kreskowanymi. Jest widoczne, ze na skutek symetrii z
obydwu uktadow parametrow X, oraz X4 , pi< > \6» pl>
otrzyma sie te samg hiperbole uwzgledniajac jedynie  wkasc iwy
obrot plaszczyzny 6 przy dokonywaniu k#adu na Kierunek
obrotu ustalony jest wzajemnym podozeniem punktu P i asymr-
toty OSOG) Jezeli w jednym przypadku sg one po tej samej
stronie osi w drugim natomiast (linie kreskowe) po przeciwnych
jej stronach - obroty ptaszczyzny 6 w obydwu tych przypadkach
winny byd rézne (przeciwne).

Nalezy jeszcze zru
wazy¢, ze powyzsza kon-
strukcja wazna Jest je-
dynie dla tego przypad-
ku, w ktérym dany, do-
wolny punkt hiperboli
jest rézny od jej wierz-
chotka. Gdyby bowiem za
XE przyja¢ wierzcho-
+ek hiperboli - w wyni
ku dziatanh 1 r 4 otrzy
malibysmy Slady ptasz-
czyzny gtéwnej 6 pro-
étopad}e do osi x (ns.
67, Kierunki rzutéw Uy-



Marian Palej

+yby woéwczas prostopadte do rzutni, czyli mielibysmy do czynie-
nia z rzutami Monge’a. Jest oczywiste, ze rozwazona metoda kon-
strukcji hiperboli w tym przypadku zawodzi, gdyz proste jedno-
rzutne w rzutach Monge*a lezg na dwooh pi#aszczyznach (a nie na
powierzchni stozkowej) i1 w przecieciu z ptaszczyzng gtowng
tworza dwie krawedzie proste

W oelu oméwienia konstrukcji hiperboli nieréwnobocznej, tj.

zwigzanej z dowolnymi Kierunkami rzutdw,nieprostopadtymi do
rzutni - na rys. [ powtdrzono sposob wyznaczenia asymptot hi-
perboli z rys. , dokonujac dla wiekszej przejrzystosci kdadu

Mozna przyjac¢, ze powierzchnia stozkowa utworzona przez pro-
ste jednorzutne --w metodzie Monge’a i w bardzo szczegdélnym
przypadku metody (S) (str. 0) degeneruje sie do dwéch pta-
szczyzn. 0Odnosna hiperbola znieksztatoa sie wowczas do dwéch
przecinajacych sie prostych.
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ptaszczyzny w przeciwnym kierunku. Jak wida¢ z rysunku znale-
zienie wigzki prostych jednorzutnyoh i ptaszczyzny gtéwnej,kto-
rych elementy wspélne utworzg hiperbolag o danyoh asymptotach
0Sc<” , OTO™ 1 punkcie Xg- wymaga nastepujacych operacji:

1) wyznaczenia $ladu jako prostej przechodzgcej rowno-
legle do 0SO*“ przez dany punkt hiperboli Xg. Prosta

przecina sie z asymptotg OTO0°°w punkcie TA,

2) wyznaczenia ktadu $ladu hg- - h~ jako prostej przecho-
dzacej przez Xg réwnolegle do asymptoty OT0®. Prosta
h® przeoina sie z asymptotg 0So°° w punkoie M°,

3) skonstruowania na podstawie ™ rownolegtoboku
Xg MPT~  takiego, w ktorym X3 M = M®  przy czym punkt
M  jest oryginatem punktu M°. Przekatna tego roéwnole-
gtoboku przechodzgca przez Xg jest osig X, natomiast
wierzchotek przeciwlegty punktowi X~ - P - Srodkiem
wiazki prostych jednorzutnyoh.

Trudnos¢ oalej) konstrukcji polega na realizacji zagadnienia
3). W przypadku kiedy punkt dany jest wierzchotkiem hiperboli
konstrukoje 3) rozwigzuje sie stosunkowo prosto, gdyz réwnole-
gtobok XGMPT% jest wéwczas rombem, a zatem proste MQ i TRN
prostopadde do osi x pokryja sie z sobag (rys. 8) tworzac prze-
katng MTR prostopaddtg do %P . Aby wieo znalezé prosta X
wystarczy na odoinku X3 Ty opisa¢ pc¢tokrag i wyznaczy¢ punkt,
w ktoérym przecina go prosta prostopadta do przechodzgca
przez M°. Punkt ten jest punktem Q =z rys. 7 zjednoczonym z
punktem W i wraz z zadanym punktem X hiperboli ustala po-
Yozenie osi x. Slad jest wéwczas oczywiscie prostg sy-
metryczng do \Wg- wzgledem osi Xx.

Nalezy zauwazy¢, ze podobnie jak dla hiperboli réwnobocznej
i ta konstrukcja ma ograniczone zastosowanie. Nie da sie jej
uzywa¢ mianowicie w przypadku, gdy asymptoty sg prostopadte
(wéwczas rys. 8 przechodzi w rys. 6) oraz w przypadku, gdy a-
symptoty tworza z sobg po stronie hiperboli kat rozwarty. Pakt
ten datwo jest uzasadnic¢ sprzecznoscig wymagan stawianych kon-
strukcji. Zadanie bowiem, by kat M°0T* (rys. 8) by# katem
rozwartym, jest rownoznaczne z zadaniem , by ptaszczyzna
gtéwna & byta plaszczyzng dwuwidng (tj. taka, aby je-
den z Sladéw plaszczyzny tworzyd z danym kierunkiem
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osi x kat rozwarty woéwozas, gdy drugi Slad. tworzy z tym sa-
mym kierunkiem kat ostry). Wynika to stad, ze asymptoty sg réw-
nolegte do ktadow sSladéw ptaszczyzny gdoéwnej, a zatem w naszym

Rys. 8

przypadku musi zachodzié -=$M°X" > 90°. Nie trudno zas
stwierdzié¢, ze nie jest to -mozliwe w omawianej konstrukcji,gdyz
oS r jako przekatna rombu, ktdérego dwa boki lezg na Sladach
hg 1 My musi zawiera¢ z tymi Sladami katy sobie roéwne. Z dy
skusji tej mozna wiec dodatkowo wywnioskowac¢, ze w przypadku
rownolegtosci obydwu kierunkéw rzutéw do ptaszczyzny dwuwidnej
powstajaca z przeciecia wigzki prostych jednorzutnych ptasz-
czyzng gtdéwna hiperbola jest zawsze potozona w ten sposéb, ze
jej wierzchotki sa punktami réznymi* od punktu wezdowego plasz-
czyzny giéwnej .

Poniewaz wigzka prostych jednorzutnych w metodzie (S) two-
rzy powierzchnie stozkowag, mozna by réwniez rozwazy¢ konstrukcje
paraboli i elipsy jako krzywych przeciecia tej wigzki odpowled
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nimi plaszczyznami. Nalezy jedynie znalez¢ warunki, ktérym od-
powiada¢ muszg odnosne piaszczyzny tnace.

W przypadku paraboli - ptaszczyzna tngca winna by¢ réwnole-
gta do jednej tylko prostej jednorzutnej. tatwo zauwazyc, ze

warunku tego nie spet-
nia w zadnym przypadku
ptaszczyzna gtdéwna, jak
réwniez - ogdllnie
ptaszczyzna rzucajaca,
o dowolnie przyjetym
Jednym sSladzie. Rozwa-
zania wyjasnia rys. 9,
na ktérym przedstawio-
no dowolng ptaszczyzne
V- p2 - rzuoajaca.
Jest widoozne, ze o-
préoz réwnolegtosci do
prostej T spelniaja-
cej relacje fp /4 ptaszczyzna ta jest roéwniez rownolegta do
szozeg6lnej prostej t, bowiem zachodzi //hy. .
Aby ptaszczyzna V byta réwnolegta do jednej tylko prostej Jed-
norzutnej - obydwie proste f i t winny sie zjednoozy¢, a za-
tem Slady ptaszczyzny W winny w rozwinietym uk#adzie rzutni
pokrywa¢ sie z sobg. Warunkom tym odpowiada ptaszczyzna <P.

Konstrukcje paraboli jako krzywej przecieoia wigzki pros-
tych Jednorzutnyoh ptaszczyzna e przedstawiono na rys. 10.
Orafioznie konstrukoja ta jest analogiozna do znanej konstruk-
cji paraboli wowczas, gdy dane sga jej dowolne dwa punkty (S ,
X) oraz styczna i Srednica przynalezna do Jednego z tych punk-
tow (s, S1 T1° ). Rozwazania powyzsze mozna by wiec rozumiec
jako dodatkowe uzasadnienie tej konstrukojl.

Przechodzgc do oméwienia przekroju wigzki prostych Jedno-
rzutnych w elipsie nalezy zanalizowa¢ warunki wykluczajgoe rcéw
notegtos¢ plaszczyzny tnacej do jakiejkolwiek prostej tej wigz-
ki. Poniewaz ptaszozyzna rownolegta do pewnej prostej zawiera
proste rownolegte do tej prostej,oznacza to, ze plaszozyzna tng-
ca wigzke prostych jednorzutnych w elipsie nie moze przecho-
dzi¢ przez zadng prostg, ktdorej obydwa rzuty sag do siebie row-
nolegte.



16 Marian Palej

Rozwazmy na rys. 11 dowolne Kierunki rzutow i p2 prze-
chodzgce przez dwa dowolne punkty osi x - i H~. Zbadajmy
jJakim warunkom muszg odpowiada¢ ptaszozycny przechodzgce przez

proste, ktoryoh obydwa rzuty sa réwnolegte. W tym ocClu obierz-
my pary dowolnyoh prostyoh rownolegdyoh L]j//1'2‘, 15//1%, B3if13
itd. przechodzacych odpowiednio przez punkty i i
traktujmy je jako rzuty prostyoh 11, 12, 14 .... rownolegtyoh
do odpowiednioh prostych Jednorzutnyoh. Z warunkéw przynalez-
nosci rzutdéw pierwszych do punktu 1 rzutéw drugich do
wynika, ze $lady tych prostyoh Hl, Vvl ,6 H2,V2, , Vg itd. le
za odpowiednio na prostyoh p2, pl. Szeregi punktow pl (vl,v2
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R I | t Hg, Hj .---. ) sa rzutowe, gdyz powstaty z
przeciecia tych prostychprzyst.ajgcymi pekami prostych l»,
I\ ) i ~(1j, I\ proste Hl V1, H2 V2, H, V3 ... itp.

sg wiec styczne do pewnej stozkowej, ktorg w naszym przypadku

stanowi hiperbola o asymptotach p|, p2. Jest zatem oozywiste,
ze zadna z prostych nie moze przechodzi¢ rownoozasnie
przez obydwa obszary katéw wierzchotkowych @&, « 10, (wyklu-
czajac potozenie pokrywajgce sie z ramionami tych katéw), ozy-
li nie moze tworzy¢ z osig x kata X apekniajgoego nierdéw-
nos¢: (jl<X<X> , w ktérej (U IV stanowig katy utworzone
przez proste pl i p2 =z osig x ,mierzone analogicznie j.ak<i/L

Nalezy zauwazy¢-, ze wniosek powyzszy jest niezalezny od od*
legtosci dowolnie przyjetych w zatozeniu punktow 2 i TA, iy~
nika stad zatem, ze aby wyznaczy¢ Slady ptaszczyzny 1P , na
ktérej nie da sie obrac¢ prostej rownolegtej do jJakiejkolwiek
prostej jednorzutnej wystarczy przyja¢ je np. jako zjednoczono
z dowolng prostg m zawierajaog z osig x kat Z . Warunek
ten wykorzystano w rys. 12 ilustrujgcym przekréj wiagzki pro-
stych jednorzutnych w elipsie.
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Konstrukcja elipsy jest tu wielokrotng konstrukcja punktéw
przebicia ptaszczyzny < prostymi jednorzutnyml: a(alz az),
b(blz b2) --.. Dla uproszczenia rysunku wyznaczono Jedynie
rzut pierwszy elipsy postugujac sie w konstrukcji punktow prze
biola ptaszozyznaml pomocniczymi p2 - rzucajacymi przechodza-
cymi przez poszczegdlne proste jednorzutne, tj. ptaszczyznami
peku o osi

Rys. 12°
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Z konstrukcji wynika, ze rownolegte do siebie proste: s~ i HVI
(ako rownolegte do v6 ) sg stycznymi do elipsy*”~. Poniewaz
podstawowymi danymi do konstrukcji bydy: punkt P i prosta s
(Jako rownolegta do zatozonego Sladu v& ) oraz punkt X 1 pro-
sta hy, &W,, na ktérej lezy punkt A ograniczajacy wraz z P
jedng Srednice elipsy (W punkcie tym styczna jest rownolegta
dc s) - przeto konstrukcje z rys. 12 mozna uwazadé za konstruk-
cje elipsy danej dwoma dowolnymi punktami i przynaleznymi do
Jednego z nioh styozag 1 Srednicg (Jako odcinkiem) tej krzywej.
Warunki te sg identyczne do tych, jakie rozwazalismy przy oma-
wianiu paraboli. ldentycznie réwniez przebiega konitrukoja je-
zeli tylko uwzglednid, ze odpowiednikiom punktu A elipsy byt
punkt niewkasciwy T'°° paraboli.

Wspolne cechy konstrukcji paraboli (rys. 10) i elipsy (rys.
12) sktaniajg do przeanalizowania analogioznej konstrukcji hi-
perboli. Zagadnienie takie rozwazono na rys. 13 wprowadzajac
dla dowolnie przyjetej plaszczyzny gtéwnej 6 - ptaszczyzne
9 takg, dla ktorej w rozwinietym uktadzie rzutni zaohodzi

* y9 » przy czym proste te tworzg z osig x kat rézny
od okreslonego wyzej kata X
Podobnie jak w poprzednich przykdtadach konstrukoje ograniozono
do wyznaczenia rzutu pierwszego hiperboli przyjmujac przez po-
szozegblne proste jednorzutne plaszczyzny p2 - rzucajace, tj.
pek ptaszozyzn o osi h~™J .

Proste s i A VIl sa styczne do hiperboli 1 Jednoczesnie
wzajemnie réwnolegde. Oznacza to, ze punkty stycznosci Al oraz
P€x leza na jednej Srednicy tej hiperboli. Analogicznie za-
tem jak w przypadku paraboli 1 elipsy konstrukcja przedstawio-
na na rys. 13 jejt konstrukcja hiperboli danej dwoma punktami
oraz styozng i1 Srednica (Jako odcinkiem) przynalezng do jedne-
go z tych punktéw, bowiem elementy te sa réwnowazne ukdadowi za

W dowodzie na to wystarczy zauwazy¢, ze pek prostych HV!I
o0 Srodku H jest rzutowy z pekiem prostyoh jednorzutnyoh o
Srodku P. Tak wiec prostej jednorzutaej a(&l » a2) odpowia-
da w peku (H) prosta styczna do elipsy. Poniewaz jednak: H«

«V . Al - prostg styozng jest prosta Hy"D, a ta z zaloza
nia musi bgé rownolegta do s , gdyz jest to kierunek rzu-
tow p #ZV5.
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tozen przyjetych w rys. 13 (przez dane dwa punkty hiperboli P
i X przechodzi o§ x, rownolegle do stycznej s przechodzi
slad \g., rownolegle do Srednicy PA- prosta hff, punkt X
oraz punkt A ograniozajacy znang Srednice ustala potozenie
Sladow hy, * y,p).
Rozwazania powyzsze mozna rowniez rozszerzy¢ na przypadek,

w ktorym stozkowa dana jest czteroma dowolnymi punktami 1 stycz-
na przynalezng do jednego z nioh. 0Odnosny przykdad wyznaczenia

Rys. 13

elipsy przedstawiono na rys. 14. W interpretacji rozwazan elip-
sy jako przekroju wigzki prostych -jednorzutnych przyktad ten
miatby nastepujgce zatozenia: dane sg kierunki rzutéw roéwnoleg-
4e do sSladow ptaszczyzny gdownej & . Dana jest rowniez pewna
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Sys. 14
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ptaszczyzna tngca dowolng wigzke prostyoh Jednorautnych w
elipsie, przy czym slady tej ptaszczyzny w rozwinietym uktadzie
rzutni nie pokrywaja sie z sobg (@, k v& . Wyznaczy¢ Kkrzywa
przekroju.

Konstrukcje w rysunku 14 ograniczono réwniez do wyznaczenia
rzutu pierwszego elipsy. Analogioznie jak na rys. 12 poszczegol-
ne punkty elipsy znaleziono jako punkty przebicia ptaszczyznyf
prostymi jednorzutnymi, przy czym jako ptaszczyzny pomocnicze

m
) Aby unikng¢ doboru takiej ptaszczyzny, ktora przecinataby
wigzke prostyoh jednorzutnych w krzywej nie bedacej elipsa
wystarczy, jak " wynika z rysunku 1l przyjaé slady h» i
tak, aby katy utworzone przez nie z osig x odpowiadaty
warunkom stawionym katowi X ze str.17.
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przechodzgce przez te proste wprowadzono pdaszczyzny p- - rzu-
cajace, czyli ptaszczyzny peku o osi a”l/hg. Przy zmianie Jed-
nego z punktéw danych op. z X na @ m (X) zasadniczy tok
konstrukcji pozostanie ten sam, nalezy jedynie uwzgledni¢ nowe
pofozenie osi  (X) =PPl i $ladéw plaszczyzny f (obowigzuja
wowczas analogiczne oznaczenia w nawiasach).

Przy podobnych zatozeniach na rys. 1? rozwazono konstrukcje
hiperboli. W rysunku tym ptaszczyzne tnaca przyjeto Jjako
pO -rzucajaca. W rezultacie interpretacja zakozen jako elemen-
tow okreslajacych hiperbole oznaczataby dane: dowolne punkty
krzywej P i1 X, stycznag do krzywej w punkcie P istyczna YA*)
oraz punkty niewtasciwe N iTm , tj. Kkierunki asymptoot
rownolegtych kolejno do VvV, oraz h~.

Nie trudno zauwazi/c uwzglednlajqc odpowiednios¢ pomiedzy punk—
tami elipsy A" i a nlew+aSC|wym| punktami hiperboli T
i K", ze konstrukcje obydwu tych krzywych sg identyczne.

Na rys. 16 1 17 przedstawiono szczeg6lne przypadki przekro-
Ju wigzki prostych jednorzutnych.

Z rys. 16 czytamy, ze jezeli pomiedzy kierunkami pl i p2 w
rozwinietym uktadzie rzutni zaohodzi prostopadtosc,woéwczas dla
przekroju ptaszczyzng f (x, * v<p) otrzymujemy osie elipsy ja
ko odcinki: PA1/# pO i MINw . Podobna sytuacja zachodzié
bedzie dla przekrojéw w postaci paraboli i hiperboli.

Aby otrzyma¢ przekrdj wigzki prostych jednorzutnych w postaci
okregu, ptaszczyzne @, * v») nalezy przyja¢ prostopadle
do osi rzutdéw. Szczegéty 1 uzasadnienie konstrukcji wynikaja z

rys. 17.
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(PHAIHE OOOBEHHOPO 1i0JJ00HW B METQJIE UAPAILIEJIRHOO 1iPCEKTIVRCDAHHIAL
CoAepxaHKe

PaboTa KacaeTOH oAHoro MeToxa napajue/ttHoro npoeKTHpoBaioiH Ha «Be nepneH-
AHKyjmpHHe MOCKOCTH. B MeT0A6 paCCMOTpeHO npHMHe, KOTopHX 1ipOBKUHH HaKpKRaDT
ca b pa3BepHyTou CHCTBMe nJiockKOOTe& npoeKiana.

AOKaBSHO, MTO MHOXeCTBO 3TIDC npHVHX HHUUAeHTHHX C OAHO& TOakKOU OCH  npoeKUHH
oopa3yeT KOHHaecKy» noBepxHOCTB.
PaccMOTpeHO eenem« arol noBepxHoctH b sjuiimce, napadoxe h ranepdoxe.

SONDERGERAPEN IN EINER PARALLELPROJEKTIONMETHODE

Zusammenfassung

Erwdgungen betreffen eine Methode des Parallelprojezierens
auf zwei senkrechten Ebenen. In dieser Methode betraohtet man
Sondergeraden, deren Projektionen in einem abgewiokelten Pro-
jekt 1ionsebenesystem zusammenfallen.

Es ist bewiesen, dass die Gesamtheit solcher, mit einem Pro-
jektionsachsenpunkt inzidlerenden Geraden eine Kegelflache bil
det.

Man hat eine Ellipse, eine Parabel und Hyperbel als Durch-
schnitte dieser Flache betrachtet.



