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STAliISEAW OCHONSKI

RZUT PROSTOKATNY NA DWIE NILPROSTOPADLE RZUTNIE

Wstep

Y niniejszym artykule omowio.no pewne uogélnienie metody Mon
ges8 ograniczajgca sie do podania zasady odwzorowania punktu,
prostej i ptaszczyznyl”.

1. Zasada odwzorowania

W tréjwymiarowej przestrzeni wyroéznijmy dwie ptaszczyzny
Ax 1 3 spekniajagce warunek:

s) 0° <ml?”< 180°, gdzie <3 33

Ponadto obierzmy dwa kierunki rzutéw 1§ 1 , oraz k2 1 52
Ptaszczyzne S wraz z kierunkiem k™ (i * 1*2) bedziemy nazy
wali aparatem rzutowym. Poniewaz k~ + 3 aparaty”te nazwiemy
normalnymi. Rozwazan« metoda odwzorowania jest uogdlnieniem me
tody Monge*a polegajacym na zastgpieniu pionowej rzutni, rzut-
nig nachylong do rzutni 3§ pod katem < 3™~ | speknia-
Jacym warunek "a'.

Omawianag metode oznaczymy krotko przez (B), a metode Monge~a
przez (M). Zespo+ dwu aparatow rzutowych spedniajgcych warun-
ki:

a) 0° < $ < 180°

b) WY1 « oraz k.1 ~2 nazwiemy uktadem metody (B)-

~ Prace te autor referowat na Konferencji Katedr Geometrii
Wykreslnej odbytej w czerwcu 1961 roku w Rogowie.
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W takim uk#adzie rzutnie determinuja prostopadte do nich kie-
runki rzutéw, a wieo ukdad jest wyznaczony przez przyjeole
dwéch ptaszczyzn jako rzutni (rys. 1).

Ptaszczyzne 6' prostopaddtg do krawedzi przeciecia sie rzutni
x = ~ a2 bedziemy nazywali plaszczyzng g¥éwng Jest ona row
nolsgta do kieruDkéw Kk i k2.

Rys. 1

Rzutnie uktadu metody (B) dziela przestrzen na cztery obszary,
ktdére wyznaczaja cztery katy dwusoienne parami rowne.
WielkosSci tych katéw ujawnimy przecinajac rzutnie 3™ i 31 u-
k#adu (B) ptaszczyzng gtdéwng. 6.

Poszczegdlne obszary oznaczamy symbolami 1, ... 1V, zakkadajgo
ze oko rysownika wzglednie obserwatora znajduje sie w obszarze
pierwszym (rys. 2).

Slady ptaszczyzn ot, fi, na rzutniaoh 9™ i 3 oznaczaé be-
dziemy odpowiednio: oraz S2a , S© e
Pare Sladéw SIHF» S26- plaszozyzny ghdéwnej 6°' nazwiemy para
odnoszgcych ukdadu (B)W sg one prostopadte do osi Xx.
Analogicznie jak w metodzie (M) sprowadzamy rzutnie ukdadu (B)
do jednej ptaszozyzny rysunku, przez obrét dookota osi x Jed
nej z rzutni do pokrycia sie z pozostata rzutniag zaktadajgo
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przy tym, ze obrét ten odbywe sie w obszarze Il i IV oraz =ze
jedna z rzutni jest identyczna z ptaszczyznag rysunku (rys. 3).

Mozna oczywiscie zastosowa¢ tu i drugg interpretacje sprowa-
dzenia rzutni uk#adu (B) do jednej plaszczyzny rysunku, przez

rzut punktow plaszczyzny " kierunku Kk~ prostopaddym do
ptaszczyzny symetrii kata dwusciennego obszarow Il 1 IV

rzutnie 3t*, co przedstawia schematycznie rysunek 4.

na
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1.1. Odwzorowanie punktéow

Kazdemu punktowi P w przestrzeni mozemy przy pomooy
aparatéw rzutowych @™, k1) i (<",k2) przyporzadkowa¢ pa-
re rzutow prostokatnych i P Przynaleznych odpowied

nio do pary odnoszgcych S1&, S2& (rys. 1).

Twierdzenie odwrotne jest rowniez stuszne, a
punkty P1 12P spetniajg warunek: P% Si}z i PE sn, a
proste S15, 1 ?¢f- tworzg pare odnoszacych, to istnieje je-

wiec jezeli dwa

den i tylko jegen punkt P w przestrzeni dla ktdérego dane
punkty i P° sag parg rzutow w ukdadzie B.
Warunek P1 i P eS2n Jest zatem warunkiem koniecznym i wy

starczajgoym dla odwzorowania punktu P w ukdadzie (B).
Punkt P1 bedziemy nazywali rzutem pierwszym punktu. P, a

punkt P2 odpowiednio rzutem drugim punktu P.

Po sprowadzeniu rzutni ukdadu (B) do jednej ptaszczyzny rysun-

ku otrzymujemy rozwiniecie, albo inaczej rysunek roboozy przed

stawiony ia rys. 5.

Odnoszace Sid 1 sze Jako proste prostopadte doosi X, po

rozwinieciuvzajemnie pokrywaja sie tworzac Jedng prosta pro-
stopadtg do osi x, ktdérg krotko na-
zwiemy odnoszacag. Jednakze na podstawie
rys. 5 nic mozna w sposOb jednoznaczny
odtworzy¢ potozenia punktu P w prze-
strzeni, poniewaz rysunek ten nie pozwg
la odtworzy¢ wzajemnego podozenia rzut-
ni ukdtadu.

Najprosciej mozna zdeterminowaC wza-
jemne potozenie obu rzutni przez poda-
nie kata naohylenia rzutni ¥, do ~
Poniewaz ptaszczyzna gtdéwna 6 jest pro

stopadta do obu rzutni, przeto jej sSlady wyznaczaja cztery kag-
ty ptaskie odpowiednio réwne katem dwusclennym wyznaczonym
przez cztery obszary. W celu unikniecia wieloznacznosci, ozna-
czmy przez $ kat wyznaczony przez obszar 1. (rys. 1). Usta-
wienie rzutni 3C2 rzutni mozemy tez jednoznaoz-
.nie ustali¢ przez podanie na jednej z rzutni, pewnego punktu
nielezgcego na osi X orsz jego rzutu prostokatnego na pozo-
statg rzutnie (rys. 6a, 6b).
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Oznaczmy ow wybrany punkt przez P, a jego rzut normalny
przez Pn, oo oznacza, ze PQ =P1, lub PQ - P2,w zaleznosoi
od tego czy oryginat P przynalezny do rzutni <™, czy tez
do rzutni 3.

pp

x/ X

«PSplp2

Rys.6b

2 rysunku 6a czytamy, ze stosunek PPXJ P ?x m constans,dla
danego kata $

Ponadto nalezy tu zwrécic¢ uwage na nastepujgce bardzo istot
ne szczegoty:

a) Dla kazdego potozenia punktu P odcinek PQ?X jest rzu
tem prostokatny?! odcinka PPX wobec czego spedniona mu-
si by¢ nastepujgca nierdéwnosc:

(PPX) > (PnPx ()

b) Przez _sprowadzenie rzutni ukdadu (B) do jednej ptaszczy»
ny rysunku T , uzyskujemy dwa uk#ady osiowo powinowate
ztgczone dwoma réznymi zwigzkami powinowactwa pochodzagcy
mi z odwzorowania rzutni 3 na rzutnie przez rzut
rownolegty w kierunku k' oraz z odwzorowania rzutni 3
na rzutnie SC2 w kierunku Kkg.

c) Kazdy punkt ptaszczyzny rysunku, moze byd uwazany za
punkt przynalezny do ukfadu S lub do ukdtadu % Je-
zeli np. zatozymy, ze AE£31™ i wykresSlimy na mocy row-
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noscl FPp,, pnp- c Jjego raut A , to kkadac 1=B.
ale -1 otrzymamy jego rzut B% Identyczny z rzu
tem A punktu A (rys. 7). Wynika stad, ze jezeli Jest
dana jedna taka para punktow, a mianowicie oryginat P na
jednej rzutni 1 jego rzut ortogonalny Pn na pozostala
rzutnie, to obierajac dowolnie punkty 8 c”™, Qes2 mo
zemy wykresli¢ ich rzuty tak jak to pokazano na rysunku
8 19.

Aby trardziej poglado
wo wyjasni¢ konstrukcje
kata #, nalezy wykonac
k¥ad ptaszczyzny gtow-
nej na ptaszozyzne ry-
sunku T . (rys. 10).
Przyjmijmy, ze dany jest
punkt A £ Z2 nielezaoy
na osi X oraz ze
punkt Al jest rzutem

A prostokatnym punktu A
na rzutnie %A Jezeli
obrécimy ptaszozyzne
gkéwng CTdokoda $ladu
Slqg o0 kat 90° to prosta

Al

Rys. 7
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przeohodzgca przez punkt Al i prostopadta do Sladu S1(~ jest
ktadem normalnej do rzutni 1 przechodzacej przez oryginat A
Wystepujacy na rzutni S * naturalnej, wielkosci odcinek V
wystgpi w niezmienionej diu
gosoi i1 w kltadzie, a wiec m
lezy wykresli¢ okrag
o0 srodku w punkcie Ax i
promieniu AxA. Okrag ten

A-A

wyznaczy na prostej m kdad

A punktu A. i-Tosta AAY
= jest kiadem sladu
S3g 1 wraz ze alaaem

wyznacza kat $ = < ad B2(T

Aby rozwazana konstrukcja
posiadata sensowne rozwiagza
nie musi by¢ spedniony wa-
runek :

g ia a

Okrag przecina prosta dwu punktach - oo wyraza, ze
ptaszczyzne g#déwng 6' mozna podozjé na rzutnie 8] przez obrét
dokota 3~ o0 kat QO na dwa rézne sposoby.
Ponadto umowa, ze $ oznacza kat wyznaczony obszarem 1 wyroéz-
nia jednoznacznie ten kat sposrod cztereoHt katow wlerzchotko-
wych wyznaczonych przez proste i S9. .

Jezeli rzut pierwszy A punktu A jest punktem wewnetrz-
nym odcinka Ax A, to kat & jest katem rozwartym (rys. 11).
Ktadgc natomiast ptaszczyzne gtéwng A na rzutnie S przez
obrét dokota sSladu 0 kat 90° (rys. 12), to trdjkat Ax ADA
zbudujemy przy pomocy potkola 520 1 dulau okregu 527
Jest tez widoczne, ze istnieje rozwigzanie czyli punkt przecie
cia sie okregow 520 i1 3 jezeli lezaoy na zewngtrz odoinka
AA punkt A spednia warunek: /AA />/A A /, lub jezell
punkt Al lezy wewngtrz odcinka AXA.



34 Stanistaw Ochonski

Nalezy zauwazac¢, ze dla ukdtadu (B), w ktorym rzutnie
312 zawierajg kat & + 90° - dla kazdego punktu S2 e 22
dla kazdego punktu Sl1le3”1 zachodzi zwigzek:

a w konsekwencji w rozwinieciu otrzymujemy nastepujaca relacje:

przy czym jest to wkasnos¢ charakterystyczna tylko dla punktéw
przynaleznych do rzutni ukdadu (B) rys. 13.

Szczegot ten zostat dlatego tak zaakcentowany, poniewaz ne pod
stawie tych zwiazkéw bedziemy wykreslali $Slady prostych okres-
lonych przez i™h rzuty.

Rys . 11 Rys. 12

Hys.13
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1.2. Odtwarzanie punktow

Aby odtworzy¢ w spos¢b jednoznaczny podozenie punktu P
wzgledem ukdadu (B), ktdérego rzuty P1 i P2 sg dane w roBwlnle
tym ukdadzie, to musimy zatozy¢, ze znany jJest jeszcze kat #.

Znajac kat & wykreslamy kd#ad 526
Sladu S, ptaszozyzny gtéwnej 6
przechodzgcej przez odtwarzany punkt

P. Okrag £2 (P . P, P2) wyznaczy
2X

na prostej 555 k¥ad P rzutu
P punktu P na rzutnie ~ (rys,
14). Prosta mX£P1 oraz

prosta nxeP2x i nx I Sx~ przeoi
najg sie w punkcie ktéry jest
ktadem oryginatu P. Nalezy zazna-
czy¢, ze Istnieje zawsze jedno 1 tyl
ko jedno rozwigzanie Px dla kazdej
pary rzutéw Pl 1 P2 przynaleznej
do odnoszacej .-

Odcinek P1?x wyraza odlegtos$é oryginatu ® od rzutni an

zas odcinek P2XpX odlegtos¢ punktu P od rzutni 3J2*

Jezeli przyjmiemy proste ¢16. i jako osie kartezjan-
skiego uk#adu odniesienia na ptaszczyznie gtoéwnej 6,. to punkty
P 1P Y wyznaczajg wspodrzedne kowariantne punktu P.
Postugujac sie tym ktadem mozemy wskazac¢ podozenie oryginatu
wzgledem ptaszczyzny rysunku w ten sposéb, ze "‘podniesiemy' po
4ozong ptaszczyzne gtdébwng 6 w jej pierwotne podozenie.

1.3. Odwzorowanie prostych

W uktadzie (B) obierzmy dwa rézne punkty P(P4 , Pp) i Q(Q| ,
Q2) zaktadajac, ze nie lezg one w tej samej plaszczyznie gtow-
nej 6 . Punkty te wyznaczajg prosta m * P Q, ktérej rzutami
sq proste: ml * P1 Qim2 * P2 Q2. Z przynaleznosoi punktow
P i U do dwu roéznych ptaszczyzn gtdéwnych wynika, ze zaden z
rzutbw < i m2 nie jest prostopadty doosi x. Na oawrot,
jezeli rzuty ml i 2 spedniajag powyzszy warunek, to istnieje
Jedna 1 tylko jedna prosta m w przestrzeni, dla ktorej proste
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m1 im2 sg rzutami. ula dowodu wystarczy proste m:L im 2 prze-
cig¢ dwiema roznymi odnoszacymi, Ktdére wyznacza dwa rozne punk
ty PP, 1) i '. 4%), awiec jedng tylko prosta m =P Q
(rys. 15).

1.4. Slady prostej

Punkty przebicia rzutni przez prostg nazywajag sie Sladami
tej prostej. Punkt S™m =m e di* nazwiemy Sladem pierwszym
prostej m, za$ punkt S?m =m 52 Sladem drugim owej pro-
stej.

W praktyce rysunkowej najchetniej postugujemy sie dla odwzo
rowania prostej jej sladami, pod wrarunkiem, ze sg to dwa rézne
punkty, a wiec z wydgczeniem prostych przecinajacych os x. Aby
jednak obrane dowolnie punkty Sim (S1m, S™m) i S2m(S2m, £2m)
byty istotnie sSladami pewnej prostej m nalezy zagwarantowac
przynaleznos¢ S™me 33 1 S?7€N€ O, Z réwnosci PPX : -
= const. wynika, ze przynaleznos¢ ta bedzie spelniona  jezeli
zachowamy
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Dla sladow nieprzynaleznych do wspélnej odnoszacej §yg. =
= Soq4 powyzszy warunek jest réwnowazny zadaniu, aby pomocni-
aste SIm S2m 1 ~1m S2m przecinaty sie w punkc € 1 le-
zgcym ha osi X co przedstawiono na rysunku 16.

Gdy prosta przynalezy do ptaszczyzny gtownej, to posiada ona
jedno z trzech, wzajemnie wykluczajgcych sie potozen:

1) a#k, i wowczas a = Sla’ a2l x , Soae a
2) b/Ag 1 wowczas b =S, ., bllx, ,, = 4
3) k" #C tfkg 1 wOwczas =C2iX

W przypadku trzecim rzuty prostej nie wyznaczaja prostej w

przestrzeni. Aby odwzorowanie to bykto doskonatym nalezy podac¢
rzuty dwu réznych punktéw owej
prostej .
Kazda inna kombinacja dwu rzu-
tow pl i p2 nie objeta powyz-
szymi przypadkami nie przedsta-
wia prostej w przestrzeni, dla
ktorej dane w rozwinieciu pro-
ste p1 i p2 stanowityby pare
rzutow. Jezeli dane sa rzuty
prostych przynaleznych do pta-
szczyzny ghdéwnej (potozenia od
1-3), to ich slady realizujemy
przy pomocy kiadu _ptaszczyzny
gtownej fF o kat 90 dokota jed

nego z jej Sladow na phaszczyzne rysunku. Jezeli prosta nie le

zy w ptaszczyznie gtoéwnej & , to jej sSlady wyznaczymy na pod-

stawie nastepujacego rozumowania:

Niech rozwazana prosta nazywa sie m"

Szukane s$lady Su1l 2m prostej” speknia¢ muszg nastepuja-
cy ukitad warunkéw:

d ., Slm £nm

b) s2m €M
2
) = (Sin S1m” sl«e) * (S2m SL  SIWY) = constags.
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Na rysunku 17 odwzorowano prosta m za pomocg dwu rzutéw
m im. Poprowadzmy pomocniczg prosta zl x, ktdra na rzu-
tach ml i%n wyznacza odcinek AB, a nastepnie podzielmy
ten odcinek przy pomocy punktéw C i D tak, aby zachodzita
rownosc:

*AB, CO) = (BA, D) = constans.

Oznaczmy punkt przeciecia prostych m1 im2 przez K.

Proste KC 1 KO przetng oS x w punktach i S?]I, a
przeprowadzone przez te punkty odnoszace wyznacza sSlady da-
nej prostej gdyz: (AB,0) = (&*m slm, S~) = (S™ S2m S?my) =
= (Ba,D). Junkt przeciecia sie pomocniczych prostych S™m S2m
i SJH S2n lezacy na osi x jest sprawdzianem poprawnosci
przeprowadzonej iconstrukcji .
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Dyskusja przeprowadzonej konstrukcji.
1. Jezeli C = A woéwczas $ = 90°, gdzie $= i1 ARG 1AW

2. Jezeli punkt C jest wewnetrznym punktem odcinka A B
wowczas kat & < 90°.

3. Jezeli punkt C =S, gdzie S = 1/2 AB wowczas kat
&= 0.

4. Jezeli punilct C jest zewnetrznym punktem odcinka AB to
kat > 90°.

Rysunek 18 jest ilustracjg nieco innego sposobu wyznaczenia
Sladow prostej gdy znane sg jej rzuty. Aby jednak wyznaczy¢ owe
Slady musimy uprzednio jednoznacznie zdeterminowac potozenie

Rys. 18

rzutni 31 wzgledem rzutnl 3l. - co czynimy przez wyréznie-
nj%e pewnego punktu A é m e 310 1 jego rzutu -prostokatnego
A na rzutnie 3l . Prosta m ” 4#3aczaca punkt I =m X [
punkt Al-| jest rzutem pierwszym rzutu drugiego prostej m. Po
prowadzona przez punkt S™m =m"~ m - rzut pierwszy sSladu
drugiego prostej m odnoszapa przecina prosta m" w punkcie
~ szukanym sladzie drugim prostej m.

Zaktadajac, ze b= Bl £m1 e 3, wyznaczamy nastepnie

rzut normalny Bn punktu B na rzutnie d,,t korzystajac ze
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zwigzku powinowactwa osiowego pochodzgcego z odwzorowania rzut
ni 3 na ~ P~*zez rzut réwnolegty w kierunku k2 oraz z
odwzorowania rzutni 3 113 ~ przez rzut réwnolegly w Kkie-
runku k,, (rys. 8). Punkty Ill 1 BIl wyznaczajg rzut drugi
rzutu pierwszego prostej m. Proste m im przecinaja sie
w punkcie S"™m, ktory jest rzutem drugim Sladu pierwszego pro
stej m. 1
Poprowadzona przez ten punkt odnoszgca przecina prostg m w
punkcie S™m - Sladzie pierwszym rozwazanej prostej.

Podobnie jak poprzednio punkt przeciecia sie  pomocniczych
prostych S2d Sim i S~ S™m, lezacy na osi X jest spraw-
dzianem poprawnosci przeprowadzonego rozumowania, a wyznaczo-
ne w ten sposob sSlady spelniaja nastepujacy ukdad warunkow:

a) <& SIim€m
b) Sh"e m

) e (Slm Sim* SImx) = <S2m S2m~” S2mx) = constans

1.4. Odwzorowanie ptaszczyzn

Podobnie jak w metodzie odwzorowania (M) najprosciej odwzo-
rowuje sie plaszczyzne w uktadzie (B) przy pomocy jej sSladéw.
Pomijajac przypadek plaszczyzny przechodzacej przez os x, sSla-

dy ptaszczyzny sag dwiema prosty
mi przynaleznymi do tej ptasz-
czyzny 1 wyznaczaja w sSposob jed
noznaczny jej podtozenie,oczywis
cie przy zatozeniu, ze znany
jest kat & - 33
Ten sposGb odwzorowania plasz-
czyzn posiada jeszcze i te za-
lete, ze w pewnych szczegdlnych
przypadkach mozna bezposrednio
z rysunku roboczego odczytac¢ po
+ozenie danej ptaszczyzny wzgle
em ukdadu. Jezeli plaszczyzna a nie jest réwnolegta do osi X,
to trojka ptaszczyzn a, 31, 3t musi mie¢ wspllny punkt, a
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wiec Slady dowolnej ptaszczyzny o muszag sie przecigaéw punkcie
X;x ) punkt ten nazywamy punktem wezdowym plaszczyzny (rys.
19).

W szczegoblnosci dla ptaszczyzn réwnolegtych do jednej rzut-
ni” uktadu zachodza relacje:

a) e» fi 1q] = 72fA~" NFEN]L = N3

h) e 113y il X =
Slady ptaszczyzny p réwnolegdej do osi x sg réownoleghe do
osi  X.

Na szczegdlng uwage zastuguja ptaszczyzny prostopadie do

rzutni tzw. ptaszczyzny rzucajace. PHaszczyzny prostopadte do
rzutni 3 albo 3» nazywamy odpowiednio poziomo  wzglednie
ukosnie rzucajacymi. Jezeli rzutnia 3F0 jest pionowa, to pta-
szczyzne prostopaddg do 30 nazywamy pionowo rzucajacs.
Jezeli Ze i ~ nonEx, to prosta 7zt = 2 jest prostopad-
4+a do rzutni 31, a wiec kazda ptaszczyzna peku z (X ,fi,...)
jest prostopadta do rzutni 3 (rys. 20).
Ktadac Z = R 6 &GN, (R
non € X) uzyskamy pro-
stg RR2 =rl 312 . Kazda
ptaszczyzna peku pta-
szczyzn T(a,fi, ....)
J-est prostopadta do rzut
ni 3 (ys» 20).

W szczeg6lnosci z wa
runku 61 x wynikaCi &
i61 3 oraz S9. =
S26 1 x*

Ponadto ptaszczyzny od-
wzorujemy podajac rzuty:

Rys. 20 1) trzech punktéw
nielezagcych na

jednej prostej,
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2) dwoéch prostych przecinajacych sie,
3 dwoéch prostych réwnolegtych.
4) punktu 1 px*ostej nieprzechodzacej przez punkt.

Rekopis z#ozono w Redakcji 16.12.6,3 r.

OPTOTOHAJLIWE |IPOEKUTOI
Coiepiame

] padoTe paccMOTpeHo mbtoa npoeKUHH (H3odpatceHHH) hbjihbiuhzch HeKOTopuM od-
o6meHHeM MeTo.na Momta. OdodueHHe coctoht b saMene BepTBKyjiHpHofl luiockocth npo
eKUHH HBKJIOHHOB nJIOCKOCTBB.

HocTpoeHHe ochobhhx npoeKUHH npoH3Be.ueHO npn HcnojTLsobbhhh poucTBeHHinc co-
OTBeTCTBHH b npeodpa30BaHHH npoeKUHH.

H padoTe odcydmeHo H3odpa*eHHe totkh, npnMoz h iutockoctu.



iteut prostokatny na dwie nieprostopadte rzutnie

ORTHOGGNALPRGJEKT IONM AUF ZAFI NICHTS £-3iBHTISN
PHOJEKT 1GNSEBENEN

Zusammenfassung

Die im vorliegenden Artikel vorgenommenen Erwagungen betref
fen eine Metnode des Jirojezierens, das eine Verallgemeinerung
der Mongemethode ist.

Diese Verallgemeinerung beruht auf dem Ersetzen der Verti-
kalprojektionsebene durch eine geneigte Projektionsebene .

Die Konstruktion der Grundprojektionen wird.mit Hilfe einer
Seitenrissebene und auch der projektiven Affinitat gelost.

Es sind die Projektionen der Punkte, der Geraden und der
Ebenen erdrtert worden.



