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M A R I A N  P A L E J

O  P E W N E J  K O N S T R U K C J I  K R Z Y W Y C H  S T O P N I A  D R U G I E G O

W  o p a r c i u  o  r o z w a ż a n i a  p r o s t y o h  j e d n o r z u t n y c h ,  t j .  p r o 

s t y c h ,  k t ó r y c h  o b y d w a  r z u t y  n a  d w i e  w z a j e m n i e  p r o s t o p a d ł e  r z u t 

n i e  ^  i  JA, -  w  k i e r u n k a c h  p 1 i  P 2 r ó w n o l e g ł y c h  o d 

p o w i e d n i o  d o  ^  i  ^  p o  r o z w i n i ę c i u  u k ł a d u  r z u t n i  -  u l e g a j ą

z j e d n o c z e n i u  -  w y p r o w a d z i ć  m o ż n a  p r a k t y c z n ą  k o n s t r u k c j ę  s t o ż 

k o w e j  z a d a n e j  p a r ą  ś r e d n i c  s p r z ę ż o n y c h .

N i e c h  n a  p r z y k ł a d  d a n a  b ę d z i e  e l i p s a  o k r e ś l o n a  p a r ą  ś r e d n i c  

s p r z ę ż o n y c h  M N  i  P Q  ( r y s . l )  .

I n t e r p r e t u j ą c  j ą  j a k o  r z u t  u t w o r u  p o w s t a ł e g o  z  p r z e c i ę c i a  p ł a 

s z c z y z n ą  p o w i e r z c h n i  s t o ż k o w e j  p r o s t y c h  j e d n o r z u t n y c h  o  ś r o d k u  

n p .  w  p u n k c i e  M  m o ż e m y  u w a ż a ó :

1 )  k o n i e c  ś r e d n i c y  s p r z ę ż o n e j  z  M N  -  p u n k t  Q  ( l u b  P )  z a  

p u n k t  w ę z ł o w y  p ł a s z c z y z n y  t n ą c e j  tp t
2 )  p r o s t ą  Q M  -  z a  o ś  r z u t ó w  x  ,

3 )  p r o s t ą  Q N  -  z 3. z j e d n o c z o n e  ś l a d y  p ł a s z c z y z n y  9? ,
4) k i e r u n k i  ś r e d n i c  s p r z ę ż o n y c h  z a  k i e r u n k i  r z u t ó w .

R o z w a ż a j ą c  p ę k  r z u t ó w  p r o s t y c h  j e d n o r z u t n y c h  o  ś r o d k u  M ,

p u n k t y  e l i p s y  w y z n a c z y m y  j a k o  r z u t y  p u n k t ó w  p r z e b i c i a  t y m i  p r o 

s t y m i  p ł a s z c z y z n y  <p.
W e ź m y  p o d  u w a g ę  p r o s t ą  a ( a 1 = a 2 ) . W  c e l u  z n a l e z i e n i a  p u n k t u  

A  b ę d ą c e g o  r z u t e m  p u n k t u  p r z e b i c i a  p ł a s z c z y z n y  <p p r o s t ą  a  

p o p r o w a d ź m y  p i z e z  t ę  p r o s t ą  p ł a s z c z y z n ę  p o m o c n i c z ą  - r ó w n o l e g ł ą  

d o  j e d n e g o  z  k i e r u n k ó w  r z u t ó w .  U s t a l m y  p r z y  t y ra, ż e  ś r e d n i c a  

P Q  r e p r e z e n t u j e  k i e r u n e k  r z u t ó w  n a  3T̂  t j .  P Q  II .

N i e c h :  a E n ,  oC II P 2

va  v P  =  V
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Wyznaczywszy V 1 jako przecięcie osi X prostą równoległą do 
PQ (kierunek rzutów na 5L) przechodzącą przez V kreślimy

A 1H7 , tj. rzut pierwszy krawędzi k = oC<p. Szukany punkt przebi
A Acia w rzucie na 31̂  otrzymujemy Jako element wspólny k i a • 

Postępując analogicznie z dalszymi prostymi jednorzutnymi 
otrzymuje się kolejne punkty krzywej.

Warto zauważyć, że założenia odnośnie osi x i płaszczyzny 
9° można zmieniać, byleby zawsze punkt węzłowy tej płasz- 

ozyzny był punktem krzywej, a zjednoozóne ślady płaszczyzny 
przechodziły przez przeciwległy środkowi pęku koniec średnicy 
(punkt N).

Rys.1
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K o n s t r u k c j a  e l i p s y  n a  r y s .  1 o p a r t a  z o s t a ł a  w ł a ś n i e  o  t a k  

z m i e n i a j ą c e  s i ę  z a ł o ż e n i a .

K o l e j n o  r o z w a ż o n o :  , 9 ^ }  ; x ^ ,  5P i t d .

D o d a t n i a  s t r o n a  t a k i e g o  p o s t ę p o w a n i a  p o l e g a  n a  m o ż l i w o ś c i  u n i k  

n i ę c i a  p e w n y c h  n i e d o k ł a d n o ś c i  p o w s t a j ą c y c h  w ó w c z a s ,  g d y  o k r e ś 

l o n e ,  s t a ł e  p o ł o ż e n i a  o s i  X i  ś l a d ó w  p ł a s z c z y z n y  9  w y m a g a j ą  

r o z w a ż e n i a  p u n k t ó w  p r z e c i ę c i a  s i ę  p r o s t y c h  n a c h y l o n y c h  p o d  k ą 

t e m  z b l i ż o n y m  d o  0 ° ,  b ą d ź  t e ż  p u n k t ó w  n i e  m i e s z c z ą c y c h  s i ę  w  

o b r ę b i e  r y s u n k u .

W  p r a k t y c e ,  b e z  w n i k a n i a  w  u z a s a d n i e n i e  p o w y ż s z e j  k o n s t r u k -  

c j i , w y z n a c z a n i e  p u n k t ó w  e l i p s y  n a l e ż a ł o b y  r e a l i z o w a ć  n a s t ę p u j ą r  

c o :

a )  k o n i e c  j e d n e j  z  ś r e d n i c  n p .  p u n k t  Q  p o ł ą c z y ć  p r o m i e 

n i a m i  z  k o ń c a m i  ś r e d n i c y  s p r z ę ż o n e j  -  p u n k t a m i  M  i  N ,

b )  w p r o w a d z i ć  d o w o l n y  p r o m i e ń  a  p r z e z  j e d e n  z. t y c h  k o ń 

c ó w  n p .  p u n k t  M ,

c) wyznaczyć punkt przecięcia promienia a z promieniem 
QN i rzucić go w kierunku równoległym do FQ na pozostały 
promień QM,

d )  t a k  o t r z y m a n y  n o w y  p u n k t  p o ł ą c z y ć  z  k o ń c e m  N  i  r o z w a 

ż y ć  p u n k t  p r z e c i ę c i a  t e j  p r o s t e j  z  p r o m i e n i e m  a .  J e s t

t o  n o w y  p u n k t  e l i p s y .

W  r e z u l t a c i e  t a k i e j  k o n s t r u k c j i  o t r z y m u j e  s i ę  c z w o r o k ą t y ,  w  

k t ó r y c h  j e d n a  p r z e k ą t n a  j e s t  r ó w n o l e g ł a  d o  j e d n e j  z  ś r e d n i c .  

P r z e c i w l e g ł e  w i e r z c h o ł k i  c z w o r o k ą t ó w  s ą  p u n k t a m i  k r z y w e j .

P r z e d s t a w i o n e  r o z u m o w a n i e  o d n i e ś ć  m o ż n a  d o  k a ż d e j  k r z y w e j  

s t o p n i a  d r u g i e g o .  N a  r y s .  2  w y k o r z y s t a n o  j e  w  k o n s t r u k c j i  h i 

p e r b o l i .  D a n e  s ą  ś r e d n i c e  s p r z ę ż o n e  M N  1  P O .  Z  d a n y c h  t y c h  

w y n i k a  j e d n o z n a c z n i e  p o ł o ż e n i e  a s y m p t o t  O S 00 i  0 T ° °  « 

P o s t ę p u j ą c  a n a l o g i c z n i e  j a k  w  p r z y p a d k u  p o p r z e d n i m  w p r o w a d z a  

s i ę  p r o m i e n i e  ł ą c z ą c e  z n a n y  p u n k t  h i p e r b o l i  z  k o ń c a m i  ś r e d n i 

c y  s p r z ę ż o n e j  M N .  Z n a n y m  p u n k t e m  h i p e r b o l i  j e s t  n i e w ł a ś c i w y  

p u n k t  j e d n e j  z  a s y m p t o t ,  w  t y m  w i ę c  p r z y p a d k u  w y j ś c i o w e  e l e 

m e n t y :  o ś  x  i  z j e d n o c z o n e  ś l a d y  p ł a s z c z y z n y  9  ( h ^ ,  =  X?,) s ą  

d o  s i e b i e  r ó w n o l e g ł e .  D a l s z a  k o n s t r u k c j a  n i e  r ó ż n i  s i ę  n i c z y m  

o d  o m ó w i o n e j  w y ż e j  k o n o t j  u i . o j l  e l i p s y .
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N a  r y s .  3  p r z e d s t a w i o n o  p o d o b n ą  k o n s t r u k c j ę  d l a  p a r a b o l i  d a 

n e j  ś r e d n i c ą ,  s p r z ę ż o n ą  z  n i ą  s t y c z n ą  i  d o w o l n y m  p u n k t e m .  P o 

n i e w a ż  j e d e n  z  k o ń c ó w  ś r e d n i c y  j e s t  p u n k t e m  n i e w ł a ś c i w y m , ś l a d y  

p ł a s z c z y z n y  9° s ą  r ó w n o l e g ł e  d o  ś r e d n i c y .  S p o s ó b  w y z n a c z a n i a  

k o l e j n y c h  p u n k t ó w  p a r a b o l i  j e s t  i d e n t y c z n y  d o  t e g o ,  j a k i  p o d a 

n o  d l a  e l i p s y  i  h i p e r b o l i .  R ó w n i e ż  i  w  t y m  p r z y p a d k u  p u n k t y
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k r z y w e j  s ą  p r z e c i w l e g ł y m i  w i e r z c h o ł k a m i  c z w o r o k ą t ó w  ( n a  r y s u n 

k u  z a c z e r n i o n y c h ) ,  w  k t ó r y o h  j e d n a  z  p r z e k ą t n y c h  j e s t  r ó w n o l e g  

ł a  d o  s t y c z n e j .

R y s . 3

R o z w a ż a j ą c  b l i ż e j  c z w o r o k ą t y  p o w s t a ł e  p r z y  w y z n a c z a n i u  k o l e j 

n y c h  p u n k t ó w  k r z y w e j  z n a j d u j e m y ,  ż e  m o g ą  o n e  j e d n o c z e ś n i e  s ł u 

ż y ć  d o  k o n s t r u o w a n i a  s t y c z n y c h .  Z a n a l i z u j m y  t o  n a  p r z y k ł a d z i e  

e l i p s y  ( r y s .  4 ) .  Z  t w i e r d z e n i a  P a s c a l a  w y p r o w a d z a  s i ę  z n a n ą  

k o n s t r u k c j ę  s t y c z n e j  d o  s t o ż k o w e j  w  p u n k c i e  A  g d y  d a n e  s ą

j e j  s t y c z n e  m i n  w r a z  z  p u n k t a m i  s t y c z n o ś c i  ( M  i  N )  [ 1 ] .

W  k o n s t r u k c j i  t e j  ł ą c z y  s i ę  p u n k t y  M  i  N  z  p u n k t e m  A  i  

r o z w a ż a  p r z e c i ę c i e  p r o s t e j  M A  z  s t y c z n ą  n  w  p u n k c i e  1 o r a z

p r o s t e j  N A  z  s t y c z n ą  m  w  p u n k c i e  2 .  P r o s t a  1 2  p r z e c i n a
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p r o s t ą  M N  w  t a k i m  p u n k c i e  3 ,  k t ó r y  J e s t  e l e m e n t e m  s z u k a 

n e j  s t y c z n e j .

Z a u w a ż m y ,  ż e  p o m i ę d z y  t r ó j k ą t a m i  A M 2  i  A N 1  o r a z  t r ó j k ą  

t a m i  A V V ^  i  z a c h o d z i  p o d o b i e ń s t w o  ś r o d k o w e  o  ś r o d k u

R y s . 4

A
w  p u n k c i e  A .  W y n i k a  s t ą d ,  ż e  p r o s t a  A 3  =  s  d z i e l i  b o k  V V1 *
i  w  t y m  s a m y m  s t o s u n k u  c o  b o k i  M 2  i  N 1 . P o n i e w a ż  A 3

J e s t  p r z e k ą t n ą  c z w o r o k ą t a  z u p e ł n e g o  M N 1 2  i  p o n i e w a ż  M 2 // N 1

-  p r o s t a  A 3  p o ł o w i  o d c i n k i  M 2  i  N 1 .
1 1

R o z w a ż a j ą c  c z w o r o k ą t  z u p e ł n y  W  V  V ^ , w  k t ó r y m  z a c h o d z i :  

W ”1 U V  s t w i e r d z a m y  w i ę o ,  ż e  p a r a  b o k ó w  W ^ f p r z e 

c i n a  s i ę  w  p u n k c i e  S  l e ż ą c y m  n a  p r o s t e j  s ,  g d y ż  t a  w ł a ś 

n i e  p r o s t a  p r z e c h o d z i  p r z e z  ś r o d k i  b o k ó w  r ó w n o l e g ł y c h  V T 1
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T a k  w i ę c  n a  t o ,  a b y  s k o n s t r u o w a ć  s t y c z n ą  d o  e l i p s y  w  p u n k -
1 1

c i e  A., m o ż n a  s k o r z y s t a ć  z  c z w o r o k ą t ó w  A V B V  i  A Y ^ C y ^  ł ą -  

c z e ^ c  o d p o w i e d n i o  i c h  p r z e c i w l e g ł e  w i e r z c h o ł k i  i  u w z g l ę d n i a j ą c  

p u n k t  w s p ó l n y  t a k  o t r z y m a n y c h  p r o s t y c h  -  Z  r y s .  4  j a s n o  w y 

n i k a ,  ż e  w y b ó r  c z w o r o k ą t ó w  o  w s p ó l n y m  w i e r z c h o ł k u  w  r o z w a ż a n y m

p u n k c i e  n i e  w p ł y w a  n a  w y n i k  k o n s t r u k c j i  ( n p .  w  m i e j s c e  ‘c z w o r o -
1 1 \ 

k ą t a  A V B V  m o ż n a  b y ł o  r o z w a ż a ć  c z w o r o k ą t  . T a  s a m a

k o n s t r u k c j a  w a ż n a  j e s t  r ó w n i e ż  d l a  p a r a b o l i  i  h i p e r b o l i .

L I T E R A T U R A

[ 1 ]  P l a m i t z e r  A . :  E l e m e n t y  g e o m e t r i i  r z u t o w e j .  L w ó w  1 9 2 7 .  W y -  

d a w n .  K .  S .  J a k u b o w s k i e g o ,  s t r . 2 1 0 .

0  HEK0T0P0M IIOCTPOEHMH KPKftlX BTOPOrO I10PHÄKA

C o x e p z a H R e

Ochobhbuhcb Ha paccy*neHHHX npHMHX, kotophx napajuieJiBHHe npoeKUZH b pa3Bep- 
HyTOM CHCT6M6 IUIOCKOCTeŹ CpOeKKHH HHKpHBaBTCH BHBÖA6HO ejtEHOe BOCTpoeHHe 8JOK- 
nca, napaóoJM h mnepOomi; noKasaHO Tatcxe mctoä nocTpoeraiH KacaTeJibHHX k sthm

KpHBHM.

ÜBER EINE KONSTRUKTION DER KURVEN ZWEITER ORDNUNG 

Z u s a m m e n f a s s u n g

Auf Grund der Betrachtungen von Sondergeraden, deren Erojek 
tionen in einem abgewickelten Projektionsebenesystem zusammen
fallen, hat man eine einheitliche Konstruktion der Kurven 
zweiter Ordnung abgeleitet; es ist auch eine Konstruktion der 
Tangenten an diesen Kurven angegeben v/orden.


