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MARTAN PALEJ

O PEWNEJ WEASNOSCI PEKU OKREGOW

Rozwazmy paraboloide obrotowg § o0 osi 1 prostopadtej do
rzutni STl (rys. 1). Udowodnimy nastepujace:
Twierdzenie 1.

Prostokatny zzut na kazdej elipsy lezacej na parabo-
loidzie § jest okregiem [l].

Wezmy pod uwage dowolng elipse bedgca przekrojem paraboloidy
$ plaszczyzng pionowo-rzucajgacg <P (rys. 1). Przyjecie takie
nie zmniejsza ogolnosci rozwazan, gdyz kazdg dowolng ptasz-
czyzne tnaca mozna w drodze obrotu dokota 1 sprowadzié do
potozenia prostopadtego wzgledem < .

Opierajac sie na twierdzeniu o podobienstwie przekrojow po-
wierzchni stopnia drugiego ptaszczyznami réwnolegtymi [2], do-
wod nasz przeprowadzimy wykazujac, ze okregiem jest prosto-
katny rzut na 31* przekroju paraboloidy ptaszczyzng V U9
przechodzacag przez wierzchotek paraboloidy.

Wezmy pod uwage osie tego przekroju: CD 1 aW. w celu
udowodnienia rownosci odcinkéw CAD* = A*W* przeprowadzmy na-
stepujacq konstrukcje: rozwazmy przekréj paraboloidy ptasz-
czyzng <u przechodzacg przez punkty C i D prostopadle do
osi X . Bedzie to parabola p przystajaca do paraboli zarysu,
poniewaz wszystkie przekroje paraboloidy obrotowej ptaszczyz-
nami rownolegtymi do osi sg przystajgce. Przesunmy te parabole
rownolegle tak, aby jej wierzohotek P pokryt sie z punktem W
a nastepnie obréémy Ja o kat 90° do pokrycia sie z parabolg za
rysu w rzucie pionowym.

W wyniku takich operacji sSrodek elipsy M przejdzie w potoze-
nie M, a kohce osi C i D w podozenia C i D (rys. D .
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Nalezy udowodni¢, ze jeden z punktéw C, D po opisanym prze-
sunieciu i obrocie pokryje sie z wierzchotkiem paraboli p w
wyjsciowym podozeniu, czyli ze zachodzi¢ bedzie C'= P* lub
D" - P.

Rys. 1
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W takim przypadku spedniona musi by¢ réwnosc:

G = PR D)

ktorej wykazanie oznacza zakonczenie naszego d4wodu.

Zauwazmy jednak, ze rownos¢ (i) wynika z przynaleznosci
punktu P do paraboli okreslonej wierzchotkiem w, styczy
ng x w wierzchodku w" i punktem A", gdyz zachodzi:*

wor - O~ @

Tak wiec relacja (i) spedniona jest zawsze, a w konsekwencji
zawsze zachodzi réwnos¢ odcinkéw M*'C* = MC = W' Qi

Wynika stad, ze kazda elipsa lezgca na powierzchni paraboloidy
obrotowej w rzucie prostokatnym na ptaszczyzne prostopadty do
osi paraboloidy jest okregiem.

W o6paroiu o te wkasnos¢ paraboloidy wyprowadzimy nastepujace:
Twierdzenie 2.

Punkty przeciecia dowolnej prostej przechodzacej przez je-
den i1 tylko jeden rzeczywisty punkt podstawowy peku okregow
z 4 dowolnymi okregami tego peku pozostajg w dwustosunku nie-
zaleznym od potozenia prostej; dwustosunek ten réwny jest temu,
Jhki tworzg odpowiednie styczne do tych okregébw w punkcie pod-
stawowym peku (rys. 2).

W wyprowadzeniu poryzszego twierdzenia wezmy pod uwage pa-
raboloide obrotowga o osi prostopadtej do rzutni lift (rys. 3)
i pek prostych s(a,bbc,d..) lezacych w dowolnej plaszozyz«-

nie r . Rzuémy pek S =z wierzchotka paraboloidy W na po-
wierzchnie paraboloidy. Otrzymamy w ogélnym przypadku zbior
elips a”, bj, c~, dl .... przecinajacych sie w punktach W i

, gdzie jest punktem przebicia paraboloidy prosta WS.

Przyjmijmy dowolng ptaszczyzne 1 przechodzgaca przez o$ pa-
raboloidy (rys. 3). PHaszczyzna ta przecina proste peku S w ko
lejnych punktach A, B, C, D, .., aelipsy a., bl, c1, dl

- w punktach Al, , D1, .... oraz w punkcie W. Punkty
Al, B1, C1, D1,.... - lezg przy tym jednoczes$nie na paraboli
p.,,~— W ktérej pltaszczyzna X przr sina paraboloide. Zauwazmy,
ze punkty Al, B~, C©, ...» sg rzutami na parabole z punktu

W  punktow A, B, C, D,
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Rozwazajac bowiem proste WALl ,wBl,wcl ,wDpl, stwierdzamy, ze
lezg one w ptaszczyznach rzucajacych z punktu W poszczegdlne

proste peku 3(a,b,c,d ...), a jednoczesnie przynaleza
ptaszczony rzuoajgcej z punktu W wszystkie
czyzny N _ Wynika stad, ze sa tp prosie rzucajgace z punktu
elementy wspoélne ptaszczyzny i prostych peku S, czyli
punkty A,B,C,D. Wprowadzmy oznaczenia: WA * /A, wWB *
WC -rc, "' WD

Jest oczywista relacja:

P(A.B,c,D **) A w(rA, 8, R, O, ...) APl (@1, B,, C,, D,)

elementy ptasz-
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Jezeli punkty AA, B1, C1, DI

rzucimy z dowolnego punktu
paraboli Pl

otrzymamy pek prostych rzutowy wzgledem

W~ , B, IC, D, eee)e Dokonajmy rzutu z Srodka paraboli, tj. =z

punktu [ Bedg to rzuty prostokgtne wzgledem 3T , czyli:

Z*Al =Ajj, ¢°°Bl= Blj .... itp., przy czym zgodnie z powyz-
szym zachodzié¢ bedzie:
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Wynika stad ze:
@ ’c’®™) . (rABry , (@bcb)

Zauwazmy, ze relacja ta nie zalezy od wyboru ptaszczyzny A,tj.

od potozenia na 5T prostej p*= hy*. Jeaelj uwzglednimy, ze
rzutami z punktu ¢°° na X , czyli rautami prostokatnymi
elips an, b™, d™ .... sa zgodnie z dowiedziong na wstgpie

wdasnoscig paraboloidy obrotowej, okragi aj, bj, o”, dj --..
przechodzace przez W i przeoinajgce sig z sobg w punkoie sj

- z przynaleznosci punktow A*, bJ, cj, dJ do Tfoych okr™
gOw i prostej p* wnosimy o stusznosci pierwszej czgsoi roz-
wazanego twierdzenia.

W oelu wykazania, 2ze dwustosunek punktow Aj, Bij, cj, Dj
lezgcych na prostej p’€ W jest réowny dwustosunkowi styoznych
do okregow aj, bj, oj, dj, w punkcie Sj, przeprowadzmy na-

stepujace rozwazanie. Wprowadzmy ptaszczyzne & styczng do pa-
raboloidy w punkcie . Plaszczyzna ta przetnie plaszczyzny
poszczegblnych elips fi w prostych stycznych do tych
elips, ktoére nazwijmy:

O la2, i%=a b2, fff= c2, d2

Z perspektywioznos$oi pekéow (s,,) A (s) wynika: (a2b2c2d2) =
= (abod). W rzucie prostokagtnym na 3T styczne a2, b2, c2, d2
bedg stycznymi do okregéw aj, bj, cj, dj w punkcie S*.

Poniewaz zachodzi: (aJbJdcddd) = (ABCD) = (abcd) - relacja
(aJbdcdd*) = ia2~2c2d2”~ j63-* zawsze spedniona i czesé  dru-

ga naszego twierdzenia jest rowniez prawdziwa. Na zakornczenie
wspomnijmy o tym jednym podozeniu prostej p’ , ktore wykluoza
sie w twierdzeniu tj. o przypadku p> = Wsj. Jest oozywiste,

ze wowczas punkty AJ, Bj, cj, Dj pokrywaja sie z sobg i dwu-
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stosunek tej czwoérki przyjmuje wartosS¢ nieoznaczong. Przypadek

ten Jest analogig do przeciecia peku prostych prostg przecho-
dzacg przez Srodek tego peku.

Kekopis ziozono w Kedakcji 15.1.64 r.
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0 HEKOTOPOM CROHCTBE imKA OKPyiHOCTEtt
Coiipiame

OcHOBHBaHct Ha HeKOTopHX CBodcTBax napaO0JiOH.ua apameHEH jioKasaHo TeopeMy:
tohkh nepeceaeHHH npoH3BOIn>Hoii npHMofl npoioiamed aepes OXSYy AedcTBHTelitHyn ,
«3HCHyD TOHKy nyaKa OKpyXHOCTeO C HeTlipBMH npOHBBQIH-HHMI[ OKpyXHOCTAIVK  BTOrO
nyoca o0pasyDT cjioznoe oTHonerae, BejmaHHa KOToporo HesaBHcmia ot  noJioxeHHH
npHMott.

UBER EINS KREISBUSCHELSEIGENSCIIAFT
Zusammenfassung

"AufF Grund der Drehparaboloidseigenschaften hat man folgen-
des bewiesen: die Punkte, in denen eine beliebige,mit einem
der wirklichen Kreisbi®"schelsgrundpunkte inzidierende Gerade vier
beliebige Kreise dieses Bischels schneidet, bilden ein Deppei-
verhaltnis, das nicht von der Lage der Gerade abhangig ist.



