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O PEWNEJ WŁASNOŚCI PĘKU OKRĘGÓW

Rozważmy paraboloidę obrotową § o osi 1 prostopadłej do 
rzutni ST1 (rys. 1). Udowodnimy następujące:
Twierdzenie 1.

Prostokątny zzut na każdej elipsy leżącej na parabo-
loidzie § jest okręgiem [1].
Weźmy pod uwagę dowolną elipsę będącą przekrojem paraboloidy 
$ płaszczyzną pionowo-rzucającą <P (rys. 1). Przyjęcie takie 
nie zmniejsza ogólności rozważań, gdyż każdą dowolną płasz­
czyznę tnącą można w drodze obrotu dokoła 1 sprowadzić do 
położenia prostopadłego względem SC .
Opierając się na twierdzeniu o podobieństwie przekrojów po­
wierzchni stopnia drugiego płaszczyznami równoległymi [2], do­
wód nasz przeprowadzimy wykazując, ż ę okręgiem jest prosto­
kątny rzut na 31 ̂ przekroju paraboloidy płaszczyzną V  U 9  
przechodzącą przez wierzchołek paraboloidy.

Weźmy pod uwagę osie tego przekroju: CD 1 aW. W celu
udowodnienia równości odcinków C^D* = A*W* przeprowadźmy na­
stępującą konstrukcję: rozważmy przekrój paraboloidy płasz­
czyzną <u przechodzącą przez punkty C i D prostopadle do 
osi X . Będzie to parabola p przystająca do paraboli zarysu, 
ponieważ wszystkie przekroje paraboloidy obrotowej płaszczyz­
nami równoległymi do osi są przystające. Przesuńmy tę parabolę 
równolegle tak, aby jej wierzohołek P pokrył się z punktem W 
a następnie obróćmy Ją o kąt 90° do pokrycia się z parabolą za 
rysu w rzucie pionowym.
W wyniku takich operacji środek elipsy M przejdzie w położe­
nie M, a końce osi C i D w położenia Ć i D (rys. 1) .
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Należy udowodnić, że jeden z punktów C, D po opisanym prze­
sunięciu i obrocie pokryje się z wierzchołkiem paraboli p w 
wyjściowym położeniu, czyli że zachodzić będzie C"= P* lub 
D" - P.

Rys. 1
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W takim przypadku spełniona musi być równość:

G77?" = P7̂ "  (1)

której wykazanie oznacza zakończenie naszego d4wodu.
Zauważmy jednak, że równość (i) wynika z przynależności 

punktu P" do paraboli określonej wierzchołkiem w", styczy 
ną x w wierzchołku w' i punktem A", gdyż zachodzi:'

W"Q" - 0^ "  (2)

Tak więc relacja (i) spełniona jest zawsze, a w konsekwencji 
zawsze zachodzi równość odcinków M" C" = MC = W" Q'i 
Wynika stąd, że każda elipsa leżąca na powierzchni paraboloidy 
obrotowej w rzucie prostokątnym na płaszczyznę prostopadłą do 
osi paraboloidy jest okręgiem.
W óparoiu o tę własność paraboloidy wyprowadzimy następujące: 
Twierdzenie 2.

Punkty przecięcia dowolnej prostej przechodzącej przez je­
den i tylko jeden rzeczywisty punkt podstawowy pęku okręgów 
z 4 dowolnymi okręgami tego pęku pozostają w dwustosunku nie­
zależnym od położenia prostej; dwustosunek ten równy jest temu, 
Jhki tworzą odpowiednie styczne do tych okręgów w punkcie pod­
stawowym pęku (rys. 2).

W wyprowadzeniu poryższego twierdzenia weźmy pod uwagę pa- 
raboloidę obrotową o osi prostopadłej do rzutni l i f t  (rys. 3) 
i pęk prostych s(a,b5c,d..) leżących w dowolnej płaszozyź«- 
nie r . Rzućmy pęk S z wierzchołka paraboloidy W na po­
wierzchnię paraboloidy. Otrzymamy w ogólnym przypadku zbiór 
elips a^, b.j, c^, d1 .... przecinających się w punktach W i 

, gdzie jest punktem przebicia paraboloidy prostą WS.
Przyjmijmy dowolną płaszczyznę 1 przechodzącą przez oś pa­
raboloidy (rys. 3). Płaszczyzna ta przecina proste pęku S w ko 
lejnych punktach A, B, C, D, ...., a elipsy a.̂ , b1, c1, d1 .. 
- w punktach A1 , , D_1, .... oraz w punkcie W. Punkty
A1, B1, C1, D1,.... - leżą przy tym jednocześnie na paraboli
p.,,- w której płaszczyzna X przr sina paraboloidę. Zauważmy, 
że punkty A1 , B^, C^, ...» są rzutami na parabolę z punktu
W punktów A, B, C, D, ....
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Rozważając bowiem proste WA1 ,WB1 ,WC1 ,WD1 , stwierdzamy, że 
leżą one w płaszczyznach rzucających z punktu W poszczególne

proste pęku 3(a,b,c,d ...), a jednocześnie przynależą do 
płaszczony rzuoającej z punktu W wszystkie elementy płasz­
czyzny /V . Wynika stąd, że są tp prosie rzucające z punktu W 
elementy wspólne płaszczyzny i prostych pęku S, czyli 
punkty A,B,C,D. Wprowadźmy oznaczenia: WA * /̂ , WB *
WC - rc , ' WD
Jest oczywista relacja:

p(A,B,c,D • • •) 7\ w(rA , rB, fQ, rD, ...) /\Pl, (a 1 , B.,, C.,, D,)
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Jeżeli punkty AĄ , B1, C1, D1 .... rzucimy z dowolnego punktu 
paraboli P1 otrzymamy pęk prostych rzutowy względem

W ^ , rB, rC,rD, •••)• Dokonajmy rzutu z środka paraboli, tj. z 
punktu [" . Będą to rzuty prostokątne względem 3T , czyli: 
Z_‘"’A .1 =• Ajj, ¿°°B1 = B]j .... itp., przy czym zgodnie z powyż­
szym zachodzić będzie:
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Wynika stąd że:

(a ’b ’c ’b ^) . (rA,-B re y  , (a b c b )

Zauważmy, że relacja ta nie zależy od wyboru płaszczyzny A,tj. 
od położenia na 5T prostej p*= hĵ . Jeaelj uwzględnimy, że 
rzutami z punktu ¿°° na X  , czyli rautami prostokątnymi 
elips a^, b^, d̂  .... są zgodnie z dowiedzioną na wstąpię
własnością paraboloidy obrotowej, okrągi aj, bj, o’, dj ....
przechodzące przez W i przeoinające sią z sobą w punkoie sj
- z przynależności punktów A*, b J , cj, d J do fcych okr^“
gÓw i prostej p* wnosimy o słuszności pierwszej cząśoi roz­
ważanego twierdzenia.

W oelu wykazania, że dwustosunek punktów Aj, Bij, cj, Dj 
leżących na prostej p’e W jest równy dwustosunkowi styoznych 
do okręgów aj, bj, oj, dj, w punkcie sj ,  przeprowadźmy na­
stępujące rozważanie. Wprowadźmy płaszczyznę & styczną do pa­
raboloidy w punkcie . Płaszczyzna ta przetnie płaszczyzny 
poszczególnych elips fi w prostych stycznych do tych
elips, które nazwijmy:

O l a2, ¡36--■ b2, f f f=  c2, d2

Z perspektywioznośoi pęków (s,,) A (s) wynika: (a2b2c2d2) =
= (abod). W rzucie prostokątnym na 3T styczne a2, b2, c2, d2 

będą stycznymi do okręgów aj, bj, cj, dj w punkcie S*. 
Ponieważ zachodzi: (aJbJcJdJ) = (ABCD) = (abcd) - relacja

(aJbJcJd*) = ia2^2c2d2  ̂ j68-*- zawsze spełniona i część dru­
ga naszego twierdzenia jest również prawdziwa. Na zakończenie 
wspomnijmy o tym jednym położeniu prostej p’ , które wykluoza 
się w twierdzeniu tj. o przypadku p> = Wsj. Jest oozywiste,
że wówczas punkty AJ, Bj, cj, Dj pokrywają się z sobą i dwu-
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stosunek tej czwórki przyjmuje wartość nieoznaczoną. Przypadek 
ten Jest analogią do przecięcia pęku prostych prostą przecho­
dzącą przez środek tego pęku.

Kękopis ziozono w Kedakcji 15.1.64 r.
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0 HEKOTOPOM CßOHCTBE imKA OKPyiHOCTEtt 

C o i i p i a m e

OcHOBHBaHct Ha HeKOTopHX CBoäcTBax napa00Ji0H.ua apameHEH jioKasaHo TeopeMy: 
tohkh nepeceaeHHH npoH3BOJn>Hoii npHMofl npoioiameä aepes oxsy AeäcTBHTeJitHyn , 
ö«3HCHyD TOHKy nyaKa OKpyXHOCTeÖ C HeTlipBMH npOH8BOJH>HHMi[ OKpyXHOCTflMK BTOrO 
nyoca oöpasyDT cjioznoe oTHonerae, BejmaHHa KOToporo HesaBHcmia o t noJioxeHHH 
npHMott.

ÜBER EINS KR EISBÜSCHELS ElGENSCIIAFT 

Z u s a m m e n f a s s u n g

'Auf Grund der Drehparaboloidseigenschaften hat man folgen­
des bewiesen: die Punkte, in denen eine beliebige,mit einem 
der wirklichen Kreisbü'schelsgrundpunkte inzidierende Gerade vier 
beliebige Kreise dieses Büschels schneidet, bilden ein Deppei­
verhältnis, das nicht von der Lage der Gerade abhängig ist.


