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O PEWNYM UOGÓT.NIENIU TWIERDZENIA DESARGUKSa

Przedmiotem pracy jest rozważenie pewnego uogólnienia na­
stępującego, znanego twierdzenia Desarguesa o dwóch trójką­
tach: jeżeli proste łączące odpowiadające sobie wierzchołki 
dwóch trójkątów przecinają się w jednym punkcie, to punkty 
przecięcia się odpowiadających sobie boków tych trójkątów le­
żą na jednej prostej.

W celu uproszczenia rozważań sięgnijmy do pośrednictwa pa- 
raboloidy obrotowej o osi prostopadłej do rzutni 3U (rys. 1).

Rys. 1
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Wiadomo, że każda elipsa leżąca na takiej paraboloidzie jest 
w rzucie prostokątnym na $  okręgiem [1]. Korzystając z tej 
własności przeprowadźmy następujące rozumowanie.
Niech dany będzie taki przestrzenny układ Desarguesa, którego 
jeden z wierzchołków jest punktem osi paraboloidy, a żadna z 
prostych nie leży na rzutni 3C (rys. 1). Rzuómy z wierzchoł­
ka paraboloidy W na jej powierzchnię poszczególne proste 
układu, czyli rozważmy obrazy tych prostych na powierzchni pa­
raboloidy. Proste przecinające się w punkcie leżącym na osi pa 
raboloidy rzucają się w parabole - pozostałe proste- w elipsy. 
Obrazy prostych rzuómy z kolei prostopadle na rzutnię W wy­
niku otrzymujemy:

a) trzy proste przecinające się w wierzchołku paraboloidy 
(rzutnię przyjęto stycznie do paraboloidy w Jej wierz­
chołku) ,

b) siedem okręgów przechodzących przez tenże wierzchołek-są 
to rzuty obrazów trzech boków jednego trójkąta, trzech 
boków drugiego trójkąta oraz prostej, w której przeci­
nają się odpowiadające sobie boki tych trójkątów.

Zauważmy, że w wyniku zachowania się incydencji okręgi, bę­
dące rzutami obrazów poszczególnych boków trójkąta, przecinają 
się z sobą w punktach leżących na tych trzech prostych, które 
przechodzą przez wierzchołek paraboloidy. Ponadto okręgi przy­
porządkowane sobie na zasadzie odpowiedniości boków - przeci­
nają się z sobą w punktach leżących na okręgu. Otrzymuje się 
więc układ (rys. 2) będący odpowiednikiem płaskiej konfigura­
cji Desarguesa.

Zauważmy jeszcze, że dla szczególnego położenia trójkątów
ABC i A.B C (rys. 1) otrzymać można takie dwa trójkąty \ 'sferyczne3“ (rys. 3), w których odpowiadające sobie boki prze­
cinają się w punktach współliniowyuh z wierzchołkiem . parabo-

x)Termin trójkąt sferyczny przyjęto tu w szerokim znaczeniu 
określając nim nie tylko trójkąt leżący na sferze, czy też na paraboloidzie, ale również trójkąt płaski, którego bokami są 
łuki okręgów.
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loidy. Zachodzi to wówczas, kiedy prosta t (rys. 1) przecho­
dzi przez punkt b e i.Uwzględniając powyższe można sformuło­
wać następujące:
T w i e r d z e n i e  1 .

Dwa trójkąty sferyczne, których wszystkie boki przechodzą 
przez jeden punkt W, a odpowiadające sobie wierzchołki leżą

Rys. 2
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na prostych przecinających się w punkcie W, mają tę włas­
ność, że punkty przecięcia się odpowiednich boków leżą na okrę 
gu incydentnym z punktem W, bądź też na prostej do tego 
punktu przynależnej.
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S p r ó b u j m y  z b a d a ć ,  c z y  s ł u s z n e  b y ł o b y  t w i e r d z e n i e  o d w r o t n e .  

li t y m  c e l u  p r z y j m i j m y ,  ż e  n a  p ł a s z c z y ź n i e  3L d a n e  s ą  o k r ę g i :  

^ , W ; ,  u ^ ,  £2̂ ,  S? ^ » 1 't p r z e c h o d z ą c e  p r z e z  j e d e n

w s p ó l n y  p u n k t  'ii. O k r ę g i  Oî  i  £2̂ ,  to^ i  ^

p r z e c i n a j ą  s i ę  p a r a m i  w  p u n k t a c h  l e ż ą c y c h  n a  o k r ę g u  t .  

W p r o w a d ź m y  d o w o l n ą  p a r a b o l o i d ę  o b r o t o w ą  o  o s i  1 p r o s t o p a d ł e j  

d o  J£ i  w i e r z c h o ł k u  w  p u n k c i e  i i . R z u t u j ą c  n a  p a r a b o l o i d ę  w  

k i e r u n k u  .1 o k r ę g i  -3 1 ^  o t r z y m a m y  n a  t e j  p o

w i e r z c h n i  s i e d e m  e l i p s  ^ 1 - 3 * “® i -3  ^  ^  p r z y n a l e ż n y c h

d o  p u n k t u  i i . K a ż d a  z  n i c h  w y z n a c z a  d o k ł a d n i e  j e d n ą  p ł a s z ­

c z y z n ę .  v/ r e z u l t a c i e  o t r z y m u j e m y  s i e d e m  r ó ż n y c h  p ł a s z c z y z n

w i ą z k i  C l i ) .
Z a ł o ż e n i e ,  ż e  p u n k t y  p r z e c i ę c i a  £2^ =  1 ,  U>̂  £2^ = 2

i  ¡Dj « 3  l e ż ą  n a  o k r ę g u  t  p o w o d u j e ,  ż e  p a r y  p ł a s z ­

c z y z n  e l i p s :  £4>^ i  ii?’ , a > p  i  o r a z  £ d ’ i  £2^

p r z e c i n a j ą  s i ę  w  p r o s t y c h  l e ż ą c y c h  n a  p ł a s z c z y ź n i e  T  C t' e T )  .
O t r z y m u j e m y  w i ę c  u k ł a d  p r z e d s t a w i o n y  n a  r y s .  4 ,  g d z i e  p ł a ­

s z c z y z n y  p r z y n a l e ż n e  d o  p o s z p z e g ó l n y c h  e l i p s  o p i s a n o  s y m b o l a ­

m i :

e <9C , ® i e *1

„ i e j0 . ^ 2 e

“ j e *'2 £ U
t' e r ,

D o k o n u j ą c  p r z e k r o j u  w i ą z k i  p ł a s z c z y z n  W  ( DC, a. ^ , / ? ,  /?.,, /  ,.

/.j , r )  d o w o l n ą  p ł a s z c z y z n ą  n i e p r z e c h o d z ą c ą  p r z e z  p u n k t  

o t r z y m u j e  s i ę  d w a  t r ó j k ą t y  A B C  1  A . ^ C . j  ( A B e J T ,  A 1 B.) e

B C G c t ,  B . | C ^  e o C j , C A  e /?, C ^ A ^ e ^ ) ,  k t ó r y c h  o d p o w i a d a j ą c e  s o ­

b i e  b o k i  p r z e c i n a j ą  s i ę  w  j e d n e j  p r o s t e j .  J e s t  t o  w i ę c  p ł a s k a  

k o n f i g u r a c j a  D e s a i r g u e s a ,  z  k t ó r e j  w y n i k a ,  ż e  p r o s t e  A A ^ , B B ^

i  C C 1 p r z e c i n a j ą  s i ę  w  j e d n y m  p u n k c i e  S ,  a  s t ą d  -  w  k o n s e k -
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w e n c j i  -  ż e  p ł a s z c z y z n y  (U =  W A A 1 , V =  W B B ^  i  £  =  V / C C 1 p r z e ­

c i n a j ą  s i ę  w  j e d n e j  p r o s t e j  W S .

Z a u w a ż m y ,  ż e  d o  t e g o  s a m e g o  w n i o s k u  d o p r o w a d z a  p r z y j ę c i e  

p r o s t e j  w  m i e j s c e  o k r ę g u  t  , t j .  z a ł o ż e n i e ,  ż e  p u n k t y  p r z e c i ę ­

c i a  s i ę  p a r  o k r ę g ó w  u)^ i  SB^$ i  SB ̂  o r a z  to^ i  SB^

s ą  w s p ó ł l i n i o w e .  P ł a s z c z y z n y  <u , V i ą  m o g ą  p r z e c i n a ć  p a r a ­

b o l  oLdę:

a) w parabolach,
b )  w  e l i p s a c h ,

c) vi jednej paraboli i dwóch elipsach.

I l y s .  4
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J e s t  o c z y w i s t e ,  ż e  d l a  p r z y p a d k u  a )  m u s i  z a c h o d z i ć  p r z y ­

n a l e ż n o ś ć  p u n k t u  8  d o  o s i  1 ,  c z y l i  W S  =  1 .  W ó w c z a s  p ł a ­

s z c z y z n y  (ii , V i  ę  z a w i e r a j ą c  o ś  p a r a b o l o i d y  1  =  W S  p r z e ­

c i n a j ą  t ę  p o w i e r z c h n i ę  w  t r z e c h  p a r a b o l a c h ,  k t ó r e  r z u c o n e  p r o ­

s t o k ą t n i e  n a  3C d a j ą  t r z y  p r o s t e  p r z e c h o d z ą c e  p r z e z  p u n k t  vY. 

W  t y m  w i ę c  p r z y p a d k u  o d w r ó c e n i e  t w i e r d z e n i a  1 j e s t  p r a w d z i w e .

J e ż e l i  j e d n a k  p ł a s z c z y z n y  ¿i , V i  <o p r z e c i n a j ą  p a r a b o -  

l o i d ę  w  e l i p s a c h  m , n i  r ( p r z y p a d e k  b ) )  - w ó w c z a s  r z u t a ­

m i  p r o s t o k ą t n y m i  e l i p s  n a  fff s ą  o k r ę g i  m', n' i  r' p r z e c h o ­

d z ą c e  p r z e z  w s p ó l n y  p u n k t  W  i  p r z e c i n a j ą c e  s i ę  w  p u n k c i e  3 f 

s t a n o w i ą c y m  p r o s t o k ą t n y  r z u t  p u n k t u  S .

P r z y p a d e k  t e n ,  j a k  r ó w n i e ż  p r z y p a d e k  c )  n i e  m i e ś c i  s i ę  w  

o d w r ó c e n i u  t w i e r d z e n i a  1 i  p r o w a d z i  d o  n a s t ę p u j ą c e g o  s f o r ­

m u ł o w a n i a  o g ó l n i e j s z e g o .

T w i e r d z e n i e  2 .

J e ż e l i  w  d w ó c h  t r ó j k ą t a c h  s f e r y c z n y c h  o  b o k a c h  p r z e c h o d z ą ­

c y c h  p r z e z  j e d e n  p u n k t  w s p ó l n y  .V z a c h o d z i  p r z y n a l e ż n o ś ć  p u n k  

t ó w  p r z e c i ę c i a  s i ę  o d p o w i a d a j ą c y c h  s o b i e  b o k ó w  d o  j e d n e g o  o k r ę  

g u  i n c - y d e n t n e g o  z  p u n k t e m  '.V b ą d ź  t e ż  d o  j e d n e j  p r o s t e j  i n c y -  

d e n t n e j  z  p u n k t e m  W  -  w ó w c z a s  o d p o w i a d a j ą c e  s o b i e  w i e r z c h o ł ­

k i  t r ó j k ą t ó w  l e ż ą  ' a l t e r n a t y w n i e  n a :

a )  t r z e c h  p r o s t y c h  p r z e c i n a j ą c y c h  s i ę  w  p u n k c i e  n ,
b )  t r z e c h  o k r ę g a c h  p r z e c h o d z ą c y c h  p r z e z  p u n k t  >i i  p r z e c i ­

n a j ą c y c h  s i ę  z  s o b ą  w  j e s z o z e  j e d n y m  p u n k c i e  w s p ó l n y m ,

c)  d w ó c h  o k r ę g a c h  i  p r o s t e j  i n c y d e n t n y e h  z  p u n k t e m  W  i 

p r z e c i n a j ą c y c h  s i ę  z  s o b ą  w  j e s z c z e  j e d n y m  p u n k c i e  w s p ó ł  

n y m .

P r z e j d ź m y  z  k o l e i  d o  r o z w a ż e n i a  n a s t ę p n e g o  u k ł a d u .  D a n y

j e s t  d o w o l n y  t r ó j k ą t  A E J  I r y s .  5 ) .  Z  w i e r z c h o ł k a  p a r a b o l o i d y  

o b r o t o w e j  o  o s i  1  1  Ot r z u ć m y  n a  t ę  p o w i e r z c h n i ę  w i e r z c h o ł k i  

t r ó j k ą t a .  O t r z y m u j e m y  p u n k t y  F i g u r a  b ę d z i e

t r ó j k ą t e m  s f e r y c z n y m ,  k t ó r e g o  b o k i  s ą ,  o g ó l n i e  b i o r ą c ,  l u k a m i  

e l i p s  p r z e c i ę c i a  p a r a b o l o i d y  p ł a s z c z y z n a m i  W A B ,  W B C  i  W C A .  

Z r z u t u j m y  p r o s t o k ą t n i e  n a  5T t r ó j k ą t  A B C  i  t r ó j k ą t  s f e r y c z ­

n y  A  ̂  B  C 1 . O t r z y m a m y  n o  w y  t  r ó  j k ą t  s  f  e  r y  c z n y  A., o  r a z

t r ó j k ą t  A' B' C', p r z y  c z y m  o d p o w i a d a j ą c e  s o b i e  w i e r z c h o ł k i  w  

t y c h  t r ó j k ą t a c h  l e ż ą  n a  p r o s t y c h  p r z e c h o d z ą c y c h  p r z e z  p u n k t  V.
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Położenie tych dwóch' trójkątów nosi więc cechę położenia 
Desarguesa. ¿badajmy, gdzie leżą punkty pizecięcia się o d p o -

wiadających sobie boków. Załóżmy np., że położenie punktu A w 
przestrzeni zmieniamy zbliżając go ku powierzchni paraboloidy. 
Zauważmy, że zbliżaó się będą wówczas do siebie punkty w pa­
rach: A i A1 oraz A' i A^. W momencie osiągnięcia przez
punkt A  powierzchni paraboloidy nastąpi zjednoczenie: A  =  A ^  

i A* = a \  Zjednoczone punkty obydwu układów - trójkąta A ’b ’g ’1 t > >i trójkąta sferycznego A131C1 są więc rzutami punktów przekroju
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powierzchni parabol o idy płaszczyzną trójkąta ABC. Uwzględnia­
jąc, że jest to w ogólnym przypadku elipsa (parabola wystąpi­
łaby tylko wówczas, gdyby płaszczyzna trójkąta była prosto­
padła do 31 , co dla naszych rozważań nie ma znaczenia) - w 
rzucie na 31 otrzymuje się układ przedstawiony na rys. 6.

Związki łączące trójkąt A7 B,C/ ze sferycznym można
ująó w postaci twierdzenia:
Twierdzenie 3.

Jeżeli dla dowolnego trójkąta sferycznego, którego boki
przechodzą przez jeden wspólny punkt W oraz dowolnego trój­
kąta zachodzi przynależność par odpowiadających sobie wierz-
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c h o ł k ó w  d o  p r o s t y c h  p r z e c i n a j ą c y c h  s i ę  w  p u n k c i e  W ,  w ó w c z a s  

p u n k t y  p r z e c i ę c i a  s i ę  o d p o w i a d a j ą c y c h  s o b i e  b o k ó w  t y c h  t r ó j k ą ­

t ó w  l e ż ą  n a  o k r ę g u .

O d w r ó c e n i e  t w i e r d z e n i a  3  j e s t  z a w s z e  p r a w d z i w e ,  P r z y j m i j ­

m y  b o w i e m ,  ż e  n a  p ł a s z c z y ź n i e  3C d a n y  j e s t  t r ó j k ą t  s f e r y c z n y  

A ^ B ^ C '  o  b o k a c h  p r z e c h o d z ą c y c h  p r z e z  d o w o l n y  p u n k t  W  -  

( r y s .  5 )  i  d o w o l n y  t r ó j k ą t  A  b ’ C f, t a k  ż e  p u n k t y  p r z e c i ę c i a  s i ę  

o d p o w i a d a j ą c y c h  s o b i e  b o k ó w  t y c h  t r ó j k ą t ó w  l e ż ą  n a  o k r ę g u  t 6  W. 

Z r z u t u j m y  n a  d o w o l n ą  p a r a b o l o i d ę  o b r o t o w ą  o  o s i  1  1  3[ , 1  £  W

w  k i e r u n k u  r ó w n o l e g ł y m  d o  o s i  o k r ą g  t' i  t r ó j k ą t  s f e r y c z n y  

A ^ B ^ C ^ .  O t r z y m a m y  e l i p s ę  t  i  ł u k i  e l i p s  # C 1 , C 1 A 1 .

E l i p s a  t  u s t a l i  j e d n o z n a c z n i e  p e w n ą  p ł a s z c z y z n ę  t ,  n a  k t ó ­

r ą  d o k o n a j m y  r z u t u  w  k i e r u n k u  1  t r ó j k ą t a  a' B ' C ' .

P o n i e w a ż  z g o d n i e  z  z a ł o ż e n i e m  p u n k t y  p r z e c i ę c i a  o d p o w i e d ­

n i c h  b o k ó w  o b y d w u  t r ó j k ą t ó w  l e ż a ł y  n a  t' -  p o  d o k o n a n y c h  

k o n s t r u k c j a c h  p u n k t y  t e  z n a j d ą  s i ę  n a  e l i p s i e  t  i  b ę d ą  s t a ­

n o w i ł y  p u n k t y  p r z e c i ę c i a  s i ę  e l i p s y  t z  e l i p s a m i  p r z e c h o d z ą ­

c y m i  p r z e z  b o k i  t r ó j k ą t a  s f e r y c z n e g o  A ^ B ^ ,  * R o z ­

w a ż m y  n p .  p u n k t y  1 i 2  p r z e c i ę c i a  z  e l i p s ą  t  e l i p s y  b o ­

k u  c 1 ^ 1 t r ó j k ą t a  s f e r y c z n e g o .  P r z e z  p u n k t y  1 i  2  p r z e c h o ­

d z i ć  m u s i  b o k  C A  t r ó j k ą t a  A B C  ( b ę d ą c e g o  r z u t e m  n a  C t r ó j ­

k ą t a  A' B' C' ) , p o n i e w a ż  z a r ó w n o  e l i p s a  t  j a k  i  t r ó j k ą t  A B C  

l e ż ą  w  t e j  s a m e j  p ł a s z c z y ź n i e  T .
W y n i k a  s t ą d ,  ż e  b o k i  C A  o r a z  C - j A ^  l e ż ą  w  j e d n e j  p ł a s z c z y ź ­

n i e  p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  p u n k t  W .

D o w i ó d ł s z y  a n a l o g i c z n i e ,  ż e  w  j e d n e j  p ł a s z c z y ź n i e  p r z e c h o ­

d z ą c e j  p r z e z  W  l e ż ą  o d p o w i e d n i o  p a r y  b o k ó w  A B  i  A ^ o r a z  

B C  i  s t w i e r d z a m y ,  ż e  o d p o w i a d a j ą c e  s o b i e  b o k i  t r ó j k ą t a

z w y k ł e g o  i  s f e r y c z n e g o  l e ż ą  n a  ś c i a n a c h  o s t r o s ł u p a  o  w i e r z c h o łi
k u  w  p u n k c i e  W .

W y n i k a  s t ą d  j a s n o ,  ż e  r o z w a ż a n e  n a  p ł a s z c z y ź n i e  t r ó j k ą t y  

A' B ' C '  i  A ^ B ^ C ^  b ę d ą c e  r z u t a m i  f i g u r  A B C  i   ̂ m a j ą  t ę

w ł a s n o ś ć ,  ż e  p a r y  o d p o w i a d a j ą c y c h  s o b i e  w i e r z c h o ł k ó w  A' A ^ , 

B' b' i  Cr C '  s ą  w s p ó ł l i n i o w e  z  p u n k t e m  W .  W ł a s n o ś ć  t a  j e s t  

t r e ś c i ą  o d w r ó c o n e g o  t w i e r d z e n i ą  3 .

N a  k o n i e c  z a u w a ż m y ,  ż e  w a r u n e k  p r z e c i n a n i a  s i ę  b o k ó w  t r ó j ­

k ą t ó w  s f e r y c z n y c h  w  j e d n y m  p u n k c i e  (w) n i e  j e s t  w a r u n k i e m  

k o n i e c z n y m  d l a -  p r a w d z i w o ś c i  t w i e r d z e ń  1 ,  2  i  3 .  J e ż e l i  b o w i e m
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zamiast rzutu na paraboloidę układu De3arguean (rys. 1), bądź 
też jednego tylko trójkąta (rys. 5)- z punktu W rozpatrywać 
będziemy rzuty na tę powierzchnię z innego dowolnego punktu 
(np. z ogniska paraboloidy), wówczas obrazy prostych na para­
bol oidzie zrzutowane prostokątnie na dadzą nam układ okrę­
gów nieprzynależnych do jednego punktu wspólnego. Okręgi te 
jednak muszą spełniać pewien warunek: jaico rzuty elips prze­
kroju paraboloidy płaszczyznami ścian ostrosłupa o wierzchoł­
ku W1 - muszą przecinać się na rzutach krawędzi tego ostro­
słupa, t̂  na prostych łączących odpowiadające sobie wierz­
chołki trójkątów.

Dla układu z rys. 6 przedstawiono tę zmienioną relację na 
rys. 7

Rys. 7
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P o d s u m o w u j ą c  p o w y ż s z e  w y w o d y  w a r t o  z w r ó c i ć  u w a g ę  n a  p e w n ą  

s y m e t r i ę  w ł a s n o ś c i  t r ó j k ą t ó w  w  p o ł o ż e n i u  D e s a r g u e s a x  .

a )  W  p r z y p a d k u  o b y d w u  t r ó j k ą t ó w  z w y k ł y c h  -  p u n k t y  p r z e c i ę ­

c i a  s i ę  b o k ó w  s o b i e  o d p o w i a d a j ą c y c h  l e ż ą  n a  p r o s t e j .

b )  W  p r z y p a d k u  j e d n e g o  t r ó j k ą t a  z w y k ł e g o  i  j e d n e g o  s f e r y c z ­

n e g o  -  p u n k t y  p r z e c i ę c i a  s i ę  b o k ó w  s o b i e  o d p o w i a d a j ą c y c h  

l e ż ą  n a  o k r ę g u .

c )  W  p r z y p a d k u  o b y d w u  t r ó j k ą t ó w  s f e r y c z n y c h  -  p u n k t y  p r z e ­

c i ę c i a  s i ę  b o k ó w  o d p o w i a d a j ą c y c h  s o b i e  m o g ą  l e ż e ó  b ą d ź  

t o  n a  o k r ę g u ,  b ą d ź  t e ż  n a  p r o s t e j .

Rękopis złożono w Redakcji 15.1.64 r.
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