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MARIAN. PAIIST

O PEWNYM UOGOT.NIENIU TWIERDZENIA DESARGUKSa

Przedmiotem pracy jest rozwazenie pewnego uogdlnienia na-

stepujacego, znanego twierdzenia Desarguesa o dwoch trojka-
tach: jezeli proste dgczace odpowiadajgce sobie wierzchotki
dwoch trojkatéw przecinajg sie w jednym punkcie, to punkty

przeciecia sie odpowiadajgcych sobie bokéw tych trojkatéow le-
za na jednej prostej.

W celu uproszczenia rozwazan siegnijmy do posrednictwa pa-
raboloidy obrotowej o osi prostopaddej do rzutni U (rys. 1).
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Wiadomo, ze kazda elipsa lezaca na takiej paraboloidzie  jest
w rzucie prostokgtnym na $ okregiem [1]. Korzystajac : tej
whasnosci przeprowadzmy nastepujgace rozumowanie.

Niech dany bedzie taki przestrzenny ukdad Desarguesa, ktdrego

jeden z wierzchotkéw jest punktem osi paraboloidy, a zadna z
prostych nie lezy na rzutni 3 (rys. 1). Rzudémy z wierzchot-
ka paraboloidy W na jej powierzchnie poszczegélne proste
uk#adu, czyli rozwazmy obrazy tych prostych na powierzchni pa-
raboloidy. Proste przecinajace sie w punkcie lezgcym na osi pa
raboloidy rzucajag sie w parabole - pozostate proste- w elipsy.
Obrazy prostych rzuémy z kolei prostopadle na rzutnie W wy-
niku otrzymujemy:

a) trzy proste przecinajgce sie w wierzchotku paraboloidy
(rzutnie przyjeto stycznie do paraboloidy w Jej wierz-
chokku) ,

b) siedem okregéw przechodzacych przez tenze wierzchotek-sg
to rzuty obrazéw trzech bokéw jednego tréjkata, trzech
bokéw drugiego tréjkata oraz prostej, w ktérej przeci-
naja sie odpowiadajgce sobie boki tych tréjkatow.

Zauwazmy, ze w wyniku zachowania sie incydencji okregi, be-

dace rzutami obrazéw poszczegolnych bokow tréjkata, przecinaja
sie z sobg w punktach lezgcych na tych trzech prostych, ktoére
przechodza przez wierzchotek paraboloidy. Ponadto okregi przy-
porzadkowane sobie na zasadzie odpowiedniosci bokdéw - przeci-
naja sie z sobg w punktach lezacych na okregu. Otrzymuje  sie
wiec uk#ad (rys. 2) bedacy odpowiednikiem plaskiej konfigura-
cji Desarguesa.

Zauwazmy jeszcze, ze dla szczeg6lnego polozenia  tréjkatéw

ABC i A.Q C (rys. 1D otrzyma¢ mozna takie dwa trojkaty

sferyczne3d* (rys. 3), w ktdérych odpowiadajgce sobie boki prze-
cinaja sie w punktach wspétliniowyuh z wierzchotkiem . parabo-

x)Termin trojkat sferyczny przyjeto tu w szerokim znaczeniu
okreslajac nim nie tylko tréjkat lezacy na sferze, czy tez na
paraboloidzie, ale rowniez trdojkat plaski, ktorego bokami sq
+uki okregow.
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loidy. Zachodzi to wéwczas, kiedy prosta t (rys. 1) przecho-
dzi przez punkt b e i.Uwzgledniajagc powyzsze mozna sformuto-
waé nastepujace:
Twierdzenie 1.

Dwa tréojkaty sferyczne, ktdrych wszystkie boki przechodza
przez jeden punkt W, a odpowiadajace sobie wierzchokki lezg

Rys. 2
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na prostych przecinajacych sie w punkcie W, majg te whas-
nos¢, ze punkty przeciecia sie odpowiednich bokéw lezg na okre
gu incydentnym z punktem W, badz tez na prostej do tego

punktu przynaleznej.
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wenciji - ze ptaszczyzny (U: WAAL1, VvV = wWBBA" i £ = Vv/CC1i prze-
cinaja sie w jednej prostej WS .
Ilys. 4

Zauwazmy, ze do tego samego wniosku doprowadza przyjecie

prostej w miejsce okregu t , tj. zatozenie, ze punkty przecie-

cia sie par okregow U)A i SB"$ i SBA oraz toN i SBA

sa wspodliniowe. Ptaszczyzny <U,V i q
bol OLdQ
a) w parabolach,

moga przecinac para-

b) w elipsach,

c) vi jednej paraboli i dwéch elipsach.
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Potozenie tych dwoéch®™ trojkatow nosi wiec ceche potozenia

Desarguesa. ¢badajmy, gdzie lezg punkty pizeciecia Si€ odpo-

wiadajacych sobie bokéw. Zakdézmy np., ze potozenie punktu A w
przestrzeni zmieniamy zblizajgc go ku powierzchni paraboloidy.
Zauwazmy, ze zblizad sie bedg wéwczas do siebie punkty w pa-
rach: A 1 Al oraz A i1 A”_. W momencie osiagniecia przez
punkt » powierzchni paraboloidy nastgpi zjednoczenie: a = a»

i A* = a\ Zjednoczone p?nﬁtg obydwu ukdadéw - tréjkata A g’
i trojkata sferycznego A131C1 sgwiec rzutami punktow przekroju
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powierzchni paraboloidy plaszczyzng tréjkata ABC. Uwzglednia-
jJac, ze jest to w ogolnym przypadku elipsa (parabola wystgpi-
4aby tylko wéwczas, gdyby plaszczyzna trojkata byda  prosto-
paddka do 31 , co dla naszych rozwazan nie ma znaczenia) - Ww
rzucie na 31 otrzymuje sie ukdad przedstawiony na rys. 6.

Zwigzki Hdaczace trojkat A7B,C/ ze sferycznym mozna

ujgé w postaci twierdzenia:
Twierdzenie 3.

Jezeli dla dowolnego tréjkata sferycznego, ktérego boki
przechodzag przez jeden wspélny punkt W oraz dowolnego troéj-
kata zachodzi przynaleznos¢ par odpowiadajgcych sobie  wierz-
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zamiast rzutu na paraboloide ukdadu De3arguean (rys. 1), badz
tez jednego tylko tréjkata (rys. 5)- z punktu W  rozpatrywac
bedziemy rzuty na te powierzchnie z innego dowolnego punktu
(np- z ogniska paraboloidy), wéwczas obrazy prostych na para-
bol oidzie zrzutowane prostokatnie na dadzg nam uk#ad okre-
gow nieprzynaleznych do jednego punktu wspélnego. Okregi te
jednak muszg spedniac¢ pewien warunek: jaio rzuty elips prze-
kroju paraboloidy ptaszczyznami Scian ostrostupa o wierzchot-
ku W1 - musza przecina¢ sie na rzutach krawedzi tego ostro-
stupa, t na prostych #gczacych odpowiadajace sobie wierz-
chobki tréjkatow.

Dla ukdadu z rys. 6 przedstawiono te zmieniong relacje na
rys. 7

Rys. 7
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Podsumowujac powyzsze wywody warto zwrécié¢ uwage na pewna
symetrigeg whtasnosci trojkatow w podozeniu Desarguesax

a) W przypadku obydwu tréjkatow zwyk+tych - unkty przecie-

=]

cia sie bokéw sobie odpowiadajacych lezag na prostej.

b)) W przypadku jednego trdéjkata zwyk+tego i jednego sferycz-

[

nego - punkty przecigcia sie bokoéw sobie odpowiadajacych
lezg na okregu.
c) W przypadku obydwu tréjkatéw sferycznych - punkty prze-

cigegcia sie bokéw odpowiadajacych sobie moga lezed badz

to na okregu, badz tez na prostej.

Rekopis ztozono w Redakcji 15.1.64 r.
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0O HEKOTOPOM OEOF1EHHH TEOPEW IE3APrA
Corapiane

B padoTe o6cyjweHo o6obiseme TeopenH Eesapra o jOyx Tpeyrojamncai, COCtOS-
mee b saMene Heicotoporo WENA npavone OKpyxHocTHMH, KOTopue npoxoa«T aepea oa-
Hy odémyu Toyoty.

PaccymeHHH npoBeaeHO npz Hcnojn>30Baiam napadojion,ua BpameHoa.

W okredleniu tym dla tréojkatéow sferycznych rozumiemy podtoze-
nie takie, ze punkty przeciecia sie par odpowiadajagcych sobie
bokoéw (w og6élnym przypadku punktéw takich jest szes$c¢) leza na

prostych przecinajacych sie w jednym punkcie wspélnym.
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UBiutR EIKE VERALLGAEINERUNG DEG SATZES VOM DESAItGUES

Man hat eine Verallgemeinerung des Desargueschen Satzes
Uber zwei Dreiecke besprochen, die auf Ersetzung einer Zahl

beruht.

n
(o]

der Geraden durch mit einem Punkt inzidierende Kre

Die Betrachtungen sind mit Hilfe des Drehparaboloids durch-

gefuhrt worden.



