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RYSZARD BARTLOMIEJCZYK

O FEWNYCH WHASNOSCIACH LICZBY fj
MYSTEPUJACEJ W TWIERDZENIU O PRZYROSTACH SKONCZONYCH

Celem artykutu jest podanie pewnych wkasnosci liczby & w za;
leznosci od funkcji Ff(x) oraz pewnych wkasnosci funkcji F(X)
w zaleznosci od(9.

W dostepnej literaturze napotkatem trzy prace dotyczgce punk
tu posredniego w twierdzeniu Lagrange”a.

W publikacji [1} udowodniono, ze: v
Jesli funkcja f(x) posiada pochodng w przedziale (a,b),przy
czym istnieje funkcja h(x,y) okreslona dla a<x<ych, ciggta
ze wzgledu na kazda zmienng z osobna, taka, ze xch(x,y) < vy

oraz

fQ) - TGO # () F(h(x,y))

dla a<x<y<b, wolwczas funkcja F(x) ma pochodng silnie mo-
nofoniczng lub jest liniowa.

W zbiorze [2] znajduje sie kilka zadan, ktére zawieraja pa-
re szczeg6lnych wynikow na temat liczby Oe-
Poza tym w zbiorach zadan [2] , [3] znajduje sie zadanie, z kto-
rego wynika, ze 0 dazy do — przy h— O.
Po kilku wstepnych wiadomoSciach podam twierdzenia dowodzone w

niniejszej pracy.
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Niech funkcja T(x) bedzie klasy i P ) + 0
dla xe<oc,(5>. @

Na mocy twierdzenia Lagrange'a.
f(a+h) - f(@) = h f*(a + h), )

gdzie ae<oc>, a + he <c,|3>1 0< 0 <1.

£ zatozenia (1) wynika, ze f'(xX) jest statego znaku w prze-
dziale<cc,(3", a zatem F#(x) posiada funkcje odwrotng x a g(y),
ptad i ze wzoru (2) wynika, ze

e, g (istlziial) .s 1©)

A zatem, kazdej funkcji T(x) spedniajacej zatozenia (1) od-
powiada doktadnie jedna funkcja dwéch zmiennych 0=0 (a,h)
okreslona w obszarze Djoc<a<(3,0<h<(3- aj.

Wpracy tej zostang udowodnione nastepujace twierdzenia:

T.1. Funkcja 0(a,h) posiada nastepujace whkasnosci:

a) Llim 0(a,h) =
h—0

(90(a.h) ™ (a)

b ) i 0 — 5 h s T

c) rim 22
h—O0 o*
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T*2* Funkcjom f(x) 1 g(xX) spedniajgcym zatozenia (1) od-

powiada ta sama funkcja O (a,h) wtedy i tylko wtedy, gdy

FOO =G g + Cg x + Cy @
gdzie Cj 0, Cg, Cj - dowolne liczby rzeczywiste*

T.3. Funkcja 9 (a@,h) jest funkcja jednej zmiennej h wte
dy 1 tylko wtedy, jesli

f(x) =C, x2+ Cg x + C3, ®
lub

f(x) *C" bx + Cg x + Cy ®)
gdzie C1 * 0, b>0, b * 1, Cg C* - dowolne liczby rzeczy-
wiste*

Jesli f(xX) jest postaci (6) toO(a,h) ==, jesli TX)
jest postaci (6), to

. -1
e(a,h) -1 logb Eﬂlnb

1*4* Funkcja 0 (a,h) jest funkcja jednorodng wtedy i tyl
ko wtedy, jesli

fOX) =Cj x In|x] + Cg x + C,
lub
fG) m Cj Injx] + cg x + cY Q)
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lub

f(X) »Clxc+ C21 + Cy
gdzie *0, C*0,1» Cy - dowolne liczby rzeczywiste.
6(a,h) jest wtedy funkcja jednorodng stopnia O.

T.5. Jesli T7U) - >0 dla xe <P to e(a,h)>|%
jeshi 7)) -Ff'(X) <0 to 6 (a,h)<]|-w obszarze D.

Dowod twierdzenia T.1.
Funkcja y * > (X) posiada funkcje odwrotng x = g(y)-
Rézniczkujac g(y) otrzymujemy

g W ®
[P Olgey T s=gy)

c,,{v) = CtrijJdJjriaA ,, ru0é&L ©)
[F'(@(s))]2 [fF UV]: “g()

Oznaczmy A(a»h) -

Oczywiscie lim A (a,h) = 7 ().
h-0

Skad i1 ze wzoréw (8), T9) wynika, ze

lim g’[A(a,h)] » ———
h-0 7 @)
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tatwo wykaza¢ stosujac regute d‘Hospitala, ze

_ 3A (@)
lim _

lim 32x  _ '@
h—0 0aOh * 2

lim 327 - T7Q)

h—0 &hz J
Wobec tego
lim © (a,h) = lim ~ A = Lim g*.G@h] =]
h— -0 h— 0 h—0
h—-0 h— -0 h2
h gTa@,hj (-Ifo2 + h g’|>(a,hH] * ,@)

= Llim o

h—0 2 h 24F (a)

Lim Wa hh) _ |im S (aJDIv73a-:-J—
h— 0 ®a -*-0 h

limt g”[Ma,h)] -]~ - ~ + aT@mM1 32, =%
Przyjmujac 0O (a,0) = = 24f*|a)* =

okreslamy funkcje O0(a,h) 1 jej pierwsze pochodne czastkowe

dla h = 0.
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Tak uzupedniona funkcja O0(a,h) jest ciagta i1 posiada ciaggle
pochodne czgstkowe dla h = 0.
Wniosek.

Funkcja O (a,h) nie moze by¢ postaci:
1° 0(a,h) - tF@-©M)
2°  0(a,h) =Flc(@+(h) (@) * const
3°  0(a,h)= €@
4°  0(a,h) = @c(ath)

Dowod#
Z T.1la wynika, ze

Ad#1°) C (@) € ©) 2 a wieccC(a) const,

Ad.2°) cC@H(>0) =j, a wiec oc{a) m const,

Z T#1lc wynika, ze
Ad#3° - 4°) (@) = 0, a wiecoc(a) = const.

Poniewaz kazdy z 4 przypadkéw zostak sprowadzony do niedo-

rzecznosci, wiec wniosek zostat wykazany.

Dowod twierdzenia T.2.
Wstawiajac do wzoru @ ) * gx) + CgX + otrzymu-
jemy gCath) - g(@) =hg ”(atéh).
A wiec jesli funkcje F(x) i g(x) spetniajazwigzek @), to
odpowiadajgca im funkcja O (a,h) jest ta sama.
Odwrotnie, jesli funkcjom T(x) 1 g(x) odpowiada ta sama

funkcja 9(a»h), to na podstawie T.1 mamy

f7La)- , slUL
24 7@ 24 9”@
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Stad otrzymujemy f’7(@) .g\a)- g*(@) (@ = O»

A po podzieleniu przez [g”(a)J" mamy

f'la) g-ta) - g”@ f"(a) - 1ilkIT O.
[g" (a)]2 Uia).

Wiec T7@) = g”(@). Stad catkujac stronami otrzymujemy @).

"Dowdd twierdzenia T.3.
Warunkiem koniecznym na to, by 0 (a,h) byta funkcjag jJednej

zmiennej h jest, by <6%*O) s const.

Stad 1 z T 1b wynika, ze

() - C f’U) = 0. @o0)

Rozwigzania réwnania (10) dane sg wzorem (b) jesli C = O*
a wzorem (6) jesli C # 0.
Z prostych obliczen wynika, ze 0 dla funkcji okreslonych zwigz
kami () i1 (6) wyraza sie wzorami podanymi w tezie«
Wiec 0 (a,h) jest tylko wtedy funkcjg jednej zmiennej h, jes
li f(x) jest postaci (6) lub (B)«

Wniosek.
Jedynymi funkcjami, dla ktérych 0 (a,h) = const sg funkcje kwa

dratowe.
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Dowdd twierdzenia
Niech O (a,h) bedzie funkcja jednorodng stopnia k.

Z wzoru Eulera dla funkcji jednorodnej

h~"h + a = k9 ”7a,h”
po wstawieniu h = 0 1 zastosowaniu T*1 wynika, ze k = 0o
A wiec O (ta, th) =0(a,h)»
Stad po zroézniczkowaniu ze wzgledu na h, wstawieniu h=0
i zastosowaniu T 1b otrzymujemy

» m e+ m ' a

f l’\%x)
i 7 1U)
jest funkcja jednorodng stopnia - 1, a wiec jest postaci

Jesli wiec 0 (a,h) jest funkcja jednorodng, to funkcja T(X)

Ostatnia réwnos¢ oznacza, ze funkcja jednej zmiennej

spednia rownanie rozniczkowe
L 9] o
FLO) " X

Rozwigzaniami tego rownania sa funkcje f(x) postaci ()»
Funkcjom danym wzorami (7) odpowiadaja nastepujace funkcje
0(a,h)

4 _ -
0(a,h) = u exp (@+h)In (a+E) a Ilna _ 1 ”E&
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a wiec istotnie funkcje jednorodne stopnia 0*
Dowoéd twierdzenia T*5 opiera sie na nastepujacym lemacie:

Lemat 1.
Niech g(x)e C i g(xX) # const w kazdym podprzedziale prze-

dziatu <0,b>, g(o) » j*
Jesli w przedziale < 0,b> zachodzi nieréwnos¢ roézniczkowa
1-2 gx) < xg’(™@, (@ND)

11 na'tomiast zachodzi nieréwnosé

U
-

e

N
(SS9

to g(x)>

1-2 g(xi>x g () to g(x)<]j

Udowodnimy pierwsza czesc¢ tezy*
Dowdd prowadzimy nie wprost* Jesli teza nie zachodzi, to ist-

nieje liczba xo0e<0,b > taka, ze gXxQ)<~"i, w pewnym
lewostronnym otoczeniu punktu x” funkcja g(x) jest malejagca*

W otoczeniu tym zachodzg nierdwnosci
1-29gU;>0 1 x g"(xj<o0,

ktore sa sprzeczne z nierdéwnoscig (11)*

Pierwsza czes¢ tezy zostata wiec udowodniona*

Dowbéd twierdzenia 1*5*

Rézniczkujac wzér (2) ze wzgledu na h otrzymujemy

> (a+h) - f”lateh) * hef” (ateh)+ h2 . f'(a+0h) .
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Stad po zastosowaniu do lewej strony wzoru twierdzenia Lagran

g® a otrzymujemy

7 (@+0h + Rl (-0)h) -0) * OF* (a+Oh)+ h £’ (a+oh) 42
Jesli F7(x) > 0 dla xe<cC,@>to f”(x) jest funkcja rosnaca.

Z (12) wynika zatem nierdéwnosc¢
7 (@+0h) (1-0)< OF (@a+0h) + h (a+Qh).

Po podzieleniu przez T’ (at®h) otrzymujemy nieréwnosc

1 - 20<h jesti £7(x)>0 1lub nieréwnos¢ 1 - 20>h ]~

jesti () < 0.

Analogicznie rozpatrujemy przypadek, gdy f7;() < O.
Otrzymane wyniki mozna kréotko zapisac:

jesli () f7(x)>0 to zachodzi nieréwnos¢ 1-2 O<h -

N
jesti 7 () 7 (x)<0 to zachodzi nieréwnos¢ 1-20>h Jn~=

Stad 1 z lematu 1 wynika teza*
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0 HEKOTOPHX C30TTCT3AX WGJIA O ,KOTOPOE BHCTYHAET 3
TEOPEME O KOHEHHOM TOPOREM

Pe 3ioMe

Hhcjio O BHCTynaiomee b $opMyjie Jferparaca

f(a+th) - f(a) = h f1l (a+8h)

b 3TOU CTaTBe paocMaTpHBaeTCFfl KaK ~ymcmw nepewieH-
HHX a h h. 3 pa60Te onpe”eldieHH KJiaccH $yHKUHTTL,

Jyw KOTopax 0 (a,+i):

a) KOHCTaHTa,
6 ) $YHKUKH OAHoro nepeMeHHoro h,
b ) OAHopoAHaa nepeMeHHHX a h h.

,HoKa3aHa Taioce Teopem:
Ecjih 7 X)) 7 (x)>0 to 9>, eonu f7 (x) Ffw((x) <0 TO
9*1.
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ON SOME PROPERTIES OP NUMBER O WHICH APPEARS IN THE  THEOREM
ON FINITE INCREMENTS

Summary

In the present paper the number O which appears in langrangefe

formula

f(ath) - f(@ - h f»(a+0Oh)

is considered as function of variables a and h« Therewere de

termined classes of function for which 0 (a,h) is*

a) a constant number,
b) a function of one variable h,

c) a homogeneous function of variables a and h.

Blé following theorem was also proved*
If 700 () >0 then® > if () F70)<0 thend® < j



