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0 PEWNYM SPOSOBIE PRZYBLIŻENIA 
ŁAMANYMI FUNKCJI WYPUKŁYCH KLASY CJ

Praca dotyczy pewnych własności optymalnych (w sensie apro­
ksymacji) łamanych wpisanych w funkcję f(x) w przedziale 
< a , b >  oraz związku między optymalną łamaną wpisaną i do-

Tw. 3 podaje oszacowania maksymalnego odchylenia cięciwy 
łączącej punkty krzywej o odciętych t, t+h od tej krzywej. 
Oszacowania te można róvmież otrzymać z nierówności podanej w 
pracy [1] , lecz oszacowania w niniejszej pracy otrzymano 
na innej drodze.
Na podstawie twierdzenia 3 podana jest konstrukcja łamanych, 
których odchylenie od danej funkcji nie przekracza z góry za­
danej liczby <?.

Niech funkcja f(x) będzie klasy (P i f" (x) * 0
dla x €<<£,$>. (1 )
a funkcja g(x) będzie funkcją ciągłą w przedziale <a,b> i 
liniową w każdym przedziale

(2)
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i nie będzie liniową w żadnym przedziale zawierającym we­
wnątrz punkt xi(i=0..,n). Funkcję g(x) nazywać będziemy ła­
maną, liczbę n ilością boków łamanej, a punkty funkcji g(x) 
o odciętych a, x1. x2,..., x ^ , b wierzchołkami łamanej. 
Łamaną g(x) nazywamy wpisaną w funkcję f(x), jeśli g(xjj = 
= f(xj_), dla i e 0, ... n.
liczbę A -  max | f(x) - g(x) | nazywamy odchyleniem łamanej 

a^x<b
g(x) od funkcji f(x) w przedziale <a,b>.

Przez 4\(t,u) oznaczamy odchylenie boku łamanej g(x) 
(którego końce mają odcięte t i u) od funkcji f(x). (3)
Jeśli g(x) spełnia założenia (2) to zachodzi związek

A « max (a, x-j ), A(xlf x2 ), ..., A(xn_1fb)] (4 )

Odchylenie boku łamanej wpisanej (którego końce mają odcięte
t i u) od funkcji f(x) oznaczamy przez <5(t, u). (5)
Łamaną g(x) nazywamy optymalną dla funkcji f(x) w przedzia­
le <a,b>, jeśli dla każdej innej łamanej g^(x) o n bokach 
zachodzi nierówność

max f(x) - g(x) <max f(x)
a<x<b as;x<b

Analogicznie definiujemy optymalną łamaną wpisaną. 
Udowodnimy teraz 4 lematy potrzebne dla dowodów twierdzeń.
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Lemat 1.
Jeśli X1 ^  X2 <  X3 <  X4 lub X1 <  x2 <  x3 <  x4

to ¿'Ug, x^) <  (f (x1# x4).

Dowód.

Rozpatrujemy przypadek gdy f"(x)<0, dowód przypadku 
f"(x)> 0 analogiczny*
Ponieważ f(xj jest funkcją wypukłą, więc odcinki AB i CD 
mogą mieć wspólny co najwyżej jeden z punktów końcowych.Niech 
w punkcie £ odcinek CD najbardziej odchyla się od funkcji 
f(x).



18 Ryszard Bartłomiejezyk

Zachodzą więc nierówności

<$ (x£, x^ ) = EP <  EG<d(x1, xĄ ),

z których wynika prawdziwość lematu,,
Wniosek 1 <>
Funkcja $ (t,u) jest malejącą ze względu na zmienną t, a 

rosnącą ze względu na zmienną u0
Zamieniając w założeniu słabe nierówności na równości otrzy­
mujemy wniosek«

Lemat 2«
Funkcja S (t,u) jest ciągła w obszarze | a « t«b,t<u<t ja 
Dowódo
Łatwo zauważyć, że

<3 (fc,u) a max |F(t, x, u)| (6)
t«x<u

gdzie

f(x) - f(t) - (x~*) dla t <  u
F(t„x»u) s -i

0 dla t = u0N
Funkcja F(t, x, u) jest ciągła w obszarze

j a < t < b ,  t ̂  x <  b, x <  u < b |

Zatem S (t,u) jest też funkcją ciągłą w obszarze
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Lemat 3« v
Funkcja liniowa, której odchylenie od funkcji f(x) w prze 

dziale < a,b> jest najmniejsze dana jest równaniem

y = g(x) ±  (7)

gdzie g(x) jest równaniem cięciwy łączącej punkty o odcię­
tych a i b. Znak + bierzemy jeśli fw(x)<0, a znak - jeśli 
f”(x)> o.

Dowód.

Rozpatrujemy przypadek gdy f” (x)>0, dowód przypadku 
f”(x)< 0 analogiczny. Można prowadzić dowód arytmetyczny tego 
lematu, jednak dowód geometryczny jest bardziej przyjrzysty. 
Odcinek AB jest wykresem funkcji y = g(x), odcinek DE jest 
wykresem funkcji (7), a odcinek PQ wykresem dowolnej funk­
cji liniowej różnej od funkcji (7).
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Mogą zajść cztery przypadki:
1° AP > i BQ < ■£?

2°) AP <  ̂  i BQ > ■£

3°) AP < |  i BQ < |

4°) AP > |  i BQ > |

W każdym z tych 4 przypadków odchylenie odcinka PQ od przy 
najmniej jednego z punktów A, B, C przekracza 
A więc równanie (7) przedstawia optymalną funkcję liniową 
(łamaną o 1 boku) dla funkcji f(x).

Wniosek 2.
Jeśli f(x) spełnia założenia (1) a A(t,u), cf(t,u) są 

określone def. (3 ), (5)# to zachodzi nierówność A(t,u)> 
,u) (t i u są odciętymi dwóch kolejnych wierzchołków 

łamanej g(x)).
Dane są dwa podziały przedziału <a,b> na n części,punie 

tami pierwszego podziału są a » x q < x^ < ... < xn » b,a dru 
giego a = yQ < y1 < ... <yn » b.
Podziały nazywamy różnymi, jeśli istnieje przynajmniej jeden 
punkt xi taki, że xi 4= y^ dla j » 0,1, ..., n.

Lemat 4.
Dla każdych dwóch różnych podziałów przedziału <a,b>ist­

nieje para liczb (i,k) taka, że

yi < *k ̂  xk+1 < yi+1
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Dowóde
Przedziałów (a, x^>,(x^9 Xg> , (xno.̂ t b> j0st n,

natomiast punktów wewnętrznych drugiego podziału jest n - 1. 
Istnieje więc przedział (x^ xk+(J >  nie zawierający żadnego 
punktu yi#
Niech i będzie największą liczbą taką, że yi ^  x^.
Dla tak określonej pary liczb (i, k) zachodzi nierównośó po­
dana w tezie*

Twierdzenie 1*
Jeśli f(x) spełnia założenia (1), to dla każdej liczby 

naturalnej n istnieje dokładnie jedna optymalna łamana wpi­
sana w funkcję f(x) w przedziale < a , b >  o. n bokach. 
Odchylenia boków tej łamanej od funkcji f(x) są sobie równe.

Funkcja c/̂ Cx) oznacza odchylenie optymalnej łamanej wpisa­
nej o n bokach od funkcji f(x) w przedziale <a, x>.

Aby twierdzenie było prawdziwe należy udowodnić, żej 
1° minimum we wzorze (8) realizuje się przy ustalonym

Dowód.
Niech

dla n = 1,2,3 (8)

gdzie
^(x) ® cT Ca, x).

x dla dokładnie jednego yn * yn(x) spełniającego 
związek
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2° funkcja jest funkcją rosnącą i ciągłą zmień
nej x«

Prowadzimy dowód indukcyjny?
Dla n = 1 otrzymujemy

cf (x) ■ min [cT(a»y), cf(y9 x)] *C9)
a^y^x

Niech x będzię ustaloną liczbą8
Ponieważ cf(a9y) jest funkcją rosnącą ze względu na y, cHy9x) 
jest funkcją malejącą ze względu na y9 więc minimum we wzo­
rze (9) realizuje się dla takiego y^ * y^ (x), że

^Ca» r  ^ly-j» x). (10)

Istnienie i jednoznaczność rozwiązania y^ = y^(x) równania 
(10) wynika z ciągłości i monotoniczności funkcji cf (a#y)» 
^(y*x) ze względu na zmienną y*
Niech x^>x2*

cfgCx«,) s  max p ( a 9yt ) s d'Cy^x,,)] * cTCaay.,) s  cT(y1#Xl) 9 
a?yix^

cf2 (x2) = max p U s y p »  cf(y'cx2)] ■ iC a .y p  =cf(y '9x2) 9

Mogą za is tn ieć  dwa przypadki?

1 ) y1 <  y.. » 2 $ > y1
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W przypadku 1°) zachodzi nierówność

y,, <  y., <  x 2  ^  *

z której wynika na podstawie lematu 1

c/g(x1) = d C y ^ x ^  >c/’Cy',x2) = ̂ 2(*2)*

W przypadku 2° zachodzi nierówność

a <  Vy < y.|»

z której wynika, że

gT2(x 2) » cf(afy p  < cT Ca*y«|) =

Stąd wynika, że d g(x) jest funkcją rosnącą» .Ciągłość funk­
cji cT2(x) wynika z ciągłości funkcji c? (x„y).
Dla n ■ 2 twierdzenie jest prawdziwe»
Dowód przejścia indukcyjnego od n <= k do n * k + 1 analo­
giczny»

Twierdzenie 2a

Jeśli funkcja g(x) spełniająca założenie (2) jest opty­
malną łamaną wpisaną o n bokach dla funkcji f(x) w prze­
dziale <  a,b>, to

y -  g(x) ± f ( 11)
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jest optymalną łamaną o n bokach dla funkcji f(x) w prze» 
<a, b >  •
Znak + bierzemy jeśli f”(x)<0, znak - jeśli f”(x) >0,

A m max | f (x) - g(x)| • 
a4x<b

Dowód-
Odchylenie łamanej (11) od funkcji f(x) wynosi 

Udowodnimy, że każda inna łamana g^(x) której rzuty wierz­
chołków mają współrzędne a, y1t •••, y ■ b ma odchylenie od 
funkcji f(x) większe niż — •

J e ś l i  * y^ dla i  * 0,1 ••• n, to  na podstawie lematu 
3 otrzymujemy nierówność

max I f (x) - g^(x) |> j  • 
a«x^b

J e ś l i  x ± i y.̂  dla i ■ 0,1, n tworzą różne podziały 
przedziału < a ,b  > ,  to  z lematu 4 wynika is tn ie n ie  pary 
lic zb  ( i ,  k) ta k ie j , że

y± <  ^k <  ^ + 1  <  yi+ i

Stosując lemat 1,3 i wniosek 2 otrzymujemy nierówności

4 . i W  | „ „  „ W |

z których wynika prawdziwość tezy.
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Twierdzenie 3*
Jeśli f”(x) f”’(x)<0 dla xe <a,b>, to zachodzi nie­

równość

8
f”(t + h) | <  d*(t, t+h) <  ~  | f”(t)| •

J e ś l i  f  ”(x) f ’”(x) >  0 dla x e < a ,b > ,  to  zachodzi nierów­
ność

Ł
8

2
f(t) |<c/(t, t+h) <  | f”(t+h)|

Dowód»
Wstawiając do wzoru (6) u ■ t + h otrzymujemy

+ h) ■ max I f(x) = f(t) - (x-t)|
t<x«t+h (12)

Z wypukłości funkcji f(x) wynika, że maksimum we wzorze 
(12) realizuje się dla z spełniającego związek

f '(ł) . x i ł m L Ł J E t t L .
11

Z twierdzenia Lagrange 'a, wiadomo, że z = t + 0h, gdzie
0 <  © <1.

Stąd po wstawieniu do wzoru (12) otrzymujeny 

cf(t, t+h) - |f(t +6h) - f(t) - f’(t + Oh) 0h| . (13)
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Z wzoru Eaylora wynika, że
2 2

f(t)« f(t + 0h)- f’ (t + 0h) Qh + — k-,gdzie t<4 < t+6Ł

Wstawiając ostatni wzór do (13) otrzymujemy

0(t, t+h) |f”(4)|. (14)

Zastosujemy teraz następujące twierdzenie podane w [2] : 
Jeśli f”(x) f”’(x)<0 dla xe<a,b> to 0 <
jeśli f”(x) f” (x)>0 dla xe<a,b> to 0 ^

Zauważmy, że jeśli f”(x) f’”(x)<0 to | f” (x)| jest funkcją ma­
lejącą*

Mogą mianowicie zajść dwa przypadki:

1° f ” (x) <  0 i f’”(x)> 0 lub 2° f”(x)>0 i f ( x ) < 0 ,

W przypadku 1° f”(x) jest funkcją rosnącą po wartościach 
ujenmych, zatem | f’'(x)| jest funkcją malejącą.

Przypadek 2° jest oczywisty.
Analogicznie, jeśli f ”(x ) f”(x)>0 to|f”(x)| jest funkcją 
rosnącą.

Stosując do wzoru (14) podane wyżej wiadomość i, otrzymujemy 
2

cf(t, t+h) < | - | f ”(t)| jeśli f”(x) f”'(x) <  0,
2 (15)

cf(t, t+h) >  | f ” (t)| Jeśli f”(x) f’”(x) > 0,
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Przez c^(t,u) oznaczmy odchylenie boku łamanej wpisanej 
(którego końce mają odcięte t i u) od funkcji g(x) ® f(=»x)e 
Łatwo zauważyć, że cf(t,t+h) = <̂ (=?t - h, ~ t)»
Niech f”(x) f”’(x)<0, wtedy g”(x) g”’(x)>0«

Stąd na podstawie wzorów (15) otrzymujemy
2 2 

</(t, t+h) » ¿^(-t-h, -t)>— | g”(”t-h)j “ |f”(t+h)j (16)

Analogicznie, jeśli f”(x) f,w(x)>0 to zachodzi nierówność 

cf(t, t+h) = Ą(-t-h, -t)-<~ |g”(-t-h)| = £  |f”(t+h) | (17)

Z nierówności (15)» (16), (17) otrzymujemy tezę*

Uwaga. 2Łatwo stwierdzić, że dla funkcji y * a x + b x  + c

.2
cf(t, t .+ h) * a -

Twierdzenie 3 może służyć do konstrukcji łamanych (wpisa­
nych w funkcję f(x) lub dowolnych), których odchylenie od
funkcji f(x) nie przekracza liczby ć  •

Rozpatrzmy, kilka zadań, które mogą mieć zastosowanie w
praktyce numerycznej#

Zadanie 1»
Dana jest funkcja fTx) taka, że f”(x) f”’(x) < 0 dla

xe<a,b> o
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Zbudować łamaną wpisaną, której odchylenie od funkcji f(x) 
nie przekracza liczby d •
Wystarczy oczywiście wyznaczyć długości rzutów boków ła­
manej na oś x«

Na podstawie twierdzenia 3 wystarczy obrać

i c .  h . ,\i m.... „.»] n-1» 2 \ h? = 2\ -----sjs— ;, hi
v k  (a)l \l | f (a+ĥ )| f (a+ ZI h. 

i-1 1

gdzie

n-1 n
^  c  b-a, h^b-a,
S i  i=i

liczbę hn zastępujemy nie większą od niej liczbą speł­
niającą warunek

n-1

hń + Z
i»1

Liczby h^, h^, •••, V t -  wyznaczają łamaną wpisaną, 
której odchylenie od funkcji f(x) nie przekracza cf.

Zadanie 2-
Dana jest funkcja f(x) taka, że f”(x) f’”(x) >  0 dla

xe <a,b>* Zbudować łamaną wpisaną, której odchylenie od ftnk 
cji f(x) nie przekracza liczby cf •
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Rozpatrujemy, konstrukcję łamanej wpisanej w krzywą f(-x) 
w przedziale <-b, -a> , której odchylenie nie przekracza d. 

Łatwo zauważyć, że w tym przypadku można zastosować zadanie 1. 
Otrzymujemy więc liczby h^, h^, •••* h^ będące dłu,-
gościami rzutów łamanej wpisanej w funkcję f(-x) w przedzia. 
le <-b, -a>« Zatem liczby hn'» hn-1* — • h2, h^ będą
długościami rzutów kolejnych boków łamanej wpisanej w funk­
cję f(x) w przedziale <a,b:> , której odchylenie nie przekra 
cza liczby d

Zadanie 3-
Dana jest funkcja f(x) spełniająca założenie (1)«

Zbudować łamaną wpisaną, której odchylenie od funkcją f(x) w 
przedziale <a,b> nie przekracza (L

Przedział <a,b> dzielimy na takie maksymalne podprze- 
działy, że wewnątrz każdego z tych pod przedziałów fr'(x) fw,(x) 
jest stałego znaku« Do każdego z tych podprzedziałów stosuje­
my wyniki zadań 1 i 2«

Zadanie 4'
Dana jest funkcja f(x) spełniająca założenia ,(1)« 

Zbudować łamaną, której odchylenie od funkcji f(x) w 
dziale <a»b> nie przekracza d

Korzystając z zadania 3 zbudujemy łamaną wpisaną, 
odchylenia od funkcji f(x) nie przekracza 2 d .

Niech jej równanie będzie y * g(x)«
Łamana y » g(x) + d  ma odchylenie od funkcji f(x) nie 
kraczające d  • Znak + bierzemy jeśli f”(x) <0, znak - 
f ” (x) >  0«

prze-

której

prze-
jeśli
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P e 3 jo m e

3  CTauLe yicasaHH csoiłCTBa onTHMajiBHNX (a CMHCJre 
anpoKCHMamra) J io m m ix  BimcaHHHX b ^ymcmnD f(x ) b 
HHTepBajre <*,(&> a Tanace c b b 3b  Meacay onTHMajiBHoá 
JiomHoft BimcaHHoft h nanoá m ó o  onTHMajiBKoft JioMa- 
hoü c TeM ace caMHM ^hcjiom óokob,
JKsisana  t anace KOHCTpyKimn J io m n o t ,  KOTopoit yicjroa 
OT HaHHOń, $yHKlJCHH f (x) MeHBDie 6 •
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ON SOLE METHOD OP APPROXIMATING OF CONVEX FUNCTIONS OF C3 
CLASS WITH BROKEN LINES

S u m m a r y

This paper gives the properties of optimal broken lines (in 
sense of approximations) inscribed in function f(x) in the 
interval < tf, (3> and the relationship between optimal broken 
line inscribed in f(x) and arbitrary optimal broken line 
with the same number of sides.
Besides, there is given the method of construction of a broken 
line having from the given function f(x) a smaller deflec­
tion than cf.


