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RYSZARD BARTLOMIEJCZYK

O PEWNYM SPOSOBIE PRZYBLIZENIA
EAMANYMI FUNKCJI1 WYPUKLYCH KLASY CJ

Praca dotyczy pewnych wkasnosci optymalnych (w sensie apro-
ksymacji) +amanych wpisanych w funkcje f(x) w przedziale

<a,b> oraz zwigzku miedzy optymalng damang wpisang i do-

Tw. 3 podaje oszacowania maksymalnego odchylenia cieciwy
+aczacej punkty krzywej o odcietych t, t+h od tej krzywej.
Oszacowania te mozna rdvmiez otrzyma¢ z nieréwnosci podanej w
pracy [1] , lecz oszacowania w niniejszej pracy otrzymano
na innej drodze.

Na podstawie twierdzenia 3 podana jest konstrukcja +*amanych,
ktérych odchylenie od danej funkcji nie przekracza z goéory za-
danej liczby <.

Niech funkcja Tf(x) bedzie klasy e 1 T * 0
dla Xx €<<£,%>. @)

a funkcja g(x) bedzie funkcja ciggta w przedziale <a,b> i

liniowg w kazdym przedziale

@)
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i nie bedzie liniowg w zadnym przedziale zawierajacym we-
wnatrz punkt xi(i=0..,n). Funkcje g(x) nazywa¢ bedziemy *a-
mang, liczbe n iloscig bokéw damanej, a punkty funkcji g(x)
0 odcietych a, x1. x2,..., x ™~ , b wierzchotkami +amanej.

tamang g(x) nazywamy wpisang w funkcje T(x), jeshli g(xjj =

= f(xj), dlai e 0, ... n.
liczbe A - max |f(xX) - g(xX) |nazywamy odchyleniem +amanej
a™x<b

g(x) od funkcji Ff(x) w przedziale <a,b>.
Przez 4\(t,u) oznaczamy odchylenie boku +amanej a(x)
(ktdrego kornice majg odciete t i u) od funkcji F(X). (€©))

Jesli g(x) speklnia zatozenia (2) to zachodzi zwigzek

A « max (@, g9), A(xXIf x2), ..., A(xn_1fb)] @)

Odchylenie boku ¥amanej wpisanej (ktérego konce maja odciete
t i u) od funkcji F(X) oznaczamy przez <5(t, u). o)
tamang g(x) nazywamy optymalng dla funkcji T(x) w przedzia-

le <a,b>, jesli dla kazdej innej #*amanej gN(x) o n bokach

zachodzi nieréwnosé
max F(X) - g(x) <max F(X)
a<x<b as;x<b

Analogicznie definiujemy optymalng +amang wpisang.

Udowodnimy teraz 4 lematy potrzebne dla dowodéw twierdzen.
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Lemat 1.

Jesli X1 /N X2 < X3< X4 lub X1< x2< x3 < x4
to ¢"Ug, xN) < (f (x1# x4).

Dowéd.

Rozpatrujemy przypadek gdy ¥"(x)<0, dowod przypadku
" (x)> 0 analogiczny*
Poniewaz T(xj jest funkcja wypukda, wiec odcinki AB 1 CD
mogg mie¢ wspolny co najwyzej jeden z punktéw koncowych.Niech
w punkcie £ odcinek CD najbardziej odchyla sie od funkcji
f(X).
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Zachodza wiec nierdéwnosci
S(XE, xN) = EP < EG<d(x1, XA),

z ktorych wynika prawdziwos¢ lematu,,
Wniosek 1<
Funkcja $ (t,u) jest malejaca ze wzgledu na zmienng t, a
rosngca ze wzgledu na zmienng uO
Zamieniajac w zaltozeniu stabe nieréwnosci na rownosci otrzy-
mujemy wniosek«
Lemat 2«
Funkcja S (t,u) jest ciggta w obszarze | a « t«b,t<u<t ja
Dowddo

tatwo zauwazyc¢, ze

S(fc,u) a max |FCL, x, wl] ®)
T«x<u
gdzie

fx) - f(v) - &~*) dla t< u
F(t,,x»u) s 4
N0 dla t = u0

Funkcja F(t, X, u) jest ciggta w obszarze
ja<t<b, tN X < b, X< u<b]

Zatem S (t,u) jest tez funkcja ciaggla w obszarze
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Lemat 3« \Y
Funkcja liniowa, ktorej odchylenie od funkcji T(x) w prze

dziale< a,b> jest najmniejsze dana jest réwnaniem
y =90 # @

gdzie g(x) jest roéwnaniem cieciwy dgczacej punkty o odcie-
tych a i b. Znak + bierzemy jesli fw(x)<0, a znak - jeslhi
f’(xX)> o.

Dowdd .

Rozpatrujemy przypadek gdy f7(x)>0, dowod przypadku
7 (x)< 0 analogiczny. Mozna prowadzi¢ dowdd arytmetyczny tego
lematu, jednak dowdd geometryczny jest bardziej przyjrzysty.
Odcinek AB jest wykresem funkcji y = g(x), odcinek DE jest
wykresem funkcji (7), a odcinek PQ wykresem dowolnej funk-

cji liniowej roéznej od funkcji (7).
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Mogg zajsS¢ cztery przypadki:
1° AP> i BQ< W
2°) AP<”™ i BQ> mf

3°)  AP<| i BQ< |

4°) AP> 1 1 BQ> |

W kazdym z tych 4 przypadkéw odchylenie odcinka PQ od przy
najmniej jednego z punktow A, B, C przekracza
A wiec rownanie (7) przedstawia optymalng funkcje [liniowg
(+amang o 1 boku) dla funkcji F(X).-

Wniosek 2.
Jesli T(x) spelnia zatozenia (1) a A(t,u), cf(t,u) sg
okreslone def. (3), (5)# to zachodzi nieréwnosé A(t,u)>

,u) (t 1 u sa odcietymi dwéch kolejnych wierzchotkéw
+amanej g(x)).

Dane sa dwa podziaty przedziatu <a,b> na n czesci,punie
tami pierwszego podziatu sg a » xq < X < _.. < xn » b,a dru
giego a = yQ< yl < ... <yn » b.

Podziaty nazywamy roznymi, jesli istnieje przynajmniej jeden

punkt xi taki, ze xi &y* dlaj » 0,1, ..., n.

Lemat 4.
Dla kazdych dwoch réznych podziatdéw przedziatu <a,b>ist-

nieje para liczb (i,k) taka, ze

yi < *k N xk+l < yi+l
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Dowdde

Przedziatow (@, x>, (x"9 Xg> , ot b> jost n,
natomiast punktéow wewnetrznych drugiego podziatu jest n - 1.
Istnieje wiec przedziat (xX™ xkHJ> nie zawierajacy zadnego
punktu vy i#
Niech 1 bedzie najwiekszg liczbg takg, ze yiI ™ x°.
Dla tak okreslonej pary liczb (i, k) zachodzi nierdéwnosé po-

dana w tezie*

Twierdzenie 1*

Jesli f(x) spelnia zatozenia (1), to dla kazdej liczby
naturalnej n istnieje doktadnie jedna optymalna *amana wpi-
sana w funkcje f(x) w przedziale <a,b> o. n bokach.

Odchylenia bokéw tej *amanej od funkcji T(x) sa sobie rowne.

Dowdd.

Niech

dlan = 1,2,3 (8)

gdzie
~N(X) ® cdCa, X)-

Funkcja ¢c/Cx) oznacza odchylenie optymalnej +amanej wpisa-
nej o n bokach od funkcji fT(xX) w przedziale <a, x>.
Aby twierdzenie byto prawdziwe nalezy udowodni¢, zej
1° minimum we wzorze (8) realizuje sie przy ustalonym
x dla dok¥adnie jednego yn * yn(X) spedniajacego

zwigzek
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2°  Tfunkcja jest funkcja rosnaca i ciagla zmien
nej x«
Prowadzimy dowdd indukcyjny?

Dla n =1 otrzymujemy
of G m min  [cT(a»y), cf(y9 X] D)
any”™x
Niech x bedzie ustalong liczba8
Poniewaz cf(a9y) Jest funkcjag rosngcg ze wzgledu na y, cHy9)

jest funkcja malejagcg ze wzgledu na y9 wiec minimum we wzo-

rze (9) realizuje sie dla takiego y™ * y» (X), ze

~Ca» r My-j» x). [(10)}

Istnienie 1 jednoznacznos¢ rozwigzania y» = y™(X) roéwnania

(10) wynika z ciagtosci 1 monotonicznosci funkcji cf (atty)»
~(y*x) ze wzgledu na zmienng y*

Niech x”">x2*

cfgCx«) s max p (a9t)sd'Cy”x,,)] *cTCaay.,) s cT(yl#Xl)9
aryixn

d2(x2) = max pUsyp» cf(y'cx2)] miCa.yp =cf(y'%x2)9

Mogg zaistnie¢ dwa przypadki?

1) yl<y. » 2 $ >yl
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W przypadku 1°) zachodzi nieréwnosc

Yy, < VY., < x2 N *
z ktoérej wynika na podstawie lematu 1
c/gCd) =d Cy~x” >c/’Cy"™,x2) = "2(*2)*
W przypadku 2° zachodzi nierdéwnosc¢

a< W <yp

z ktorej wynika, ze
gP(x2) » cf(afyp < cICa*y]) =

Stad wynika, ze dg(x) jest funkcja rosnaca» .Ciggtos¢ funk-
cji CR(X) wynika z ciggtosci funkcji & (x,y)-

Dla n m 2 twierdzenie jest prawdziwe»
Dowdd przejscia indukcyjnego od n <k don *k + 1 analo-
giczny»

Twierdzenie 2a

Jesli funkcja g(x) spelniajaca zatozenie (2) jest opty-
malng *amang wpisang o n bokach dla funkcji T(X) w prze-

dziale < a,b>, to

y - gx) £ f (11)
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jest optymalng +amang o n bokach dla funkcji f(x) w prze»

<a, b> e

Znak + bierzemy jesli 7 (x)<0, znak - jeshi () >0,

Ammax |[F) - gX)| =
adx<b

Dowod-

Odchylenie 4amanej (11) od funkcji T(x) wynosi
Udowodnimy, ze kazda inna 4amana g~(x) ktorej rzuty wierz-
chotkéw majg wspodrzedne a, ylt e--, y m b ma odchylenie od
funkcji T(x) wieksze niz -—-

Jesli *y™dlai * 0,1 ee= n, to na podstawie lematu
3 otrzymujemy nieréwnos¢

max 1FQ) - g~ |>] =
a«x™b

JesSli x+ i y™dla i mo0,1, n tworzg rézne podziaty
przedziatu <a,b >, to z lematu 4 wynika istnienie pary
liczb (i, k) takiej, ze

yr< MK < A+l < yiti

Stosujac lemat 1,3 i1 wniosek 2 otrzymujemy nieroéwnosci

z ktoérych wynika prawdziwos¢ tezy.
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Twierdzenie 3*
Jesli FP () F(x)<0 dla xe <a,b>, to zachodzi nie-

réownosé

g U@ < d(E, th) < - [T O] -

Jesli f(x) f7(x) > 0 dla xe<a,b>, to zachodzi nierdw-

nosé

’fé f(t) |<c/(t, t+h) < | £7 ()|

Dowod»
Wstawiajgc do wzoru (6) u m t + h otrzymujemy

+ h) m max 1 f(x) = f(v) - &-9|
t<x«t+h (12)

Z wypuktosci funkcji F(x) wynika, ze maksimum we wzorze

(12) realizuje sie dla z speiniajgcego zwigzek

f°@ .xitmLLJETCEL.
1

Z twierdzenia Lagrange 'a, wiadomo, ze z = t + Oh, gdzie
0< O0<1.
Stad po wstawieniu do wzoru (12) otrzymujeny

cf(t, t+h) - |f(t +6h) - F(t) - F7(t + Oh) Oh| . (13)
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Z wzoru Eaylora wynika, ze

2 2

f(t)« FCt + Oh)- 7 (t + Oh) Qh + — k-,gdzie t<4 < t+6L

Wstawiajgc ostatni wzér do (13) otrzymujemy

oCt, t+h) I @]- s

Zastosujemy teraz nastepujgce twierdzenie podane w [Z] :
Jesli  F"(X) F(x)<0 dla xe<a,b> to

0 <
jesli Q) f’(x)>0 dla xe<a,b> to 0~
Zauwazmy, ze jeshli 7 (X) F7(x)<0 to |[Ff’()] Jest funkcja ma-
lejaca*

Moga mianowicie zajs¢ dwa przypadki:

1° F°0)<0 i F7()>0 lIub 2° F°(x)>0 if(x)<O0,

W przypadku 1° f”(X) jest funkcjag rosngca po wartosciach
[T Jest funkcja malejaca.

jest oczywisty.

Analogicznie, jesli
rosnaca.-

ujenmych, zatem

Przypadek 2°

f’(x) F7(xX)>0 to]| F’" ()] jest Tfunkcja

Stosujac do wzoru (14) podane wyzej wiadomosc¢ i, otrzymujemy
2

cft, t+h) <|-| F7®] jesli ') F~® < O,

2 . 5
cf(t, t+h) > |f(t)| Jesli 7'  F7() > 0,
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Przez c”~(t,u) oznaczmy odchylenie boku #*amanej wpisanej
(ktdérego konce maja odciete t 1 u) od funkcji g(x) ® f(=x)e
tatwo zauwazy¢, ze cf(t,t+h) = <E?t - h, ~ D»

Niech 7)) Tf7(x)<0, wtedy g”() g”(x)>0«

Stad na podstawie wzorow (15) otrzymujemy

2 2
<«/(t, t+h) » ;~(-t-h, -t)>- lg”C’t-h)j * I (eth)j (16)

Analogicznie, jesli f7 () fWx)>0 to zachodzi nieréwnoscé

cftt, t+h) = A(-t-h, -t)-<~ |g’(¢-t-h)] = £ |[Fh) | @0

Z nieréwnosci (15)» (16), (17) otrzymujemy teze*

Uwaga.
tatwo stwierdzi¢, ze dla funkcji y *ax + bx + c

.2
cf(t, t.+h) *a -

Twierdzenie 3 moze stuzy¢ do konstrukcji damanych (wpisa-
nych w funkcje T(X) lub dowolnych), ktérych odchylenie od
funkcji F(X) nie przekracza liczby ¢ <

Rozpatrzmy, kilka zadan, ktdére moga mie¢ zastosowanie w

praktyce numerycznej#

Zadanie 1»
Dana jest funkcja fTx) taka, ze F"() () < O dla

xe<a,b> o
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Zbudowa¢ 4amang wpisanag, ktoérej odchylenie od funkcji )
nie przekracza liczby d -

Wystarczy oczywiscie wyznaczy¢ diugosci rzutow bokéw +a-
manej na 0$ X«

Na podstawie twierdzenia 3 wystarczy obrac

» 2\ IC . Ih = 2\“————51'3— ’lim' hi'>>]

n-1
v k (3l | £ @+ f (a+ Z1 h.
i-1 1
gdzie
n-1 n
N c b-a, h~b-a,
Si i=i
liczbe hn zastepujemy nie wieksza od niej liczba spet-
niajaca warunek
n-1
hn + Z
i»l
Liczby h», h®, eee VT - wyznaczajg +amang wpisana,
ktorej odchylenie od funkcji F(x) nie przekracza
Zadanie 2-
Dana jest funkcja T(x) taka, ze F7() () > 0 dla

xe <a,b>* Zbudowa¢ d#amang wpisang, ktorej odchylenie od ftnk

cji T(xX) nie przekracza liczby cfe



O pewnym sposobie przyblizenia d+amanymi funkcji«.. 29

Rozpatrujemy, konstrukcje damanej wpisanej w krzywg F(-x)
w przedziale <-b, -a> , ktérej odchylenie nie przekracza d.
tatwo zauwazy¢, ze w tym przypadku mozna zastosowa¢ zadanie 1.
Otrzymujemy wiec liczby h”™, h?, eee* h~  bedace dhu,-
gosciami rzutow damanej wpisanej w funkcje T(-x) w przedzia.
le <-b, -a>« Zatem liczby hn» hn-1* — e h2, b beda
dfugosciami rzutéw kolejnych bokéw damanej wpisanej w  funk-
cje f(xX) w przedziale <a,b:>, ktdrej odchylenie nie przekra

cza liczby d

Zadanie 3-

Dana jest funkcja T(x) speiniajaca zatozenie (D)«
Zbudowa¢ *amang wpisana, ktoérej odchylenie od funkcjg f(x) w
przedziale <a,b> nie przekracza (L

Przedziat <a,b> dzielimy na takie maksymalne podprze-
dziaty, ze wewnagtrz kazdego z tych podprzedziatow frr(x) fw,(x)
jest statego znaku« Do kazdego z tych podprzedzialdéw stosuje-

my wyniki zadan 1 1 2«

Zadanie 4°

Dana jest funkcja T(x) speiniajaca zatozenia ,(D«
Zbudowa¢ #amang, ktérej odchylenie od funkcji f(x) w  prze-
dziale <a»b> nie przekracza d

Korzystajac z zadania 3 zbudujemy +*amang wpisanag, ktérej
odchylenia od funkcji f(x) nie przekracza 2d.
Niech jej rownanie bedzie y * g(X)«
tamana y » g(x) + d ma odchylenie od funkcji f(x) nie prze-
kraczajace d = Znak + bierzemy jesli f”(X) <0, znak -  jeSli

f ) > O«



30 Ryszard Bartdfomiejczyk
LITERATURA

[1] tukaszewicz J*, Warmus M*: Metody numeryczne i graficzne*
Warszawa 1956, str.100*

[2] Bartdomiejczyk R*: 0O pewnych wkasnosciach liczby 0 wy-
stepujacej w twierdzeniu o przyrostach skonczonych*

Rekopis ztozono w Redakcji 5 marca 1964 r*

0 HEKOTOPOM CI10COBE HPMEJMSEHKH JIOMAHhIMM BHTiyKJHX
OyHKm® KMCCA C3

P e 3 jom e

3 CTaulLe yicasaHH csoi#CTBa onTHMajiBHNX (a CMHCJre
anpoKCHMamra) Jiommix BimcaHHHX b ~ymcmnD Ff(x) Db
HHTepBajre <*,(&> a Tanace cbb3b Meacay onTHMajiBHoa
JiomHoft BimcaHHoft h nanod m 6o onTHMajiBKoft JioMa-
hoi c¢c TeM ace caMHM ~hcjiom 6okob,

JKsisana tanace KOHCTpyKimn Jiomnot, KOTopoit yicjroa
OT HaHHOA, $yHKIJCHH f (x) MeHBDie
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ON SOLE METHOD OP APPROXIMATING OF CONVEX FUNCTIONS OF C3
CLASS WITH BROKEN LINES

Summary

This paper gives the properties of optimal broken lines (in
sense of approximations) inscribed in function Ff(x) in the
interval <tf, (3 and the relationship between optimal broken
line inscribed Iin T(X) and arbitrary optimal broken line
with the same number of sides.

Besides, there is given the method of construction of a broken
line having from the given function F(x) a smaller deflec-

tion than &



