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JOZEF SZPILECKL

OBCOUZBUDNE, REZONANSE PARAMETRYCZNE
V UKEADACH O N STOPNIACH SWOBODY

Streszczenie. W pracy podano rozwigzanie
trzech rodzajéw macierzowych réwnan roézniczko-
wych zwyczajnych typu (2) z warunkiem (s), =za-
gadnienie diagonalizacji i wykresy statecznosci*,
ktérych rozpatrzono w [3]« w przypadku, gdy réw-
nania te sa doprowadzone do postaci diagonalnej.
Wspotczynniki rozwigzania w formie szeregu Fou-
riera (9) dadzg sie wyliczy¢ z réwnania (11) o
macierzy wspotczynnikow (13), Rownania rozwigza
no uwzgledniajac rezonans liniowy i sumowy i rée
nicowy rezonans parametryczny. Otrzymane formu-
4y pozwalaja zobaczy¢ wptyw charakterystycznego
dla uktadu parametru na posta¢ krzywej rezonan-
su liniowego oraz przebieg jego krzywej fazowej.

W koncu rozszerzono stosowang metode na réw-
nania nie diagonalizowane i1 wieloperiodyczne.

1. WSTEP. CEL PRACY

\l pracy [3] rozpatrzono problem diagonalizacji macierzowego

réwnania jednorodnego typu

[a(t) d2/dt2 + B(t) d/dt + € (t)j v.- 0 D)

gdzie y oznacza wektor kolumne niewiadomych wielkosSci y. =.«
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Macierze A(t), B(t) 1 t () obrano w ten sposob, by po dia-
gonalizacji wykorzysta¢ znane wykresy obszaréw statecznosci.
Sa to macierze kwadratowe n rzedu, ktérych elementy sa funk
cjami ciggtymi lub odcinkami ciagtymi 0 nieciagtosciach
pierwszego rodzaju.

Celem niniejszej pracy jest rozpatrzenie rezonansow para-
metrycznych obcowzbudnych w ukdadach, opisanych réwnaniem ma-

cierzowym

[ACD d2/dt2 + B(t) d/dt + <D.@®)] y = (L) )

gdzie T(t) wektor-kolumna o elementach, bedacych znanymi
funkcjami przedstawialnymi w postaci szeregu Fouriera.

Ze wzgledu na roznorodnos¢ metod, przy uzyciu ktorych za-
gadnienie daje sie rozwigza¢, prace podzielono na dwie czesei

W pierwszej czesci rozpatrzono rozwigzanie w formie szere-
gu Fouriera, przedstawiajgce stan ustalony oscylacji obco-
wzbudnych, przy zatozeniu, ze macierz B(t) posiada elementy
state, macierze A(t), B(t) 1 4 () sa zresztg tego samego
typu, co w wymienionej juz pracy [3] i1 doprowadzone do posta-
ci diagonalnej. Przedstawia to pewne udogodnienie, polegajace
na tym, ze mozna rozwazania przeprowadza¢ dla jednego elemen
tu macierzy. Metoda mogtaby by¢ réwniez stosowana bez zatoze-
nia o diagonalizacji macierzy, ale wyniki byktyby bardziej nie
przejrzyste.

W czesci drugiej rozwigzano zagadnienie ogdélniejsze,miano-
wicie z uwzglednieniem stanu nieustalonego i dla macierzy nie

diagonalizowanych.
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Czes¢ pierwsza

20 UFFAGI OGOLNE

W czesci pierwszej rozpatrzono rezonanse liniowe z czestoscig
podstawowg funkcji f(t) oraz rezonanse parametryczne sumowe
i roznicoweo Rozumowanie daje sie przy pewnym wkdadzie pracy
prosto uogélni¢ na dowolng i1los¢ rezonanséw liniowych (wyzsze
harmoniczne) i1 parametrycznych (dowolne liniowe kombinacje
czestosci)o

Aby méc pordowna¢ wyniki dla rezonanséw parametrycznych z
wynikami dla ukfadéw o statych elementach, przedstawiono otrzy
mane rozwigzania w postaci utamkow dancuchowych. Pozwala  to
w prosty sposob przesledzic¢ réznice w ksztakcie krzywych rezo
nanséw oraz zdefiniowa¢ parametry, decydujace o tych odstep-

stwach.

«

3. ROZPATRZONE TYPY RCWNAN

Podobnie jak w [3] rozpatrzono nastepujace typy rownan:
1) Rownanie Mathieu z thumieniem.

W tym przypadku

A ~ 1, <p{t) + @ + (20 cos * Q> B() - (b) ®

gdzie 1 macierz jednostkowa, (@), (b) macierze diagonalne n

rzedu o statych i dodatnich elementach*
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2} Rownanie Meissnera z thumieniem

W tym przypadku

A 1, O = @ +2(q), B(M- ® )]

Elementy diagonalnych macierzy n rzedu (@), (@), () sa sta

+e 1 spelniajg nastepujgce nierownosci:

aik > °* 0 < 2 < aifk "

Przejscie od wartosci ta) + (29) do wartosci (@ - (Ra) 1 od
wrotnie odbywa sie w chwili ks/u) lub 2 gdzie 0 <k <1,

—-tfpulsacja zmian parametru (@ + QQ)*

3) Réwnanie Weiganda |

W tym przypadku

A = (/A) + (OFA) cos<*, Q t, () =1r B(t) = ) (6)

Macierze (/a) 1 (af/0» (b) sa diagonalne n rzedu o elemen-
tach statych, przy czym dla zadnej wartosci t zaden z ele-

mentéw macierzy A(t) nie zeruje sie*

4) Réwnanie Weiganda 11

Ze wzgledu na pewng zmiane oznaczen w poréwnaniu z [3] ma-
my

ACE) - 1A)M, F02 + [(2h2/A2)A>1402j cos ~1(0 t (7)
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B(t) « - [B8(h2/?2) A1>02]sin aol40 t

D) = 1

Macierze (1A) i (h2A 2) sg diagonalne n rzedu o statych

elementach.» Wszystkie elementy macierzy A(t) sg rozne od zera.

4. ROZWIAZANIE PRZEDSTAWIAJACE STAN USTALONY OSCYLACJI
Zatozono, ze

f(®) - £ Bm coS@O>m t ¢ r 0tm) ®
m=1
gdzie Bm, “=0tm,r O,m ' state*

Rozwigzanie rownania (2) przyjmujemy w nastepujacej postaci:

Cho 00
y mZ Z  *k.,i oos(Jk ,i¥ & t9)
1=1 k-1
gdzie
% i = ka)i,o + la)o,r Kl=1»2**»

State AN Y k 1 wyznaczamy w ten sposéb, by roéwnanie (2)
byto spednione niezaleznie od tego, jakie wartosci przybiera

zmienna niezalezna t®
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40U ROWNANIE MACIERZOWE NA WYZNACZENIE AMPLITUD | FAZ SZERE-
GU (9)-

Problem wyznaczenia amplitud i faz rozwigzania réwnania 1)93)

i 4) mozemy ujgé we wspédlne réwnanie

O ® -6 @y

gdzie (A) jest wektorem kolumng z#ozong z elementow*

A-2919c9 A-2919s9 A=1917e* A-1,19s* A0919c9 A0919s9 A1l,199
A1919s9 A2919c9 A2919s 000

(B) jest wektorem-kolumng ztozong z elementow* Blgcg
81939 1=1929000n roéznych od zera w przypadku réwnan odn©=

szacych sie do rezonansu liniowego odpowiadajacego czestosci

091°

Dla skrécenia oznaczono

aagkge s Ai ,k cos Y itk (12)

Aigkgs s Aigk STNY Itk

)]

—_~ VAN
B10c BN cos

» sin (f»
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Podwojnie nieskonczona macierz (c) posiada nastepujacg postad
(u gory ponad poszczeg6lnymi kolumnami oznaczono zmienne,

do
ktorych odnoszg sie te kolumny)
A
-1,1,¢ A1,1,s A,1,c A0,1,s Al,1,c A1,1,s
P-2» °»*-1,1» < -1,1* Qo
P2» *-1,1» *-1,1* Q* qc
P-1* °* *0 1* ©0,1* gl
P-1* *0,1» 6 0,1» o* ql
Po* °ox TN1* Wi1,1* 2
PO, ?1f1# °» 92
@

przy czym znaczenie poszczeg6lnych symboli podaje tabela*
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Tabela 1
Réwnanie Mathieu Weigand | Weigand 11

b a)'k»l 0

aogv ~ %/2i"

Kolumna 2 wymaga uwagi* Gdyby, jak w pracy Weiganda elementy
macierzy (1/A) i (*/2a) byty bezwymiarowe, nalezatoby wiel-
kos¢ jck i podzieli¢ przez by otrzyma¢ wyrazenie  bez-

wymiarowe.

4»20 Kilka uwag matematycznych

Roéwnania typu (11) do ktérych rozwigzania sprowadza sie roz-
wigzanie problemu, sg réwnaniami o nieskonczonej liczbie nie-
wiadomych i o podwdjnie nieskonczonej macierzy wspoétczynnikdw
(C).

Wogdlnosci rozwigzanie tego rodzaju réwnan przedstawia
sie bardziej skomplikowanie, niz w przypadku skonczonej licz-
by zmiennych. Z teorii réwnania Mathieu [2] znane jest jednak
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twierdzenie EO Schmidta, pozwalajace uprosci¢ zagadnienie:
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to by réwnanie

\Y/ ag>p xp = cqt g-1f2,... (14)
p«l
@ 2
posiadato rozwigzanie o zbieznej sumie kwadratow vy
p=1
jest, by dla kazdego wiersza (kolumny) macierzy (c) byt spet
. K zbieznosci 00 2 /00 2y
niony warunek zbieznos$ci szeregu /1i 3P ( , Ay
p- 0=

przy dowolnych c¢™o Zbiezno$¢ ta wynika prosto w przypadku
macierzy (C) z tego, ze liczba réznych od zera elementow po-
szczegOlnych wierszy (kolumn) macierzy C jest  skonczona i
wartosci tych elementéw sg réwniez skonczone.

Przy zatozeniu stusznos$ci powyzszego twierdzenia wolno sto
sowa¢ przyblizony sposéb rozwigzania réwnania (11),polegajacy
na tym, ze macierz (c) zastepujemy macierzg n rzedu przez
wykreslenie pozostatych wierszy i kolumn i zagadnienie roz-
wigzujemy dla n niewiadomych. Gdy n zmienia sie od 1 do
nieskonczonos$ci cigg rozwigzan dazy do rozwigzania szukanego.

4.3« Ograniczenie rozwazan do rezonansu liniowego i rezonan-
sow parametrycznych

Korzystajagc z uwag podanych w poprzednim paragrafie i doty-
czacych rozwigzania, ograniczymy sie do rozpatrzenia trzech
rezonansOw: rezonansu liniowego i dwu rezonanséw parametrycz-
nych? sumowego i roznicowego. Wprzypadku uwzglednienia tylko
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wyrazéw odpowiadajacych w réwnaniu (11) amplitudzie At!fc 0-
trzymujemy wyniki dla rezonansu liniowego charakterystycznego
dla obwodu o jednym stopniu swobody*

Jezeli ponadto uwzglednimy amplitudy 1 odpo-
wiadajgce czesto$ci sumowej i rdéznicowej, otrzymujemy mozli-
wos¢ wystepowania rezonansu liniowego i dwu rezonanséw para-
metrycznych* Na przebieg rezonansu liniowego wywiera wplyw po
za wielkoScig N generatora czy wielkosci a  obwodu, je
szcze parametr wspolny wielkosciom p™ g”, wiec q w przy-
padku réwnania Mathieu, o\ 1 w przypadku réwnania  Weigan-
da I i h2/AZ w przypadku ré@vnania Weiganda 11. Stad  wynika,
ze krzywa rezonansu liniowego ulega znieksztatceniu, jezeli
rezonans ten wystepuje w uktadzie parametrycznym*

404* Wyliczenie amplitud A1 1 A1 1 s dla i*1,0,1

Ograniczajac sie do amplitud podanych w tytule, mozemy podad
dla nich rozwigzanie réwnania (11) w postaci
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* 2qo p-1(»-1,1 *0,1 " >01 i,-1>1>t"S,1 * " 1,1

* 10 (a-1,12 + -qo gi po P-1 12 »"-i,1*” 1,1

6
2».1,1 »1.1* +qgo p-12 (S,12 + V1,12) @)

LL1,c * BL,0.|*qtN,12 + VL,t2)I_ "-1.1 ~ 0,1 +
+ »0,1 »-1.15+ qgo po ql Ik»-1,1 »1.1 1,1} *

Q0 p-1¢1,12 + 71,22)} “ B1l,s{- »ol" -1,1 »0,1

w11 VO0,1)(*1-12 + V1,12) + O PO q, * I-»_1tl»i,i +

* »—,.1 ~1.1>} t,7)

t.1l,a = -Bl,c’{(Q"1,12 +ri,12)t"*-1,1,70,r,”.1,1*0,1) %

+

@ poql (I,-1,2 »1,1 **-1,1 #1,1)} +Bl,s((»1,12 *

+ AL,1 T % AUAZ1.1 70,1 ~0, 17 + Po go  *

AL o »LL o+ Toid LI 4 % pei (ili2 + WLID}  118)
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% - Bi.0 (u-v ¢« Vv ) "0.1

2 2 2
“glpo S,1 - M,1 + ?2-1t1 }" qoP-1 ~-1,1 (A1 +
¢ \12> "Bl,s |”""-1,12 + ~-1,1N = ~0,171,12 +

+ ALFI2) - g1 PQ ~IFL U. ,/ + ~_ifl2) % P.1 ~1fI2 +

1,1 ° =-1,1 a9

“Brs = Pafc v no12+ N1 2)Uu-1,12+ +
+«dpo M,12+ 7-1,12) 1.1 + @0 p-1 (11,22 + €1~2)*
e v-i,I} +Bl,s {lI,I12+ 7 -1,I2™ Ao,t P 1,12+ ~i.I2~

+ gl po Al1l V-1,12 “a-1,1" mqgo P-1 » *-1,1 1,12 +

(20)
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*po QglG"-1,12 + W-1,12) + "0 po P-1 ~*-1,1 = "e1,1 +

¢ ”-1,1 v1,1)} - Bl,s {U-1,12 * v-1,12)til0,1 =1.1 +

+ 0,1 *1,1" PO+ % PC P-1 v-1,1 A1,1 + V1,1 A-1,1°

1)
\'s - -Bl,ciU-1.12 *,,1 - *0,1 ”1,1)po +
*q,poPl v ,1 =1,1 _=-il *1,l)y+ Bl,
. 1.1 #V0,1V1,1) Po + pb ql ~-1.12 %
¢ " 1.1 >-po% plPw=ll =11 m=x_11 =111 e2)

Postugujgc sie wyrazeniami (16)-(22) mozemy wyznaczyc
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4050 Dyskus.ia otrz.vman.vch wyrazen

Z postaci wyrazen (17)“>(22) wynika, ze wyrazenia (23) na n
sg proporcjonalne do amplitudy czynnika wzbudzajacego o«

scylacje w uktadzieo

W przypadku réwnania 4) jest

vk, - rk,i

w przypadku réwnania 1) i1 3) jest spedniona zaleznos¢

Yki ®m ?k,i- *n,i u6)

przy czym

*8 X-1,1 " *0,1 * *-1,1 VO,)(AL,12 +

+ TE,i2) + % C14-*-1,1 *1,1 + *-1,1 »1.15]/

K i 2* 71,12X-71,1 V0,1 ¢ *0,1 *-i,i> +

+qo gl G-1,1 *1,1 +v-1,1 v 1,1" + 4o gl 1,12 +V 1,1~ .

@n
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* loti +7-1,12) VvVO,1**1,1 + V1,1 ; "

“qoqi *1,1 M,12+*i,i2) * qo ~"r-1,1~1,/ +

* g0 gt ~1tlU,, 1F12 + - % *1 ~-1,1U0 1,12 + V1,12)]

(2)
**»1,1 = K1,12+V_1(12)(10,1 *1,1 +V0,1 *1,1> +

+qogl V-1,1x1,1 + ~1,1 +

+Vv.1,12) (-v1 *1,1 +*0,1 h,i)+qoqgi (M,12 +

+v-1,124 + ¢gqo gl ~-1,1 ai,1 +V-1,1 29/

Z postaci otrzymanych wyrazen wida¢, jak zmienidyby sie
one, gdyby w szeregu Fouriera (3) uwzglednic¢ wiekszag ilose
skkadnikow* Mozna powiedzie¢ ogolnie, ze z réwnania (23)
oraz tg z rownania (24) sa funkcjami wymiernymi catko-
witymi parametru charakterystycznego dla danego uk#adu para-
metrycznego, wspolnego parametrom p», g™ W wyrazeniach od-
noszacych sie do rezonansu liniowego wystepujg tylko parzyste
potegi charakterystycznego parametru. Wyrazenia amplitud od-
noszacych sie do rezonansow parametrycznych sg proporcjonalne

do tego parametru*
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4«6« Przeksztatcenie wyrazen (23) i1 (24) odnoszacych sie do
rezonansu liniowego w celu wykazania réznic  wvstepu.ia-

c.vch w ukdadzie liniowym I parametrycznym

Wyrazenia 1~ oraz tgy z rownan (23) 1 (24) sa typu F(X)=
= Ic1,0 + °1,1 * ¥ °1,2 * * — )/(c0,0 + °0,1 1 #c0,2x2+— J

G0

Stad otrzymujemy wyrazenia odpowiadajgce ukdadowi liniowemu,
zaktadajac x = O*
W celu podkreslenia wyraznego wptywu parametru x na krzywg
rezonansu i1 krzywg zmiennosci kata fazy, mozna dokona¢ przy-
blizonego dzielenia wielomianéw urywajgc na potegach para-
metru charakterystycznego, ktdre mozna poming¢ ze wzgledu na
ich matoscé®

Inna metoda polega na zastosowaniu udamkéw  Hancuchowych*
W [I] podano algorytm, pozwalajacy zamieni¢ wyrazenie typu

(30) na utamek *ancuchowy postaci
Hx) = cli0/<c0>0 ¢ 02(0 x/ c1(0 - c3>0 x/[c2i0 ¢ ...] >3
W wyrazeniu tym stosunek c¢j g/cq q przedstawia wartos¢ od-

noszaca sie do ukdadu liniowego. Wptyw ukdadu parametrycznego

figuruje w mianowniku w postaci utamka
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Na podstawie powyzszego przedstawienia wynika, ze w uktadzie
parametrycznym przebieg krzywej rezonansu liniowego i prze-
bieg kata fazy sg inne niz w ukdtadzie liniowym oraz na czym

polega odstepstwo*

4,7 . Uogblnienie rozwazania na macierze nie diagonalizowane

W przypadku* gdy réwnanie (@) posiada macierze nie diagonali-
zowane, mozemy rozwigzanie problemu sprowadzi¢ réwniez do roz
wigzania réwnania (11), przy czym w macierzy (13) nalezy do-
kona¢ nastepujacych zmians Wielkosci napisane u gory oznacza-
Ja wektory-wiersze, przestawione wektorow-kolumn, wystepuja-
cych w réwnaniu (9). Zmienia sie rowniez znaczenie elementow
macierzy, mianowicie skalarne elementy a,q,h itd. zastepujemy
kwadratowymi macierzami (a, (q), () itd* Wektor-kolumna @)
réwnania (11) jest zbudowany z odpowiednio nad sobg ustawio-
nych elementow wektoréw-kolumn réwnania (2)  Wektor-kolumna
(A zbudowany jest analogicznie z elementéw  wektorow-kolumn
rozwigzania (9)«

Ze wzgledu na podobne wkasnosci macierzy (13) i zbudowa-
nej wedtug ostatnich uwag, mozemy zastosowac¢ i w tym przy-
padku do rozwigzania réwnania (11) metode podobng jak w przy-

padku zastosowania macierzy (13)«
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4*8« Uogolnienie metody na uktady wieloperiodyczne

Z jeszcze wiekszym nakdadem pracy daje sie rozwigzac¢ rownanie

macierzowe o nastepujacej postaci

r
m=1

przy czym (@» (b), (@) macierze kwadratowe n rzedu, r

liczba skonczona* Mozemy je roztozy¢ na r probleméw typu

rozpatrywanego wyzej* Problemy te mozna zresztg ujac¢ we wspot
ne réwnanie macierzowe typu (11)* Ze wzgledu na wystepowanie
tu faz poczatkowych X £ o u”eSa5”™ pewnym zmianom poprzednio

podane macierze, wyprowadzone pod zatozeniem, ze X 1 O ~

4«9* Uwaga dotyczgca réwnania Meissnera

Ze wzgledu na nieco odmienny charakter i sposoéb rozwigzania
rownania przypadku 2), rozpatrzono ten przypadek oddzielnie

w innym miejscu*
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JBHEIDHHNM BOSHEfiCTBMW BO3BOTEHHHS HAPAMETPME-
CKME PE30HAHCH B CMCTEMAX' MVBOHHX T CTEINIEHEii  CBO-

Bom

Pe3 uwume

3 padoTe aaHO peineHHe Tpex poaoB MaTpuHHioc OT#e-
peHUKajiLHtTX odHKHOBeHHHX ypaBHeHHil THna (Z) c¢ ycjro
BH6MT (8T), Bonpoc. o KOTopHX wé&vomjmé&axym it

rpaMMET yCTOMHKBOCTH paCCMOTpeHH o6ujus. b (3), r«e OTH
ypaBHeHKH CBeaeHH"™ k OTaroHajiLHoft $opMe* Ko3$$nmten
tht pemeHHS: b Bnne pfl~"0B fypLe (9) Moryr 6htl nojiy«—
geHH ¢ ypaBHeHHH (I1) c waTpmieii KO0O3$$mxHeHTOB (13)
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3th ypaBHemifl perneHH npa coojmfleHHH JiHHeftHoro h
cyMMapHoro h pasHHHHoro napaMeTpiraecKoro pe30HaHca.
Hojiynemi $opwiyjiH noKa3HBaiOT’ BJinaHne xapaKTepuciH*
necKoro jyra naHHoii. cucTeMK napaMeTpa Ha $opMy Kpn®
Boft JMHetoro pe30HaHca h Ha ero $a30Byio xapaKTe=
PHCTHKyY»

McnoJiL30BaHHHii MeToa o0o6meH Toxe Ha ypaBHeHHH
He ,HHaroHajrH3HpoBaHHHa u MHoronepj+OjmaecKHe,

EXTERNALLY EXCITED PARAMETRIC RESONANCES IN SYSTEMS OP N DE
GREES OP FREEDOM

Summary

In the paper is the solution given for three diagonalised or-
dinary matrix differential equations of the type (2} with con
dition (8)9 whose diagonalisation and stability problem is in
[3] discussed«, The coefficients of the Fourier series solu-
tion (9) can be computed from the equation (11) with coeffi-
cient matrix (13)« The solution in given for the linear and
sum and difference parametric resonances«, Prom the received
formulas it is seen the influenceof characteristic fora gi-
ven system parameter on the shapeofthe resonance curve and
the course of the phase curve«

Finally is the method used forthe non diagonalised and

multiperiodic equations«



