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JĆZEF SZPILEOKI

OSCYLACJE RELAKSACYJNE W UKŁADACH LINIOWYCH 
OPISANYCH PRZEZ PARAMETRY,
KRÓRE SĄ WIELKOŚCIAMI STOCHASTYCZNYMI

Streszczenie. W pracy sformułowano zagadnie­
nie wymiany ciepła w układzie n ciał oraz z oto 
czeniem według liniowych praw z uwzględniemiem 
charakteru stochastycznego współczynników wymia 
ny» gdy jedno z ciał posiada źródło ciepła w o- 
kreślonych chwilach załączane lub wyłączane. Me­
todą macierzową otrzymano rozwiązanie problemu. 
Rozwiązanie zastosowano do wyznaczenia "stanu u- 
stalonego" oscylacji temperatur, obliczonego w 
tym przypadku formalnie tak samo jak w przypad- 
ku [3, 4] bez uwzględnienia składowej stocha­
stycznej .

1. WSTĘP
W pracy [3] autora były rozpatrywane oscylacje temperaturowe 
w układzie złożonym z n ciał, z których jedno posiada źród­
ło ciepła, w określonych chwilach załączane lub wyłączane 
(np.* przy pomocy termometru kontaktowego). Jako pierwsze przy 
bliżeńie przyjęto, że proces wymiany ciepła odbywa się według 
liniowych praw. V/ rzeczywistości, szczególnie proces konwek­
cji,, posiadający dla wymiany ciepła zasadnicze znaczenie, jest 
procesem skomplikowanym. Podobnie jak w hydro i aeromechani 
ce możemy go traktować jako proces o charakterze stochastycz 
nym.
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W pracy niniejszej uogólniono równania problemu [3] »przyj­
mując parametry charakteryzujące wymianę ciepła w postaci 
sumy dwu składowych: składowej deterministycznej i składo­
wej stochastycznej i doprowadzono je następnie do postaci po­
dobnej w pracy [3] » wskutek czego można stosować formalnie ten 
sam sposób sformułowania i rozwiązanie problemu "stanu usta­
lonego" oscylacji jak w pracy [3]. Stan ustalony, ściśle izecz 
biorąc nie istnieje ze względu na stochastyczny charakter 
procesów przebiegających w rozpatrywanym układzie. Nazwę za­
trzymano dlatego, że metoda rozwiązania problemu jest formal­
nie taka sama jak w pracy [3] •

Zagadnienie rozwiązano posługując się rachunkiem macierzo­
wym.

2. SFORMUŁOWANIE PROBLEMU
Korzystając z zasady zachowania energii i organiczając się do 
liniowego przybliżenia opisu procesu wymiany ciepła,otrzymuje 
się układ równań, który można zapisać w postaci macierzowej;1

d tf/dt + A ( t ) f ( t )  (1)

gdzie:
l7- wektor-kolumna o elementach lA, gdzie i'\ temperatura 

i-tego ciała, i = 1,..<.n,

A(t) = (a., (t)) - kwadratowa macierz n-go rzędu współczyn-lK
ników równania.
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Podobnie jak w pracy [3] założono, że elementy diagonalne są
równe sumie elementów danego wiersza, wziętych ze znakiem
przeciwnym, plus element a. (t) charakteryzujący wymianę z1 ,0
otoczeniem.
f(t) wektor-kolumna o elementach . . ,

vi + aił0(t) l/0, i—1,•».n

gdzie:
- moc i-tego źródła ciepła (dla prostoty przyjęto, że

jest tylko różne od zera V,j, pozostałe zaś Vi =
=0, i®21 • • «n,

,i/’0 - oznacza temperaturę otoczenia.

Warunki początkowe problemu przyjęto w postaci wektora, 
kolumny o elementach •

O elementach macierzy A(t) założono, że dadzą się one pized 
stawić w postaci sumy

ai,k(t) = ai,k,1 + ai,kf2(t)’ i“1»***11» k»0,...n (2 )

gdzie:
a. . 1 - element stały rzeczywisty ujemny dla i = k, do- i,k,T

datni dla i=k, macierz (,a. v *) posiada pojedyn-1, K, I
cze elementarne dzielniki rzeczywiste ujemne.

Aby wykonywane dalej na funkcjach stochastycznych o warto­
ści średniej równej zeru a ^ ^ i t )  działania były wykonalne,
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zakładany o nich, że są ograniczone w rozpatrywanym przedzia 
le ciągłe i całkowalne po Riemanowsku w sensie średniej kwa­
dratowej [1] •

Wektorowa funkcja f(t) posiada również charakter sto­
chastyczny, ze względu na występowanie w jej elementach wyra­
żenia a. (t), może więc byó przedstawiona w postaci sumy dvu i»o
składowych

f(t) = f1 + f2(t) (3)

gdzie;

styczną, 
wektor-] 
styczną*

f^ - wektor-kolumna przedstawiająca składową determini- 

f2 ” wektor-kolumna, przedstawiającą składową stocha-

3. ROZWIĄZANIE PROELEMU
Rozwiązanie problemu przyjmujemy w postaci

gdzie1
tij(t) - wektor-kolumna zbudowana z elementów będących skła­

dowymi deterministycznymi rozwiązania, 
wektor-kolumna o elementach będących składowymi sto 
chastycznymi rozwiązań*
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Ze względu na liniowość równania (1) można je 
przez następujący układ

d t^(t)/dt + A., t^Ct) = f1

d l/2(t)/dt + A(t) V2(t) = f2(t) - A2(t) ^(t)

gdzie:
A^jAgCt) macierze n rzędu zbudowane odpowiednio z ele- 

menté» ai > M  i

4. ROZWIĄZANIE UKŁADU RÓWNAŃ (5), (6)

Rozwiązując równanie (5) przy pomocy transformacji Laplace a 
fé] i oznaczając parametr transformacji ze względu na czas t 
przez s, otrzymujemy

e t
tfjtt) » ¿-» A1 6 f̂/ Sk + V *  

k«*1
n n

/ n  (sk . s )̂ + A ' (0) f^/TI (. Si) (7)
i=1 i-1
i*k

gdzie:
A^(s) - macierz, utworzona z algebraicznych dopełnień ele­

mentów macierzy (s B + A^),
E - macierz jednostkowa n rzędu,
sk - charakterystyczne wartości macierzy A^*

zastąpić 

•'

(5)

( 6 )
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Stosując podobnie transformację Laplace 'a do równania (6), 
otrzymujemy rozwiązanie w następującej postaci

n s t n ' f  r n
v2 w  » £  A ' u k; e k w n  u k-si) + I IX Aitsit) •

k=1 i=1 o k=1

. eSk(t'T)/  f i '  h l f ) -  ^  ( Ż  ^  *

s r n /
. e k (f-j/sĵ . + VQ) /TT ^ V sî  + A1 ^  f1/

‘ i=1 1

/ f ]  C-si) | d f -  A1^sk^ 8
i=1

f i ' A2(f) t^Cf) dT (8)

Jest to równanie całkowe na wyznaczenie funkcji 
Z postaci tego równania wynika, że pierwszy wyraz jest deter 
ministyczny, drugi zaś i trzeci stochastyczny. Równanie (8) na 
wyznaczenie funkcji t^Ct) rozwiązuje się metodą interacji. 
Jako pierwsze przybliżenie można przyjąć wartość Pow
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stałą gdy w prawej stronie równania (8) pominiemy ostatnie wy 
rażenie. Jako następne przybliżenie przyjmuje się

X K ‘v' * k •
JQ k=1 i=1

i*k

*  A 2 ( f J  ^ 2 , 0 ( f )  d f  ( 9 )

i tak dalej. Zbieżność otrzymanego ciągu iteracji-można udo­
wodnić podobnie jak zbieżność matrycantu w [2].
Rozwiązanie można przekształcić wyłączając przed znak całki
czynnik e k wskutek czego funkcję t*(t) określoną przez
równanie (4) można napisać w postaci

K i  + Bk,2(t)j * ”
k=1

( 10)

przv czym wektory kolumny współczynników - 0 są określone—ł 1»
deterministycznie 
Jeżeli oznaczymy
deterministycznie, wektory kolumny Bk 2(t) stochastycznie.

s. t
s k - ¿ k . in)

wtedy równanie (9) możemy uważać za równanie transformacyjne 
między dwoma układami współrzędnych: układem współrządnychpro 
stokątnych Kartezjusza Ć, , które są wielkościami determini”K
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stycznymi oraz układem współrzędnych - 8^ odpowiadających 
poszczególnym olementom macierzy t̂ (t) -0* Transformacja ta
jest na ogół affiniczna, więc układ osi współrzędnych 0

kształcenia w kierunku poszczególnych osi. Obie cechy są na 
ogół stochastycznie zmienne z czasem, ponieważ współczynniki 
równania (9) są stochastycznie zmienne z czasem.

Poza tymi cechami odróżniającymi te równania od równań roz 
patrywanych w pracy [3], postępowanie zmierzające do wyzna­
czenia "stanu ustalonego" możemy zasadniczo, prowadzió analo­
gicznie, gdyż jest ono prowadzone w przestrzeni determini­
stycznej t, k*

5. ZAGADNIENIE "STANU USTAIONEGO" W PRZESTRZENI KONFIGURACYJNEJ

Zagadnienie to można rozpatrywaó podobnie jak w pracy |3,4] • 
Należy zpaleió wspólne punkty £,** następujących dwu kray
wych w przestrzeni n wymiarowej

jest na ogół skosnokątny i poza tym występują liniowe od-

u  -  £ * ) / o  -  i.”  ■ m  - C * )) (12)
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z, warunkami, by punkty te leżały na hiperpłaszczyznach 
n

t'n-1 ‘ 8,1 ' ^  tEk,1,n + Bk,2,nltJ)(1 ‘ l’3)

n

<>„.1 + * »  - e „ - Z  tBk,1,n + Bk,2.n(t)) £*k
k=1

gdzie średnie wartości 1 i ¿3 ̂  są z góry zadane.n, «
Obierając jedną z metod rozwiązania problemu, podanych w 

pracach [3, 4] można zasadniczo otrzymać rozwiązanie tego same 
go rodzaju. Różnica polega na tym, że równabda hiperpła- 
szczyzn (12) mają współczynniki stochastycznie zmienne. Powo­
duje to, że punkty wspólne £,** ustalające krzywe "sta­
nu ustalonego" i okres "stanu ustalonego" są stochastycznie 
zmienne.
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P S M G A m 4 0 H R - TE  O G U H M U H H  3  J M H E M H H X  CMCTEMAX, 
O P P Ę U S J I E M D C  n P M  H O M O  "IM n A P A M E T P O B ,
K O T O P M E  HBJHEJTCH C J M A t a M M  3 E J M M H A M Mi

P e 3 K) m e

B  p a ó o T e  a B T o p a  [3] paccMaTpubaioTen T e M n e p a T y p H H e  
OCUHJUIHUHK B C H C T e M e  n ieJl9 H 3  K O T O p i K  0 £ H C  C H a d & e  
HO H C T O H H H K O M  TenJTOTH, B K J M H a e M H M  U J M  B H K  JHOHaeMHM 
b onpefleJieHHLK M O M e H T a x  B p e M e H H  (HanpHMep, n p n  n o -  
moiuh K O H T B K T H o r o  T e p M O M e T p a ) .  B  n e p B O M  n p H Ó j m e H H H  
n p H H H T O , H T O  TeilJIOOÓMeH nOflHHHeH J m H e Ź H H M  3aK0HaMo 
B  fleHCTBHT6JIBH0CTH TenJTOOÓMeH 3TO CJI02CHHH a a p o -  
hjih n m p o s H H a M H H e c K H i i  n p o u e c c  cjrynaiiHoro T n n a 0 P e -  
ryjnipyiomaa a n n a p a T y p a  T o a e  p a ó o T a e T  no cjiynanHUM 
3aK0HaM,

IIoaTOMy b padoTe oóodmeHH ypaBHeHHH paóoTK [3] 9 
npejmojiaran, hto napawieTpH onpejieJiffioiiiHe nos enemie 
CHCTeMH HMewT ffBa KOMnoHeHTa: .neTepMHHHCTHnecKHń h 
cjryHaMHHii.

IIpu noMomn MaTpHHHoro HCHHCJieHHH pemeHa sagana 
pa3aeJieHHfl ypaBHeHHH, onpe,neJiHK>mHX sth KOMncHSHTH 
npn npejmojroxeHHHX o xapaKT epHCTunecKioc nncjiax Ma- 
t ph h KaK b [3] o CymecTByeT bosmojkhoctb noJrymiTB u 
peinHTB $opMajiBHO noaodHHM MeTOflOM KaK b [3] ypaB- 
HeHHH "yCTaHOBHBUierOCH COCTOHHHH” OCHHJIJIimH2.o 9to 
Ha3Bamie ncnoJiBSOBaHO b paóoTe, htoóh noflnepKHyTB 
^opMajiBHoe nofloóne MeTOflOB.
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RELAXATION OSCILLATIONS IN LINEAR SYSTEMS DESCRIBED BY 
rffiANS OP PARAMETERS WHICH ARE RANDOM FUNCTIONS OP TIME

S u m m a r y

In the authors paper [3] were discussed temperature oscilla­
tions in a system composed of n bodies, one of which is pro 
vided with a heat source, put on or out at certain intervals 
of time (for example with the help of a contact thermometer). 

As first it was approximately assumed that heat exchange 
processes are following linear laws. In reality the process cf 
convection, which is of first importance in heat exchange, is 
a stochastic process. The operation of controling apparatus as 
also of random character.

In the paper the problem of [3] is generalised by the as­
sumption that the parameters, describing this system, are com 
posed of two components: one of determinate character, the ot 
her of random function character, borned, continuous and in­
tegrable in the av,s qu, sense, with zero average value.

By means of matri x calculus,it has been demonstrated,that 
it is possible to separate the two components of the process 
and to reduce the problem of a "steady state" determination 
to the problem of [3], The name."steady state" is used here 
in spite of the similarity of the formulation.and solution of 
the problem.


