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JCZEF SZPILEOKI

OSCYLACJE RELAKSACYJNE W UKLADACH LINIOWYCH
OPISANYCH PRZEZ PARAMETRY,
KRORE SA WIELKOSCIAMI STOCHASTYCZNYMI

Streszczenie. W pracy sformutowano zagadnie-
nie wymiany ciepta w ukfadzie n ciat oraz z oto
czeniem weddug liniowych praw z uwzgledniemiem
charakteru stochastycznego wspodczynnikéw wymia
ny» gdy jedno z ciat posiada zrodto ciepta w o-
kreslonych chwilach zatgczane lub wykgczane. Me-
todg macierzowg otrzymano rozwigzanie problemu.
Rozwigzanie zastosowano do wyznaczenia ''stanu u-
stalonego" oscylacji temperatur, obliczonego w
tym przypadku formalnie tak samo jak w przypad-
ku [3, 4] bez uwzglednienia skfadowe] stocha-
stycznej .

1. WSTEP

W pracy [3] autora bydy rozpatrywane oscylacje temperaturowe
w uktadzie ztozonym z n ciat, z ktérych jedno posiada zroéd-
4o ciepta, w okreslonych chwilach zatgczane Ilub wytaczane
(p-* przy pomocy termometru kontaktowego). Jako pierwsze przy
blizenie przyjeto, ze proces wymiany ciepta odbywa sie wedtug
liniowych praw. W rzeczywistosci, szczegolnie proces konwek-
cji,, posiadajacy dla wymiany ciepta zasadnicze znaczenie, jest
procesem skomplikowanym. Podobnie jak w hydro i aeromechani

ce mozemy go traktowa¢ jako proces o charakterze stochastycz

nym-.
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W pracy niniejszej uogolniono réwnania problemu [3]»przyj-
mujgc parametry charakteryzujace wymiane ciepta w postaci
sumy dwu sk#adowych: sk#adowej deterministycznej i sktado-
wej stochastycznej i1 doprowadzono je nastepnie do postaci po-
dobnej w pracy [3]» wskutek czego mozna stosowaé¢ Fformalnie ten
sam sposob sformutowania i1 rozwigzanie problemu ‘''stanu usta-
lonego" oscylacji jak w pracy [3]. Stan ustalony, Scisle izecz
biorac nie istnieje ze wzgledu na stochastyczny charakter
procesow przebiegajgcych w rozpatrywanym uktadzie. Nazwe za-
trzymano dlatego, ze metoda rozwigzania problemu jest formal-
nie taka sama jak w pracy [3]-

Zagadnienie rozwigzano postugujac sie rachunkiem macierzo-

wym.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Korzystajgc z zasady zachowania energii i organiczajac sie do
liniowego przyblizenia opisu procesu wymiany ciepta,otrzymuje

1_sie uktad rownan, ktdory mozna zapisa¢ w postaci macierzowej;
dtfZdt + A(t) F(t) (@D

gdzie:

17- wektor-kolumna o elementach 1A, gdzie i"\ temperatura

i-tego ciata, 1 = 1,..<.n,

A() = (a]K(t)) - kwadratowa macierz n-go rzedu wspotczyn-

nikéw réwnania.
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Podobnie jak w pracy [3] zatozono, ze elementy diagonalne sg

réwne sumie elementéw danego wiersza, wzietych ze znakiem

przeciwnym, plus element al()(t) charakteryzujacy wymiane z

otoczeniem.
T(t) wektor-kolumna o elementach

vi + ai40(® W, i-1,e».n

gdzie:

- moc i-tego zrodta ciepta (dla prostoty przyjeto, ze
jest tylko rézne od zera V,j, pozostate zas Vi =
=0, 1021 ee«n,

J¥0 - oznacza temperature otoczenia.

Warunki poczatkowe problemu przyjeto w postaci wektora,
kolumny o elementach -
0 elementach macierzy A(t) zatozono, ze dadzg sie one pized

stawi¢ w postaci sumy

ai,k(@® = ai,k,1 + ai,kf2(t)” i“1»***1» k»0,...n (2)
gdzie:
a.i K % - element staty rzeczywisty ujemny dla i1 = k, do-

datni dla i=k, macierz (ﬁh ¥ ﬁ) posiada pojedyn-
cze elementarne dzielniki rzeczywiste ujemne.

Aby wykonywane dalej na funkcjach stochastycznych o warto-

sci Sredniej rownej zeru a”~”~it) dziatania byly wykonalne,
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zakdadany o nich, Zze sg ograniczone w rozpatrywanym przedzia
le ciggte 1 catkowalne po Riemanowsku w sensie Sredniej kwa-
dratowej [1]-

Wektorowa funkcja F(t) posiada réwniez charakter sto-
chastyczny, ze wzgledu na wystepowanie w jej elementach wyra-

zenia ai»o(t)’ moze wiec byd przedstawiona w postaci sumy dvu
skdadowych

f(t) =fl + f2(D ©)
gdzie;
™ - wektor-kolumna przedstawiajgca sktadowg determini-
styczna,
1 4 7 wektom—kolumna, przedstawiajaca skfadowa  stocha-
styczna*

3. ROZWIAZANIE PROELEMU

Rozwigzanie problemu przyjmujemy w postaci

gdziel

tij(® - wektor-kolumna zbudowana z elementdéw bedacych skita-
dowymi deterministycznymi rozwigzania,

wektor-kolumna o elementach bedgcych skdadowymi sto

chastycznymi rozwigzan*
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O

Ze wzgledu na liniowos¢ réwnania (1) mozna je zastgp

przez nastepujacy ukdad

d tr(E)/dt + A, t°Ct) = f1 ®)

d K(E)/dt + A(E) V2(D) = F2(t) - A2() ~(t) (6)

gdzie:
ANJAgCt) macierze n rzedu zbudowane odpowiednio z ele-

menté» ai >M i

4. ROZWIAZANIE UKLADU ROWNAN (5), (6)

Rozwigzujgc rownanie (5) przy pomocy transformacji Laplace a
f&] i1 oznaczajac parametr transformacji ze wzgledu na czas t

przez s, otrzymujemy

et
tft) » ¢—» Al 6 ~f/ Sk + V *
kel
n n
/ n Gk . s +A" (O F~/TI (. Sb) @)

-1

gdzie:
AN(s) - macierz, utworzona z algebraicznych dopeknien ele-
mentéw macierzy (s B + AM),
E - macierz jednostkowa n rzedu,

sk - charakterystyczne wartosci macierzy AN
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Stosujac podobnie transformacje Laplace 'a do réownania (6),
otrzymujemy rozwigzanie w nastepujacej postaci

n st n fn rX

v2w  » £ A"uk; ek w n u k-si) + | I Aitsip -
=1 i=1 o k=1

- eSk"'Ty/ fi' h 1f)- » (z ~ *

s r /
. e k &L + \/Q)/TT ANV osit+ ALY L/

i=1 1
/] C-si)|df- Alrsk® 8
i=1
o A2(F) t°CF) dT ®)
1

Jest to réwnanie caltkowe na wyznaczenie funkcji

Z postaci tego réwnania wynika, ze pierwszy wyraz jest deter

ministyczny, drugi zas$ i1 trzeci stochastyczny. Réwnanie (8) na

wyznaczenie funkcji t~Ct) rozwigzuje sie metodg interacji.

Jako pierwsze przyblizenie mozna przyjac¢ wartosc¢ Pow



Oscylacje relaksacyjne w uk#adach liniowych.. 79
stalg gdy w prawej stronie réwnania (8) pominiemy ostatnie wy

razenie. Jako nastepne przyblizenie przyjmuje sie

X K “v" *k -
D k=1

-Iﬂl
Nl

£ A2(1) A2,0(f) df (9)

i tak dalej. Zbieznos¢ otrzymanego ciagu iteracji-mozna udo-
wodnié podobnie jak zbieznos¢ matrycantu w [2].

Rozwigzanie mozna przeksztatci¢ wykaczajgc przed znak cakki
czynnik e k wskutek czego funkcje t*(t) okreslong przez

réwnanie (4) mozna napisa¢ w postaci

K i +Bk2(t)j *” (10)
k=1

przv czym wektory kolumny wspédczynnikoéw 41 0 sa okreslone
— »
deterministycznie, wektory kolumny Bk 2(t) stochastycznie.

Jezeli oznaczymy

s. t
s k - ¢k - in)

wtedy réownanie (9) mozemy uwazaé za réwnanie transformacyjne
miedzy dwoma ukdadami wspétrzednych: ukdtadem wspotrzadnychpro

stokatnych Kartezjusza C, ktére sg wielkosSciami determini”

K,
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stycznymi oraz ukdtadem wspotrzednych - 8" odpowiadajacych
poszczeg6lnym olementom macierzy tNt) -0* Transformacja ta
jest na ogot affiniczna, wiec ukdad osi wspotrzednych 0
jest na ogot skosnokgtny 1 poza tym wystepuja liniowe od-
ksztatcenia w kierunku poszczegélnych osi. Obie cechy sa na
og6t stochastycznie zmienne z czasem, poniewaz wspodczynniki
rownania (9) sa stochastycznie zmienne z czasem.

Poza tymi cechami odrézniajgcymi te rownania od rownan roz
patrywanych w pracy [3], postepowanie zmierzajace do wyzna-
czenia "'stanu ustalonego' mozemy zasadniczo, prowadzié analo-
gicznie, gdyz jest ono prowadzone w przestrzeni determini-

stycznej t, k*

5. ZAGADNIENIE "STANU USTAIONEGO™ W PRZESTRZENI KONFIGURACYJNEJ

Zagadnienie to mozna rozpatrywad podobnie jak w pracy |3,4] =
Nalezy zpaleid wspolne punkty £,** nastepujacych dwu kray

wych w przestrzeni n wymiarowej

u- £*)/o - i” mm ED)) (12)
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z warunkami, by punkty te lezaty na hiperptaszczyznach

n

th-1 < 81"~ tEk,1,n + Bk,2,nlt)(@ * 1°3)

<,1l+*» -e, -Z tBk,1,n + Bk,2.n(t)) E£*k
k=1

gdzie Srednie wartosci n % i ;3" sa z gory zadane.

Obierajac jedng z metod rozwigzania problemu, podanych w
pracach [3, 4] mozna zasadniczo otrzyma¢ rozwigzanie tego same
go rodzaju. Roéznica polega na tym, ze rownabda hiperpta-
szczyzn (12) majg wspokczynniki stochastycznie zmienne. Powo-
duje to, ze punkty wspoOlne £,** ustalajace krzywe '"sta-
nu ustalonego™ 1 okres ‘'stanu ustalonego' sg stochastycznie

zmienne.
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PSMGAM40HR-TE OGUHMUHH 3 JIJMHEMHHX CMCTEMAX,
OPPEUSJIEMDC nPM HOMO"™IM nAPAMETPOB,

KOTOPME HBJHEJTCH CJIMAtaMM 3EJMMHAMM
Pe3Kme

B pa6oTe aBTopa [3] paccMaTpubaioTen TeMnepaTypHHe
OCUHJUIHUHK B cHCTeMe n ieJI9 H3 KOTOpiK O£HC CHadé&e
HO HCTOHHHKOM TenJTOTH, BKJMHaeMHM UJM BHK JHOHaeMHM
b onpefleJieHHLK MOMeHTax BpeMeHH (HanpHMep, npn no-
moluh KOHTBKTHoro TepMOMeTpa). B nepBOM npHOjmeHHH
NPHHHTO, HTO TeilJI1000OMeH nOfIHHHeH JmHeZHHM 3akKOHaMo
B fleHCTBHT6JIBHOCTH TenJTO0OMeH 3TO CJI02CHHH aapo-
hjih nmposHHaMHHecKHi1 npouecc cjrynaiiHoro ThnnaO Pe-
ryjnipyiomaa annapaTypa Toae pad6éoTaeT no cjiynanHUM
3aKOHaM,

IloaTOMy b padoTe od6odmeHH ypaBHeHHH padéoTK [3] 9
npejmojiaran, hto napawieTpH apejiediffioliile nosenemie
CHCTeMH HMewT ffBa KOMnoHeHTa: .neTepMHHHCTHnecKHN h
cjryHaMHHi 1.

llpu noMomn MaTpHHHoro HCHHCJieHHH pemeHa sagana
pa3aeJieHHfl ypaBHeHHH, onpe,neJiHK>MHX sth  KOMNCcHSHTH
npn npejmojroxeHHHX o xapaKT epHCTunecKioc nncjiax Ma-
tphh KaK b [3] o CymecTByeT bosmojkhoctb noJrymiTB u
peinHTB $opMajiBHO noaodHHM MeTOFfIOM KaK b [3] ypaB-
HeHHH "yCTaHOBHBUierOCH COCTOHHHH” OCHHIIJIIMH2.0 9to
Ha3Bamie ncnoJiBSOBaHO b paodoTe, htoéh noflnepkKHyTB
~opMaj iBHoe nofloone MeTOFIOB.
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RELAXATION OSCILLATIONS IN LINEAR SYSTEMS DESCRIBED BY
rfiAS OP PARAMETERS WHICH ARE RANDOM FUNCTIONS OP TIME

Summary

In the authors paper [3] were discussed temperature oscilla-
tions in a system composed of n bodies, one of which is pro
vided with a heat source, put on or out at certain intervals
of time (for example with the help of a contact thermometer).

As first it was approximately assumed that heat exchange
processes are following linear laws. In reality the process cf
convection, which is of first importance in heat exchange, is
a stochastic process. The operation of controling apparatus as
also of random character.

In the paper the problem of [3] is generalised by the as-
sumption that the parameters, describing this system, are com
posed of two components: one of determinate character, the ot
her of random function character, borned, continuous and in-
tegrable in the av,s qu, sense, with zero average value.

By means of matri x calculus,it has been demonstrated,that
it is possible to separate the two components of the process
and to reduce the problem of a '"steady state" determination
to the problem of [3], The name.''steady state" is used here
in spite of the similarity of the formulation.and solution of

the problem.



