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JÓZEF SZPILECKI

STAN USTALOKY OSCYLACJI RELAKSACYJNYCH 
W UKŁADACH OPISANYCH RÓWNANIAMI NIELINIOWYMI

Streszczenie: W pracy sformułowano zagadnie­
nia oscylacji temperaturowych w układzie n ciał 
wymieniających ciepło pomiędzy sobą i z otocze­
niem, powodowanych wyłączaniem źródła ciepła w 
jednym z ciał. Założono, że pojemność cieplna 
oraz współczynniki wymiany ciepła są funkcjami 
wielomianowymi temperatur układu. W rozwiąza­
niu uwzględniono potęgi do trzeciej włącznie.

W oparciu o metodę Dulaca można dla stanu u- 
stalonego sprowadzić zagadnienie do zagadnienia 
liniowego opisanego w pracy [4].

1. WSTĘP

W pracy niniejszej uogólniono metodę stosowaną w pracy[4j na 
układy opisane równaniami nieliniowymi. Podobnie jak w(4j roz 
patrywano oscylacje temperatur składników układu, złożonego 
z n ciał, z których jedno posiada źródło ciepła, w określo­
nych chwilach załączane lub wyłączane.

Założono, że pojemności cieplne składników układu i współ­
czynniki wymiany cieplnej są funkcjami temperatur typu wielo­
mianu, przy czym uwzględniono wyrazy do trzecich potęg tem­
peratur włącznie. Zastosowano w pierwszej części metodę Dula­
ca [3j oraz w drugiej metodę [4]. Wiele rozumowań, stoso­
wanych w pracy [4] przenosi się w tym przypadku bez zmian. 
Zmianie ulegają tylko niektóre równania, które są w tym przy­
padku nieliniowe.
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2* SFORMUŁOWANIE PROBLEMU DLA OGRZEWANIA I OSD.YGANIA

Jako wyraz bilansu cieplnego otrzymujemy następujący układ rd» 
nań różniczkowych:

K t  ą - * > 2 ] a  v a t ł s i h i  { " i . o Ą - t 5  +

+ ai,o ^ - ^ o )2 ł « i . „ ' Ą - 4 > 3 a. A Ą - & )  *
k=1 1,K 1 K

S  al,k + 2 > i . k  ‘W  + (*±-4> •
k=1 k=1

¿ ’“W  ł ai,k,o' 4 * 4 )2 +
k=1 k=>1
k#i kjti

♦  i ą - 4 > * £  w ‘ W - i  l 1 )

k=1

i = 192o««n 
gdzie s

dla ogrzewania jŁ 0# N^ = O, i = 2V39 «»<»** (2)
dla ostygania = 09 i * 1,2,*.«n

Jako warunki początkowe przyjęto:
X

t = 0» - dla pierwszego ogrzewania
^  (3) 

^  - dla dalszych procesów
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Oznaczenia:
IC - pojemność cieplna i-tego ciała,
b. , b. i - współczynniki temperaturowe K.ti,o 1,0 i

- powierzchnia i-tego ciała,
h., a. , a. . - współczynniki charakteryzujące wymianęi i,o i,K cieplnąf

ai,ó’ ai,o’ al,k' ai,k"’ ai,k,o' ai,k',o- ai,k,;' - *sp6ł- 
czynniki charakteryzujące zmienność współ 
czynników wymiany cieplnej z temperaturą, 

N^ - moc źródła, znajdującego się w ciele i-
tym, 
temp«
równa temperaturze stałej otoczenia,

$  - temperatura początkowa pierwszego procesu,o

- temperatura końcowa poprzedniego procesu*

3* UJEDNORODNIENIE UKŁADU RÓWNAŃ I UWOLNIENIE OD WSPÓŁCZYN­
NIKA PRZY PIERWSZEJ POCHODNEJ

W równaniach (1) występują stałe wielkości ^  oraz N^, wsku­
tek czego układ równań (1) jest niejednorodny. Usuwamy nie­
jednorodność przy pomocy podstawienia

v

•d> = i=1,...n (4)
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przy czym stałe wyznacza się z nieliniowego układu rów-»
nań

Sihi { ai,o(0i - V ł ai,o' ̂ i V 2 *  *

¿ ai,k + S  ał , k (w z ł Z  ai,k’tei - ^ )3 +
k=1 k*1 k=1

+ Z  ai,k,o 2  ai,k,o' •
k=1 k=1

. (Sj-ąp2 ♦ ( ® i - ^ 2 ] r  ai,k,o"‘®i m h  t5)
k=1

i — 1y•* *n

Dzieląc jeszcze przez współczynniki przy pierwszych pochod­
nych i ograniczając się do potęg temperatur do trzecich włącz 
nie, otrzymujemy układ równań o następującej postaci:

a ą / a t  *  ( S i W  {a1>0 a j r  A1(k c ^ - 4 ) }  =
k=1

( ' A -  V  *  \ i S \ >  t 6 )



I
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Oznaczenia:

A. = A. /B A = A. J B .  (7)lyO 1* O lf O 1 f K 1)K 1)0

B. = 1 + b W . - S j + b r (0.-$)21,0 1,0 1 o i,o i o

- * ± . . ' 3 ł Ai,k ♦ V . o  

a i.o ' [(sihi/Ki)ii,o'ł ‘W W . ^ A . K .

Ai,k = tSi V Ki^Ai|l/®i,o

Ai,k,o = (Si W  {Ai,k,o + ®i,o Ai,l/®i,o}^®ifo

B. ' = b ł 2 b .  '1,0 1,0 1,0 i o

*4 «' " a- « + 3 a-! * a. . "(0,-0, )i)o i)o i$ o x o i)k)0 i k

Ai,k = ai,k ł 3 ai,k (®i-®k; + ai,k,o'

A. . = a. . + 2 a . k ' + 2 a, ,x$KfO ifk#o x9k |0 i k ifkf o i o
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n

- ai,o"
k=1

y~! ai9k9o' CW 2 + ^i 2  ai»k"o (W. ... '2 • -«2 i9k9o
k-1 k=1

■i,o"’ W  { v *  W A . .  - 5 i,0 2/Si,o2)

♦ V * u A . . K «  '

•i.k ■ lSihi/Ki) ii,k/Bi,o

ai,k,o - >si W {  ai.k.o/bi.o ♦ *1,'.. v a ! o

ai,k:o * « . w  { ai,k,’o ' \ , o ♦ /Si,o

A 3 a- + 2 a. ’ + 3 a. " )2 +i,o i9o i9o i o i,o i o

n . n 5
(Si- Sk)2ł2(V ' l ) X  ał,k ,ol®i-^)+2 ]  ai,k,o(1'%'+ z L  ai,k9o

k-1 k=1 k=1
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V  - ai. k + 2 ai,'k * 3 ai,k 2 ♦

♦  * i , k , o ( e r 4 ;  +  2  a i . k , i  ( ® i A !  +

+ a. . tX 9K§ O 1 O

4. DIAGONALIZACJA LINIOWEJ CZYŚCI RÓWNANIA (6)

Przy pomocy podstawienia

Śi = 2  ai.k ^k* 
k=1

dopraw adzaray równanie (6) do postaci następującej 

d £ ̂ /dt + ^2 i^i^ + ^3 i ^ i / ( 1*1 »••••n

(8y

(9;

przy czym współczynniki stałe rzeczywiste CC. k nieosobliwej 
transformacji (8) oraz wartości charakterystyczne wyzna­
czamy z układu równań

± « i . k  [- lSk W  { V .  *k \ . a  < V 4 >  }]*
k=1 s=1

<• — 0» i«1»«#*#n (10;
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Zakładamy, że wartości charakterystyczne są rzeczywi­
ste, ujemne i różne od siebie orazj, że nie zachodzi żaden ze 
związków postaci

Jt — Al " = 0 (11)i s k

Dla skrócenia oznaczono

2, r sr  

V  ( i  )

5« LINEARYZACJA RÓWNANIA (8)

Przy pomocy podstawienia

’ i -  W y *  W *  i - V . . n  (13)

doprowadzamy równanie (fi) do postaci

n

Z  (“i,>/Kk) ?2,k«k) - Z  °S,k,i «k
k=1 k,s=1

y~! SP3 » k ^  = Cs,k,l,i ^k ^1
k=1 s,k,l=1

d 7^/dt « .%-± i = 1,...n (14)
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Wyrażenia 0g s£* Podo1anie zbudowane jak wyra
żenią ^  iC§i)» ± (k j } » P^zy czy™ współczynniki przy po­
szczególnych niewiadomych są nie oznaczone.

Wyznaczamy je z równania

ł - Xi [ W  ł ® 3 . i M  -

- d ^ g ^ C ^ / d t  - d ® 3 fi^ i)/dt (15)

Jeżeli nieoznaczone współczynniki oznaczymy przez dg ̂
d , ,* pomijając wyrażenia wyższego stopnia otrzymamy z3f lf 1
równania (15)
n ‘ n

zL_i °s,k,i ^s ̂ k  + Zll-i °s,k,l,i ^s ^k ^1
s,k«1 s,k,l=1

V 1 d . - (A,, - % - \ )  4 IX  ■ s,k,i i s k ^ s 
s»k«1

k +

as9k,i \ i k  c 4 ć +^. 1,, * L — '« m«p9s ^m ss„k=1 m,p=1
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Z porównania współczynników wynikają zależności

c#,k,i = ds,k,l \  ■ V  (17)
n

c , - , = d , - . ( — A.) — 2 'S ' d . . c .s»k,l,i s,k,l,i i s k l / i r,k,i s,l,r
r=1

1 * 1^««

z których dadzą się wyliczyć niewiadome współczynniki«

5. REKAPITULACJA WYNIKÓW

Rozwiązanie zagadnienia rozpoczynamy od równania (14)». z któ­
rego wyznaczamy wielkości Z kolei z równania (13) wyzna­
czamy wielkości Następnie wyznaczamy z odwrócenia równań
(8) wielkości Wreszcie z równania (5) wyznaczamy wielko­
ści oraz z równania (4) rozwiązanie zagadnienia, wielko­
ści Ponieważ w rozwiązaniu równania (14) mamy dowolne sta 
łe, wyznaczamy je z warunków początkowych. Podstawienie warun 
ków (3) do równania (4) daje nieliniowe równania na wyznacze­
nie stałych.

6. ROZWIĄZANIE R&fNAŃ NIELINIOWYCH

W metodzie napotykamy następujące układy równań nieliniowych: 
równanie (13)» równanie (5) oraz równanie otrzymane z równa­
nia (4) po podstawieniu wartości oraz warunków początko­
wych (3).
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Wszystkie te równania są tego samego typu. Mamy głównie dwie 
metody rozwiązania tego typu równań: uogólnioną metodę Newtor 
na oraz metodę iteracji [1, 2]. Wygodniejsza wydaje się meto­
da druga. Istotę metody stanowi przejście od równania typu 
fi(x1,...xn) ® O do równania xi = .xn>. Jeżeli zna­
na jest przybliżana wartość pierwiastków ostatniego równania 
xi 0, otrzymujemy następne przybliżenie z równania

Xi,1 * ^i(x1,o»*’*xnto)ł i“1— “ ^

Postępowanie to daje wyniki zbieżne do szukanych pierwiast­
ków, jeżeli w obszarze, w którym leżą pierwiastki kolejnych 
przybliżeń jest spełniona zależność

n I^  d $ . / d x  [<m < 1,s=1,...n (19)
i=1 1 3 1

Błąd przybliżenia At wyraża się przez błąd przybliżenia ze­
rowego J następująco:

A . - A m* (20)
X o

Ponieważ wielkości (19) są wielomianami stopnia drugiego, w 
dostatecznie małym otoczeniu rozwiązania szukanego, warunki 
będą spełnione.
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7. DOKŁADNOŚĆ METODY

Poza wymienionymi wyżej trudnościami z rozwiązaniem równań 
nieliniowych, polegającymi na tym, że ich rozwiązania są przy 
bliżone, mamy jeszcze błąd, pochodzący stąd, że równania (16) 
są przybliżone, mianowicie pominięto w nich następujące wyra­
zy*

- £  [ w (v v v ] f c  ♦
s,k=1

n
ł 4, - S < (ea,k.X,i ł

s,k,l=1

+ 2 2  Cr.k.i cM , / tV V V ] / l V V V V > '
r»1

ł  * «k ł  V  ‘21)

Wyrażenie składa się z jednorodnych form czwartego lub piąte­
go stopnia w wielkościach 4 k* Ponieważ układ równań na wy­
znaczenie wielkości CC. , jest jednorodny, jedna z wielkościIfK
CC. dla stałego k jest dowolna. Można ją tak obrać,by wiel 
kość była mała dla dowolnego k.



W przypadku rozpatrywania procesu ostygania, zagadnienie 
wyznaczenia 6 ^ upraszcza się, gdyż rozwiązaniem jest wartość 
0^ = temperatura otoczenia.

8. INTERPRETACJA G EOMETRYCZNA WYNIKÓW
P

Jeżeli chodzi, podobnie jak w pracy [4, 5] o zagadnienie sta­
nu ustalonego oscylacji, to w prostokątnym układzie osi ^  
można je rozpatrywać podobnie jak w przypadku układu opisane­
go liniowymi równaniami. Natomiast przejście do zmiennych 4^ 
oraz do wymaga omówienia. Nieliniowe równania (13) mo­
żemy uważać za równania pewnych hiperpowierzchni przestrzeni 
n wymiarowej. Rozwiązanie n-1 spośród równań (13) pozwala 
wyznaczyć rzuty osi współrzędnych przestrzeni 4^» Ponieważ 
układ taki posiada n niewiadomych więc równanie krzy­
wej, będącej osią współrzędnych krzywoliniowych, otrzymujemy 
w postaci n-1 jej rzutów na tyleż płaszczyzn (£., £.)• J®~X K
żeli słuszne są założenia dopuszczające stosowanie metody i- 
teracji celem rozwiązania równań (13) ze względu na wtedy 
rozwiązanie takie pozwala wyznaczyć położenie krzywoliniowego 
układu współrzędnych w układzie współrzędnych Przejście
do współrzędnych ^  odbywa się za pośrednictwem układu rów­
nań (8), które przedstawiają transformację affiniczną, znie­
kształcającą współrzędne krzywoliniowe układ będzie
więc również krzywoliniowy#
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9. KSZTAŁT KRZYWYCH, ODPOWIADAJĄCYCH OGRZEWANIU I 02TYGANIU 
W PRZESTRZENI KONFIGURACYJNEJ ^ ±

Ze względu na różne wartości stałych 61 z równania (4),słu­
żących do ujednorodnienia równania różniczkowego krzywe od­
powiadające ogrzewaniu są określone przez inne wartości wła­
ściwe /U, przez inne krzywe odpowiadające ostyganiu.
Zresztą tok obliczenia przebiega w przypadku ostygania analo­
gicznie.

10. DYSKUSJA STANU USTALONEGO OSCYLACJI

Dyskusja stanu ustalonego oscylacji przebiega podobnie jak w 
przypadku układu, opisanego równaniami liniowymi. Zagadnienie 
wyznaczenia stanu ustalonego sprowadza się do wyznaczenia roz 
wiązania układu równań [4, 5]»

k—2,.•.n

( 22 )

k=2f •* • n

(23)
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Równania (23) fizykalnie oznaczają, że jeden ze składników 
układu np0 termometr kontaktowy zmienia swą temperaturę mię­
dzy wartościami $ „ i * + A $. Jeżeli amplituda oscy-n,1 n,
lacji jest nieznaczna, można przyjąć, że funkcje i
f2^k^ PrzyP°rz^ćkowują jednoznacznie temperaturze wartości
y * i i można zasadniczo stosować jedną ze stosowanych w
przypadku liniowym metod rozwiązania problemu [4, 5]

V/ tym przypadku można również stosować rozumowanie, doty­
czące szybkości ustalania się oscylacji oraz wielkości ich o- 
kresu.
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ycrrAHOSM BjIEECH COCfTOHHHE PEjTAKCAUMOHHHX 
KOJISBAHMii B H E JM H ifeIX  CHCTEMAX

P  e 3 K) m  e

3  p a d o T e  T4] paccM aTpH BajoTca ocm uiJiH m m , T eM n ep aT y - 

pH b CHCTeMe n TeJi oÓMeHHioima Meac^y c o d o ii u  c OKpy 
acaioiueH c p e ^ o ił  T em ro T y  h  npoHCx o w ia n e  ot BKjno^eHaa 
UJM BHKJDOMaHHH HCTOHHHKa TeilJIOTH B OflHOM H3 3JieMeH 

TOB CHCTeMH.
3 HacTOflinei p a d o T e  o d o d m e H H  y p a B H e m i H  p a d o T H  [4]. 

TeiuioBaji e M K O C T B  h  k o s ^ h u j i s h t h  o d M e H a  T e m i o T H  npn 
H H T H  B BHfle IIOJMHOMOB OT T e M n e p a T y p  CHCTe M H ,  
M o t o r o m  Irojunca [3] m o k h o  C B e c T H  npodJieMH y c T a H O B H B  
rnerocH c o c t o h h h h  T e M n e p a T y p H H X  o c u h j u i h u h h  k  noflod- 
h h m  y p a B H e H H H M  K a K  b  J M H e t H o M  npodjreMe [4] • T o j e b k o 
H e K O T o p H e  y p a B H e H H H  n e p e x o ^ a  o t  o^Hoii C H C T e M H  nep e  
M e H H H X  k  a p y r o a  HeJiHHeHHHe© M o j k h o o n p e ^ e j m T L  y c T a -  
HOBHBineeCH C O C T O H H H e  OflHHM H3 MeTOflOB p a d O T  [4 o 5].
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RELAXATION OSCILLATION STEADY STATE IN NONLINEAR SYSTEMS 

S u m m a r y

In the paper [4] were discussed temperature oscillations in 
a n-body system, exchanging heat internally and with surroun­
ding medium, These oscillations were caused by setting on and 
out a heat source in one of the systèmes elements.

In this paper the equations of [4] were generalised. The 
heat capacity and the heat exchange coefficients are assumed 
as nonlinear functions of temperatures in the polynomial form. 
It is possible using the Dulac [3] method to reduce the steady 
state problem of the temperature oscillations to equations si­
milar to those for the linear problem [4]. The only difference 
is that some of the equations connecting the various variables 
of the problem are nonlinear. The steady state solution is ob­
tainable using one of the methods of [4, 5].


