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JOZEF SZPILECKI

STAN USTALOKY OSCYLACJl RELAKSACYJNYCH
W UKLADACH OPISANYCH ROWNANIAMI NIELINIOWYMI

Streszczenie: W pracy sformutowano zagadnie-
nia oscylacji temperaturowych w ukdadzie n ciat
wymieniajacych ciepto pomiedzy sobg i z otocze-
niem, powodowanych wyktgczaniem zrodda ciepta w
jednym z ciat. Zatozono, ze pojemnosc cieplna
oraz wspotczynniki wymiany ciepta sg Ffunkcjami
wielomianowymi temperatur ukdadu. W rozwigza-
niu uwzgledniono potegi do trzeciej wikacznie.

W oparciu o metode Dulaca mozna dla stanu u-
stalonego sprowadzi¢ zagadnienie do zagadnienia
liniowego opisanego w pracy [4].

1. WSTEP

W pracy niniejszej uogolniono metode stosowang w pracy[4] na
uktady opisane réwnaniami nieliniowymi. Podobnie jak w(4j roz
patrywano oscylacje temperatur sktadnikow ukdadu, zdozonego
z n cial, z ktérych jedno posiada zrodto ciepta, w okreslo-
nych chwilach zatgczane lub wydgczane.

Zatozono, ze pojemnosci cieplne sktadnikéw ukdadu i wspok-
czynniki wymiany cieplnej sa funkcjami temperatur typu wielo-
mianu, przy czym uwzgledniono wyrazy do trzecich poteg tem-
peratur wkgcznie. Zastosowano w pierwszej czesci metode Dula-
ca [3] oraz w drugiej metode [4]. Wiele rozumowan, stoso-
wanych w pracy [4] przenosi sie w tym przypadku bez zmian.
Zmianie ulegajag tylko niektére rownania, ktére sg w tym przy-

padku nieliniowe.
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2* SFORMULOWANIE PROBLEMU DLA OGRZEWANIA 1 OSD.YGANIA

Jako wyraz bilansu cieplnego otrzymujemy nastepujacy ukdad rd»

nan rézniczkowych:

+ ai,0 "-20)2 ¥ «i.,"A-4>3 a. AA-&) *
k=1 1,K 1 K

S al .,k + 2>1 .k “W + (Fx-4> -
=1 =1
é il + ai,k,0" 4 * 4 )2
=1 k=1
k#t i kjti
k=1

1 = 1920««n

gdzies

1
L

1 = 2V39w=s*
09 1 * 1,2,*.«n

dla ogrzewania JF 0# N~

dla ostygania

Jako warunki poczatkowe przyjeto:

X , .
- dla pierwszego ogrzewania

t=0»
n - dla dalszych procesow

@

€))



Stan ustalony oscylacji relaksacyjnych w ukdadach«. . 107

Oznaczenia:
IC - pojemnosc¢ cieplna i-tego ciala,
bi,o ’kﬁ,O i - wspodczynniki temperaturowe Kit
- powierzchnia i-tego ciata,
h., a. , a. . -wspotczynniki charakteryzujace wymian
1 1,0 1,K C|gplna yzura 4 ¢
ai,06’ ai,o” al,k" ai,k” ai,k,0" ai,k",0- aik,;" -  *sp6i-

3*

czynniki charakteryzujace zmiennos¢ wspot

czynnikéw wymiany cieplnej z temperatura,

NN - moc zrodta, znajdujacego sie w ciele i-
tym,
$o - temperatura poczatkowa pierwszego procesu,

rowna temperaturze staltej otoczenia,

- temperatura koncowa poprzedniego procesu*

UJEDNORODNIENIE UKLADU ROWNAN 1 UWOLNIENIE OD WSPOLCZYN-
NIKA PRZY PIERWSZEJ POCHODNEJ

W réwnaniach (1) wystepuja stale wielkosci ~ oraz N, wsku-

tek czego uktad rownan (1) jest niejednorodny. Usuwamy  nie-

jednorodnos¢ przy pomocy podstawienia

¢ = i=1,...n @
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przy czym state wyznacza sie z nieliniowego ukdadu row»

nan

Sihi {ai,o@i -V 4+ ai,o"" iV 2 * *

é ai,k + S at, kw z 4z ai,k’tei-")3 +
=1 k*1 k=1

+ Z ai,k,o 2 ai,k,0" e
=1 =1

(Si-ap2 ¢ (®@i-~2]1r ai,k,0"®i m h 5)
k=1

i — lys**n

Dzielgc jeszcze przez wspodczynniki przy pierwszych pochod-
nych 1 ograniczajgc sie do poteg temperatur do trzecich wikacz

nie, otrzymujemy ukdad réwnan o nastepujgcej postaci:

a glat * (Siw {al1>0 ajr Al(k cn-4)} =
k=1
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Oznaczenia:
Atyo = A1xo’Brro Atk = AMyRB o
Bl,o =1+ bl,0 “’1‘%9 +—bi’J'(%_—%)2
- *x__"3+%+ Al Lk ¢V _ o0
ai.o " [(sihi/Ki)ii,o"™+ ‘W W . ~ A . K
Ai,k = tSi V Ki™A1]1/@i,0

Axsrfo = 2ifkao T 2 0T i kT 2 ifrfo

o= (i W {Ai,k,0 + ®i,0 Ai,1/®i,0}Wifo

=by o¥2b 45" G o

"apg t 3 adg  x o T 2i)k)0 00k

ai,k + 3 ai,k @®i-®k; + ai,k,0”

o
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n
- ai,o
=1
. e 2 e<2 )
y~1 ai%9o0 CW 2 +7™M1 2 ai»ko W
k-1 k=1
mi, 0" W {v*>*WwW A _ . - 51,0 2/51,02)
¢ V * u A K « -

«i_k m ISihi/Ki) 1i,k/Bi,0

ai,k,0 - >si W { ai.k.o/bi.oe *,"..v a lo
- - L} -
ai,ko* « . w {aikd \,O . /Si,0
Ai,o 389 "2 %9 i o '3 4.0 i O
n - n 5

+zL ai,k9(SI-K)242(V ') X
k=

at,k,0l®i-")+2 ] ai,k,0(1'%'
k-1 k=1

1



Stan ustalony oscylacji relaksacyjnych w ukdadach«».

\Y, - ai . k+ 2 ai,’k * 3 ai,k

e ok Lo (et 4+ 2 ai ko, (e i A

T axokgso Y1 0

4. DIAGONALIZACJA LINIOWEJ CZYSCI ROWNANIA (6)

Przy pomocy podstawienia

Si =2 ai.k ~k*
k=1

dopraw adzaray rownanie (6) do postaci nastepujacej

d £ ~/dt + 72 B8N + A3 iMI/( 1*lpeseen

©y

©;

przy czym wspodczynniki state rzeczywiste . k nieosobliwej

transformacji (8) oraz wartosci charakterystyczne

czamy z uk#adu réwnan

i .k [-ISk W {V. *k \.a <V4> I*

+ «
k=1 s=1

* — D» 1 «<I»«<#*#n

wyzna-

(10;
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Zaktadamy, ze wartosci charakterystyczne sa rzeczywi-

ste, ujemne 1 rozne od siebie orazj, ze nie zachodzi

zaden ze
zwigzkow postaci
Jti - AIS K= 0 (@hD)
Dla skroécenia oznaczono
n
2,rsr z ¢1,>/Kk) ?2,k«k) - Z °S,k,i «k
=1 k,s=1
Vi )y kA = sk, 1, i Ak A1
k=1 s,k,1=1
5« LINEARYZACJA ROWNANIA (8)
Przy pomocy podstawienia
70 - W y * W * i-V.._.n (¢K))
doprowadzamy réwnanie (fi) do postaci
d 7n/dt «%+ i=1,...n

a4
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Wyrazenia 0g s£* Podolanie zbudowane jak wyra
zenig ~ iC8i)» +(kj}» P~zy czy™ wspétczynniki przy po-
szczeg6lnych niewiadomych sg nie oznaczone.

Wyznaczamy je z rdéwnania

+ -Xi [ W +®3 .1 M -
- d ~gnCr/dt - d ®@3FIN 1)/dt (5
Jezeli nieoznaczonewspétczynniki oznaczymyprzez dgn
d ,* pomijajacwyrazenia wyzszegostopniaotrzymamy z

3f  IfT
rownania (15)

n “ n

zL i °s,k,i Ns MK+ ZIl-i °s,k,I,i s ~k ~1
s, k«1 s,k,1=1

\/( :ll'ds,R,i_@"i_%s_ N\ 4s|k+
s»k«l

z

o asK, i }_lk o Cm«pgs 4‘m ¢

=+
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Z porownania wspodczynnikow wynikajg zaleznosci

ct.k,i =ds,k,I \ mV an

n

=0

Comk 1,7 :g,kzl,'i '(i s k“b}uzrs,k,?I “s1,
=1

1 * 1™«
z ktorych dadza sie wyliczy¢ niewiadome wspédczynniki«

5. REKAPITULACJA WYNIKOW

Rozwigzanie zagadnienia rozpoczynamy od réwnania (4)». z kto-
rego wyznaczamy wielkosci Z kolei z réwnania (13) wyzna-
czamy wielkosci Nastepnie wyznaczamy z odwrécenia roéwnan
®) wielkosci Wreszcie z rownania (6) wyznaczamy wielko-
sci oraz z réwnania (4) rozwigzanie zagadnienia, wielko-
&ci Poniewaz w rozwigzaniu rownania (14) mamy dowolne sta
te, wyznaczamy je z warunkow poczgtkowych. Podstawienie warun
kow (3) do réwnania (4) daje nieliniowe rdéwnania na wyznacze-

nie stakych.

6. ROZWIAZANIE R&FNAN NIELINIOWYCH

W metodzie napotykamy nastepujace ukdady réwnan nieliniowych:
réwnanie (13)» roéwnanie (5) oraz réwnanie otrzymane z réwna-
nia (4) po podstawieniu wartosci oraz warunkéw poczatko-

wych (3).
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Wszystkie te rownania sg tego samego typu. Mamy gdoéwnie dwie
metody rozwigzania tego typu réwnan: uogdlniong metode Newtor
na oraz metode iteracji [1, 2]. Wygodniejsza wydaje sie meto-
da druga. Istote metody stanowi przejscie od rownania typu
fi(xl,...xn) ® O do rownania Xxi = -xn>_ Jezeli zna-
na jest przyblizana wartos¢ pierwiastkéw ostatniego rownania

xi 0, otrzymujemy nastepne przyblizenie z rdéwnania

Xi,1 * ~i(xl,0»*>*nto)k i“1- ~

Postepowanie to daje wyniki zbiezne do szukanych pierwiast-
kéw, jezeli w obszarze, w ktorym lezg pierwiastki kolejnych

przyblizen jest speiniona zaleznos¢

n |
n d$./dx [am< 1,s=1,...n 19
i1 1 31

B+ad przyblizenia At wyraza sie przez b¥ad przyblizenia ze-
rowego J hastepujaco:

AL - A m* (20)

Poniewaz wielkosci (19) sa wielomianami stopnia drugiego, w
dostatecznie matym otoczeniu rozwigzania szukanego, warunki

beda spednione.
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7. DOKEADNOSC METODY

Poza wymienionymi wyzej trudnosciami z rozwigzaniem roéwnan
nieliniowych, polegajacymi na tym, ze ich rozwigzania sg przy
blizone, mamy jeszcze bdad, pochodzacy stad, ze réwnania (16)

sg przyblizone, mianowicie pominieto w nich nastepujace wyra-

- £ [ w (vvv]TFfec .
s,k=1
n
+ 4, - S <(ea,k.X,i &
s,k,1=1

+22 CrkiicM ,/tV V V ]/IV V V V >

»l

} * «k t Vv ‘21)

Wyrazenie sktada sie z jednorodnych form czwartego lub pigte-
go stopnia w wielkosciach 4 k* Poniewaz ukdad réwnan na wy-
znaczenie wielkosci CCIfK jest jednorodny, jedna z wielkosci
Q. dla statego k jest dowolna. Mozna ja tak obrac,by wiel

kos¢ byta mata dla dowolnego k.
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W przypadku rozpatrywania procesu ostygania, zagadnienie
wyznaczenia 67 upraszcza sie, gdyz rozwigzaniem jest wartosc¢

on = temperatura otoczenia.

8. INTERPRETACJA G EOMETRYCZNA WYNIKOW

Jezeli chodzi, podobnie jak w pracy [4, 5] o zagadnienie sta-
nu ustalonego oscylacji, to w prostokatnym ukfadzie osi n

mozna je rozpatrywa¢ podobnie jak w przypadku ukdadu opisane-
go liniowymi réwnaniami. Natomiast przejscie do zmiennych 4/
oraz do wymaga oméwienia. Nieliniowe rdwnania (13) mo-
zemy uwaza¢ za rownania pewnych hiperpowierzchni przestrzeni
n wymiarowej. Rozwigzanie n-1 sposrdd réwnan (13) pozwala
wyznaczy¢ rzuty osi wspokrzednych przestrzeni 47 Poniewaz
uktad taki posiada n niewiadomych wiec rownanie krzy-
wej, bedacej osiag wspétrzednych krzywoliniowych, otrzymujemy
w postaci n-1 jej rzutéw na tylez ptaszczyzn (£X’ Ek)- J®~
zeli stuszne sg zatozenia dopuszczajace stosowanie metody 1i-
teracji celem rozwigzania réwnan (13) ze wzgledu na wtedy
rozwigzanie takie pozwala wyznaczy¢ potozenie krzywoliniowego
uktadu wspotrzednych w uktadzie wspétrzednych Przejscie
do wspotrzednych ~ odbywa sie za posrednictwem ukdadu roéw-
nan (8), ktore przedstawiaja transformacje affiniczng, znie-
ksztatcajaca wspotrzedne krzywoliniowe uktad bedzie

wiec rowniez krzywoliniowy#
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9. KSZTALT KRZYWYCH, ODPOWIADAJACYCH OGRZEWANIU 1 O2TYGANIU
W PRZESTRZENI KONFIGURACYJNEJ * *

Ze wzgledu na rézne wartosci statych 61 z réwnania (4),stu-
zacych do ujednorodnienia réwnania rézniczkowego krzywe od-
powiadajace ogrzewaniu sg okreslone przez inne wartosci wha-
Sciwe /U, przez inne krzywe odpowiadajgce ostyganiu.

Zresztg tok obliczenia przebiega w przypadku ostygania analo-

gicznie.

10. DYSKUSJA STANU USTALONEGO OSCYLACJI

Dyskusja stanu ustalonego oscylacji przebiega podobnie jak w
przypadku ukdadu, opisanego réwnaniami liniowymi. Zagadnienie
wyznaczenia stanu ustalonego sprowadza sie do wyznaczenia roz

wigzania ukdadu réownan [4, 5]»

k=2,.e.n

k=2f «* en

@3)
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Réwnania (23) fizykalnie oznaczajg, ze jeden ze sk¥adnikow

uktadu npO termometr kontaktowy zmienia swg temperature mie-

dz wartosciami
y $h,f n,

lacji jest nieznaczna, mozna przyjac¢, ze funkcje i

* + A$. Jezeli amplituda oscy-

272k~ PrzyP°rz~¢kowuja jednoznacznie temperaturze  wartosci
y* i i mozna zasadniczo stosowa¢ jedng ze stosowanych w
przypadku Iiniowym metod rozwigzania problemu [4, 5]

V/ tym przypadku mozna réwniez stosowa¢ rozumowanie, doty-
czace szybkosci ustalania sie oscylacji oraz wielkosci ich o-

kresu.
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ycrrAHOSMBJIEECH COCfTOHHHE PEjTAKCAUMOHHHX
KOJISBAHMii B HEJMHifelX CHCTEMAX

P e 3K m e

3 padoTe T4] paccMaTpHBajoTca ocmuiJiHmm, TeMnepaTy-
pH b CHCTeMe n Teli oOMeHHioima Meac*y codoii u ¢ OKpy
acaioiueH cpe”oit TemroTy h npoHCxowiane ot BKjno”*eHaa
UJM BHKJDOMaHHH HCTOHHHKa TeilJIOTH B Ofl[HOM H3 3JieMeH
TOB CHCTeMH.

3 HacTOflinei padoTe ododmeHH ypaBHemiH padoTH [4]-
TeiuioBaji eMKOCTB h kos”™ hujishth odMeHa TemioTH npn
HHTH B BHfle I10JMHOMOB OT TeMnepaTyp CHCTeMH,
Motorom lrojunca [3] mokho CBecTH npodJdieMH ycTaHOBHB
rnerocH coctohhhh TeMnepaTypHHX ocuhjuihuhh k noflod-
hhm ypaBHeHHHM KaK b JMHetHoM npodjreMe [4] = Tojebko
HeKOTopHe ypaBHeHHH nepexo”™a ot o”Hoii CHCTeMH nepe
MeHHHX k apyroa HeJdiHHeHHHe® Mojkho onpe”ejmTL ycTa-
HOBHBineeCH COCTOHHHe OFfIHHM H3 MeTOFIOB padOT [40 5].
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RELAXATION OSCILLATION STEADY STATE IN NONLINEAR SYSTEMS

Summary

In the paper [4] were discussed temperature oscillations in
a n-body system, exchanging heat internally and with surroun-
ding medium, These oscillations were caused by setting on and
out a heat source in one of the systémes elements.

In this paper the equations of [4] were generalised. The
heat capacity and the heat exchange coefficients are assumed
as nonlinear functions of temperatures in the polynomial form.
It is possible using the Dulac [3] method to reduce the steady
state problem of the temperature oscillations to equations si-
milar to those for the linear problem [4]. The only difference
is that some of the equations connecting the various variables
of the problem are nonlinear. The steady state solution is ob-

tainable using one of the methods of [4, 5].



