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PEWNE UWAGI O DEFINICJl KRZYWIZNY
KRZYWEJ PLASKIEJ

8§ 1. Z elementarnego kursu geometrii rézniczkowej wiadomo,

ze do definicji krzywizny krzywej w punkcie wystarcza, by ta
krzywa miata w tym punkcie druga pochodng ciaga [1].
Byty rozne proby ostabienia tego zatozenia przez podawanie in-
nych definicji [Z] - Np. mozna okresli¢ krzywizne krzywej przy
zatozeniu, ze istnieje tylko styczna do niej w danym punkcie.
Dla spednienia tego warunku wystarcza istnienie pierwszej po-
chodnej roéznej od zera w tym punkcie. Jest oczywiste,ze w sen-
sie takiej definicji moze istnie¢ krzywizna krzywej nawet wta-
kich punktach, w ktérych w klasycznej definicji r.ie istniata.
W artykule tym podamy inng definicje krzywizny dla krzywej w
punkcie, w ktorym istnieje tylko styczna do tej krzywej. Poda-
my nastepnie dowdéd na to, ze definicja przez nas podana pokry-
wa sie z definicja klasyczng, gdy krzywa jest w punkcie
dwukrotnie rozniczkowalna w sposéb ciggly. Na koniec podamy
przyktad obliczenia krzywizny w sensie przyjetej przez nas de-
finicji dla krzywej w takim jej punkcie, w ktdrym nie istnieje
druga pochodna.

8§ 2. Niech bedzie dann krzywa K majaca styczng w punkcie
PQ (rys. 1) Zaldzmy, ze krzywa ta spednia nastepujacy waru-
nek W: istnieje takie otoczenie U punktu PQ, w ktérym krzy-
wa K nie pokrywa sie ze styczng na zadnym odcinku zawierajg-
cym punkt PQ. Poprowadzmy w tym punkcie styczng i normalng do
krzywej. Jezeli punkt PQ jest punktem wypukdosci krzywej,wow-
czas w pewnym otoczeniu tego punktu krzywa lezy po jednej stro-
nie stycznej. Obierzmy na normalnej punkt C, po tej stronie
stycznej, po ktorej lezy krzywa, o tej whasnosci, zeby prosta
rownolegla do stycznej i1 przechodzaca przez punkt C przecina-
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+a krzywg w punktach A 1 B. Istnienie punktu O mozemy np. po-
kaza¢ w nastepujacy sposob: W otoczeniu U istniejga na krzy-
wej punkty i P2, nie lezgce na stycznej, takie, ze jeden
z nich poprzedza a drugi naste-
puje po punkcie PO. Odlegtosc¢
jednego z nich, np, punktu
od stycznej jest nie wieksza od
odlegtosci drugiego. Réwnolegta
do stycznej przechodzaca przez
punkt P~ przecina normalng w
punkcie C 1 krzywa w punkcie
P~, lezacym miedzy P2 i PO. O-
znaczamy zatem PN = A 1 P*=B.
Gdyby punktow przeciecia  pro-
stej z krzywag byto wiecej, wow-
czas za A 1 B przyjmujemy
Rys. 1 punkty najblizsze normalnej, 0-
znaczmy dalej przez S pole o-
graniczone +ukiem krzywej i1 odcinkiem AB, zas ddugos¢ odcinka

AB przez a.Przyjmujemy nastepujaca definicje:

Definicja: Krzywizna k krzywej K w punkcie P_ nazywamy
granice wyrazenia — =£-, gdy ddugos¢ odcinka PC dazy do zera

co zapisujemy: k =Ll 2 IPplinu =3
n o]

a
Uwaga. tatwo widzieé¢, ze kazdy punkt lezacy na odcinku PQC ma
whkasnos¢ punktu C, dlatego mozna rozpatrywaC granice przy C-PM.

§ 3. Wykazemy teraz, ze powyzsza definicja pokrywa sie z de-
finicja klasyczng dla krzywej bedacej klasy 8 - Niech bedzie
dana krzywa K o rownaniu r = r(t) klasy C , taka, ze r’t ™0
i spedniajgca warunek W w punkcie PQ. Obliczymy jej krzywiz-
ne w punkcie PQ, w sensie przyjetej przez nas "définieji
my te krzywag tak, zeby punkt PQ pokrywat sie z poczatkiem u-
k#adu wspotrzednych, zas styczna do niej w tym punkcie niech po-
krywa sie z osig Xx. Skierujmy oS y w te strone, po ktorej le-
zy krzywa (rys. 2). W pewnym otoczeniu punktu PO krzywa mozna
przedstawi¢ réwnaniem y = F(X). Z zatozenia wynika, ze

fO)=F0) =0 1 niech ponadto f(0)>0 ()
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Druga pochodna ¥7(X) nie moze by¢ identycznie réwna zero, po-

niswaz zachodzi warunek Na normalnej, czyli na osi y oO-
bierzmy punkt C, ktérego rzed-
na oznaczmy przez h 1 popro-
wadzmy cieciwe rownolegtg do
stycznej. Odciete punktéw A i B
oznaczmy odpowiednio przez -x°
i x2# Obliczmy pole ograniczone
krzywa 1 cieciwg:

S = (x™XgJd.h - f* f(xX)dx ()

Po rozwinieciu funkcji f(xX) we-
ddug wzrou Maclaurina dla n =2
Z resztg Peano mamy uwzglednia-

Jac (@):
fxX) =zy FO) x2 + M g(x) . X2 (€©)
przy czym Ffi()-»0 dla x-"0.
Podstawiajgc (3) w (2) mamy:
S= @ +X2)h-jITF / xdx-— Jx900xdx @&
X1 -X1
Z definicji krzywizny obliczamy k wuwzgledniajac (@):
(x1+x2).h = g ZQO)Y(X™ + XM= M x A xn~ A
k al2 lim
h-0 &.(+ Xg)*
0
h -"M1o) (X"-x1x2 + x2)- | 90COx dx
ol 2 1 11— =6 lim (5)

n-o AL+x2 )= h-0 ] + x2)Ww
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Uwzgledniajac (3 dla t] i mamy :

~ " VT rcod+eCt,)” *2 Al t7(o) + ®

Wyrazenie w nawiasie kwadratowy» w (5) po podstawieniu () przy
h-~0 zmierza do ~ t”(0), zas$ wyrazenie

X2
| OO x2dx
~X1
+ xnyl

zmierza do zera, gdyz zgodnie z okresleniem g(x)<£ jezeli tylko
|x]<d gdzie d = maks. (" ,x0).

Jz x2 n2
Wiec jJ 60)x2dxj ] -x2dx < EJ x2dx = j€. (™ + x|)
-3,
X2
y* (X)-x2dx 1 XN+ XE)
Mamy zatem -X. — r< ™ fi— -« owiem z (6) wynika,
A+x2r L + *)

ze —X;— -1 przy h—0. Obliczylismy zatem, ze k=r(0),co oczy-

wiscie daje nam wzoér na krzywizne w klasycznym przypadku, gdyz
f(0)=0.

8§ 4. W poragrafie tym podamy przyktad krzywej nie bedacej
klasy C2 i obliczymy krzywizne w takim jej punkcie, w ktérym
istnieje styczna, a nie istnieje druga pochodna.

Rozwazmy krzywa K zbudowang w ten sposéb, ze dla x=sO0 y» =

=r-yrr-x ,zasdla x 0 y2 =R -Yr2 - x2 1 niech np,
r ™~ R (rys. 3). Krzywa tak zbudowana nie jeat oczywiscie klasy
C2, posiada jednak styczng w poczatku ukdadu. Obliczmy krzywiz-
ne tej krzywej w poczatku ukdadu w sensie naszej definicji.Pow-
toérzmy jak zwykle w tym przypadku konstrukcje siecznej i1 zacho-
wajmy oznaczenia z poprzedniego paragrafu. Oznaczmy ponadto:

yl * 61Cx), y2 = g2(X).
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Mamy zatem

610)=920) =g (0)=g0)>=0 1 dgr(0)=0 i g£()>0

@
gdzie znaki "-M 1 4+, o0znaczaja odpowiednio lewostronne i pra-
wostronne pochodne. Zgodnie z definicjg bedzie:

U Jr-

(Xl + x2)h = Fgl(x)dx - F s2odx

kK =12 [lim -1
h— 0 G + X2)5

co po wykonaniu analogicznych
rachunkéw jak w 8§ 3 doprowadzi
nas do wyniku

sl J Wips R*TT
§ (IRt N?}2 A -
@Rt 5?3y ©)

Wynik otrzymany w tym paragra-
fie nasuwa spostrzezenie,ze za-
miast dukéw okregow mozna roz-
waza¢ dowolne Huki krzywych wy-
pukdych L, 1 majacych wspol-
ng styczng w poczatku ukdadu i
majacych drugie pochodne jedno-
stronne w tym punkcie.
Wtedy wzor (8) przyjmie postac:

1 = 1
1 j/7 + 75
K
gdzie T 1 oznaczaja krzywizny jednostronne krzywych &Lj i

K2 w sensie definicji klasycznej,
tymi uvagami konczymy niniejszg prace.
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REKOTOPRE 3AME3AM3 0 OIWESIETEHIO KPH3W3HU MOCKOft KPKBOf!
Pe3ame

3 padoTf aaHo apeiejieHe kpebh3hh KpiiBod mMiadoii b Tooze, b KOTgoofi  oyliaecT-
Byet tojibko KacaTeJiBkeH.

JicksBaH0 hito onpesedieHe sto peBHOCHIIBHD apefedierHio Jyia KpHBax kjhces €2,
30KaZaTej IBCTBO npCHAHIOCTpHEOBAHD npHViEpalV.

EINIGE BUMERKUNGEN UBER DIE DEFINITION
DER KRUMMUNG EINER EBMFffl KURVE

Zussammenfassung

In dieser Arbeit geben die Autoren die Definition der Krimmung
einer ebenen Kurve in einem solchen Punkte in welchen nur die
Tangente existiert. Sie beweisen auch, das diese Definition mit
der klassischen Definition fur eine Kurve der C2-Klasse  ubei>-
einstimmt. Ein Beispiel ilustriert diese Betrachtungen.



