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3 MOŻLIWOŚCI ROZSZERZENIA RACHUNKU OPERATOROWEGO 
NA PEWNĄ KLASĘ FUNKCJI ANALITYCZNYCH

J e ś l i  w k l a s i e  C rz e c z y w is ty c h  f u n k c j i  c ią g ły c h  o k r e ś l i ć  splot: 
dwóch f u n k c j i

t o  k la s a  C ze w zględu ne t o  d z ia ł a n i e  s ta n o w i p i e r ś c i e ń  b ez  
d z ie ln ik ó w  z e r a .
P rz y to c z o n ą  w łasn o ść  k la s y  C, k tó r a  j e s t  p o d staw ą  s tw o rz e n ia  
rachunku  o p e ra to ró w  M ik u siń sk ieg o  [1] , da s i ę  wykaza«' i  d la  
pewnych k la s  f u n k c j i  a n a l i ty c z n y c h .
Wprowadzimy m ian o w ic ie :

O k re ś le n ie  I
K la są  A nazwiemy k la s ę  f u n k c j i  a n a l i ty c z n y c h  w k o le  |z |< r ,  

g d z ie  r  s; oo.
Z d efin iu jm y  d a l e j  s p lo t  dwóch f u n k c j i  f ( z ) ,  g ( z ) e  A.

O k re ś le n ie  I I
Splo tem  dwóch f u n k c j i  a n a li ty c z n y c h  f C z ) ,  g ( z ) e A ,  k tó ry  o -  

znaczać będziem y f ( z ) * g ( z )  nazywamy

g d z ie  L -  dow olną krzyw ą r e g u la r n ą  łą c z ą c ą  p u n k t O z punktem

t
J f ( t  -  T )g (T )d T ,
O

L

| u | <  r .
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J a k  ła tw o  zauważyć w o b sz a rz e  tym fu n k c ja  f ( z  -  u ) . g ( u )  j e s t
fu n k c ją  a n a l i ty c z n ą  od u , w a rto ść  s p lo tu  n ie  z a le ż y  w ięc od
k s z t a ł t u  k rzyw ej L z a w a rte j w o b sz a rz e  Q . Można zatem  za
krzyw ą L p r z y ją ć  o d c in ek  łą c z ą c y  p u n k t 0 z punktem  z i  t a k
p o w sta n ie  równoważne z o k re ś le n ie m  I I

O k re ś le n ie  I l a
z

f ( z ) * g ( z )  = J* f ( z  -  u ) g ( u )  du 
o

g d z ie  p rz e z  ca łkow an ie  od 0 do z rozum ieć będziem y całkow a­
n ie  po odc inku  łączącym  t e  p u n k ty .

Uwaga I
Z te g o  co z o s ta ło  p o w ied z ian e  wyżej w ynika, że fu n k c ja  

f ( z ) * g ( z ) ,  j e s t  f u n k c ją  a n a l i ty c z n ą .
Aby udowodnić d la  t a k  zdefin iow anego  s p lo tu  w ła s n o śc i  a n a lo ­
g ic z n e  do w ła s n o śc i  s p lo tu  f u n k c j i  rz e c z y w is ty c h  n a le ż y  udowod­
n ić :

T w ierdzen ie  I

f ( z ) # g ( z )  s  g ( z ) * f ( z ) .

a  w ięc s p lo t  j e s t  p rzem ienny .

Dowód:
Z d e f i n i c j i ,  a  n a s tę p n ie  p rz e z  p r z y ję c ie  u = z t ,  g d z ie  t  -  

r z e c z y w is te ,  otrzym ujem y:

z 1

f ( z ) * g ( z )  » y ^ z - u ^ u ^ u  s ^ f C z d - t ) ) g ( z t ) z  d t  (1 )
o o
z 1

g ( z ) * f ( z )  a  f  g ( z - u ) f ( u )d u  = / g ( z ( 1- t ) )  f ( z t ) z  d t  
O o
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a  n a s tę p n ie  po zm ian ie  w ( 1 ) zm iennej t  = 1 - T  otrzym ujem y

0
f ( z ) * g ( z )  = -  f  f i z T j g i z C I - T ) )  zdT *

1

= /  f(z* r)  g ( z (1 -T )  zdT  = g ( z ) * f ( z )  c . b . d . o .
o

N ależy  o b e c n ie  udow odnić łą c z n o ś ć  s p lo tu ,  a  w ięc 

T w ie rd zen ie  I I

( a ( z )  * b ( z ) ) * c ( z ) = a ( z ) * ( b ( z ) * c C z ) ) .

Dowód:
Wprowadzimy o z n a c z e n ia

z V
g(.z) a  / a ( z - u ) b ( u ) d u  h ( z )  = /  b ( z - u ) c ( u ) d u

i  °
N ależy  w ięc udow odnić, że

z z
J *  g ( z - v )  c ( v )  dv = J *  a(z>-v) h (v )  dv . 
o o

Po n a s tę p u ją c e j  zm ian ie  zm iennych:

- i ft a e • z
- i fT a e u

s •
*>-■H'©II V

g d z ie  f  = a r g  z . P a m ię ta ją c  o o k r e ś le n iu  I l a  s p lo t u  z k tó re g o  
w ynika, że  d la  w sz y s tk ic h  u i  v

arg (z )  = a rg  (u ) = a rg  (7)
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otrzym ujem y jak o  w n iosek , że l ic z b y  t , T  i  s  s ą  lic z b a m i r z e ­
czy w isty m i.

Po zm ian ie  zm iennych otrzym ujem y:

g ( z )  = T a i e ^ C t  - ‘T ))b (e i<iV ) e i f  ĆLT 
o 
t

o
t

a ( z ) * h ( z )  = e2i ^ * a ( e i '<,( t - s )) J “ b ( e ^  (s-T )) cCe1̂ )  dT ds 
o o
t  s

J *  j * a i e ^ i t - s )) b i e ^ i s - T ) ) c ( e i '^ )d ‘T ds

o 
t

h ( z )  = y \ ) ( e i f  ( t  - tr ) ) c ( e i ^r) e i f  dT 
o

B

2i fe
o o

zaś
t  t - s

g ( z ) * c ( z )  = f  J  a C e ^ C t - T - s ))  b ( e i '^ r)e ^ d T c (se i ^ ) e i '^ d s  = 

° °

■ e21V  f  a ( e i 'i’ ( t - ‘T - s ) ) b (e ifT) dT c ( s e i 'i’ )ds
o o

a  z m ie n ia ją c  w c a łc e  w ew nętrznej zm ienną w = X + s  otrzym ujem y: 
t  t

g ( z ) * c ( z )  = e2i<^ *  f  a ( e i '^ ( t - w ) )b ( e i '<>(w -s))dw  c ( s e i<|:>) d s 
o s 

t  t
_ Q2 i f  y  J  a ( e i ^  ( t - w ) )  b C e ^ C w -s ) ) cCe1^  s )  dw ds =

o e

= B ^ f f  a C e ^ i f c - w ) )  bCe1^ (w -s ) )  c C e ^ s )  dw ds
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g d z ie  c a łk a  podw ójna j e s t  r o z c i ą g n i ę ta  na  o b s z a r  t r ó j k ą tn y  T, 
o k reś lo n y  n ierów nośc iam i o <  s  <  w <  t .  Z am ie n ia ją c  t ę  c a łk ę  
podwójną z powrotem  na i te ro w a n ą , l e c z  ze zm ien ioną  k o le jn o ­
ś c ią  c a łk o w an ia , otrzym ujem y!

^  w >
g ( z ) * c ( z )  = e21'*’ J  J*a C e ^ C t - w ) ) b ( e l f ( w - s ) )  c i e ^ s j d s  dw

o o

s tą d  zaś  ju ż  w p ro s t w ynika, że

g ( z ) * c ( z )  = a ( z ) * h ( z )

c z y l i ,  że

( a ( z ) * b ( z ) ) * c ( z )  = a ( z )  * ( b ( z )  * c ( z ) ) c . b . d . o .

S p lo t  j e s t  ró w n ież  r o z d z ie ln y  względem dodaw ania o czym mówi 

T w ie rd zen ie  I I I

a ( z ) * ( b ( z )  + c ( z )  = a ( z ) *  bCz)  + a ( z ) * c ( z )

Dowód:
T w ierd zen ie  to  wynika w p ro s t z r o z d z i e ln o ś c i  ca łkow an ia  

względem dodaw ania na mocy bowiem t e j  w ła s n o śc i

a ( z ) * ( b ( z ) + c ( z ) ) = j * a ( z - u ) ( b ( u )  + c ( u ) ) d u  a
o

z . zn
= /  a (z - u )b ( u ) d u  + /  a ( z - u ) c ( u ) d u  a  a ( z ) # b ( z )  + a ( z ) * c ( z )

O *0 , ,
C • DeCUO *

N ależy  o b e c n ie  udowodnić 

T w ierd zen ie  IV

f ( z  ) *  g ( z )  = O 

wtedy i  ty lk o  w tedy  gdy f ( z )  = 0 l ub  g ( z )  * 0 .



'

Dowód:

P ie rw sza  c z ę ść  t e z y  j e s t  o c z y w is ta , zajm iem y s i ę  w ięc udo­
w odnieniem  j e j  d r u g ie j  c z ę ś c i  d la
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O O  ^  OO

f ( * )  = 2_j ak z g ( z )  = ^  w k o le  |z |< r  .
k=0 k=0

W określonym  p o p rz e z  warunek I  o b sz a rz e  £3 fu n k c je  f ( z - u )  i  ¿u) 
dadzą  s i ę  p rz e d s ta w ić  w p o s ta c i

f ( z - u )  = X  a ^ i z - u )1
k =0

k
g (u)  = y , v

k =0

g d z ie  s z e r e g i  s to j ą c e  po p raw ej s tp o n ie  są  z b ie ż n e  bezw zg lędn ie  
i  n iem al j e d n o s t a jn i e  w o b sz a rz e  Q .

J e ż e l i  d la  szeregów  X  ^  w sz y s tk ie  i lo c z y n y  d^e
X =0 A =0

( A = 0 , 1 , 2 , . . .  a  0 , 1 , 2 , . . . )  oznaczone będą  w ja k ie jk o lw ie k  
k o le jn o ś c i  p r z e z  pQt p ^ , P2 i»» to  zach o d z i n a s tę p u ją c e  ( [ 2] 
s t r .  156) tw ie rd z e n ie !

OO °o

J e ż e l i  s z e r e g i  V  dQ = S X  eQ = T s ą  z b ie ż n e  b ez w z g lę d n ie , 
n =0 n=0

/  OO

t o  s z e re g  X  Pn j e s t  t e ż  b ezw zg lędn ie  z b ie ż n y  i  ma sumę ST. 
n=0

Z te g o  co pow yżej w ynika n a ty c h m ia s t, że

OO OO OO

f ( z - u )  g.(u) = (X !  a , ( z - u ) k ) ( X  b t u k ) = S  c . ( z , u ) 
k = 0  k = 0  k  1 = 0  1

g l z i e
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c -^ z .u )  = ^  agl3]Ls,is (z -u )s (a )1-s 
s=0

P o s iłku ją c  s ię  przytoczonym tw ierdzeniem  i  p rzy  pomocy k ry ­
terium  W eierstrassa można ła tw o udowodnić niem al jednosta jną

oo
V

z b i e ż n o ś ć  s z e r e g u  Z j  c , ( z , u ) w o b s z a r z e f i .
1=0 1

A w i ę c  p r z y  n a s z e j  u m o w i e  o  s p o s o b i e  o b l i c z a n i a  s p l o t u  m o ż n a  

n a p i s a ć  i

Z Z co oo 2-

/
f ( z - u ) g ( u ) d u  =  /  2  c  ( z , u ) d u  = 2  f  c_ ( z , u ) d u  ( 1 )

J  1=0 1 1=0 J  10 0 o

Zajmijmy s ię  obecnie ob liczen iem  

z  z „  lJ* c1 (z,u)du = f  ^  as b1_g ( z - u ) s ( u )1
o o 3=^

= 2  ( a s b l - s f ( z ~ u )S  u l " Sdu^

3 du

( 2 )

s=0

Całkę występującą w osta tn im  c z ło n ie  powyższego wzoru można o -
O

b lic z y ć  s tosu jąc  do (z -u )  wzór dwumienny Newtona i  mnożąc uzy-
1 *“ Sskany w ten sposób wielom ian przez u , a następnie c a łk u ją c . 

Po wykonaniu tych  czynności otrzymamy równość

z
J Cz-u)s u1“ 8 du = szl+1 (3 )
o

gdzie K-, _ je s t  l ic z b ą  s ta łą .J., 3
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Poniew aż d la  zm iennej r z e c z y w is te j  i  d la  t  ^  0 , ze zb ad an ia  
p rz e b ie g u  f u n k c j i  (fc-x )s x1_s w p r z e d z ia le  [0 , t ]  wynika

tJ ( t - x ) s x1 - s  dx 4 0 ,
o

a  je d n o c z e śn ie  z p rz y ję te g o  sposobu o b l ic z a n ia  c a łk i

z
J  ( z - u )8 u1'L“8 du

wynika

J ( t - x ) s X1- s  dx = K, t 1+l l . s

a  w ięc

K, H * 0 ( 1 = 0 , 1 , 2 , . . . ,  s  = 0 , 1 , 2 , . . . ) .
* s

(2 ) i  ( 3 )  i  po p r z y ję c iu  a s b l - s  Kl , s  = Al
s =0

J f cx (z,u)du = Zl+1 £  asb1_s K lfS = Ł1
8=0

, z l+1

po u w zg lęd n ien iu  ( 1 ) otrzym ujem y

Z oo

/f ( z ~ u )  g ( u ) du  = ^  A z l+1 
1=0 1o

OO

J e ż e l i  t e r a z  f ( z )  = ^ , a. zk at 0
k =0 *
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OO
g ( z )  = ^  bp zp $ 0 

P=0

to  i s t n i e j e  t a k i e  kQf że # 0 , a  d la  0 ^ k < k Q s t a l e  a^= O

i  i s t n i e j e  t a k i e  pQ, że bp * 0 , a d l a  0 < p < p Q s t a l e  bp =0
wówczas 0

V po

\ f p 0 * Z  Ps b^ 0+p0- s  Kk 0fP 0 ,a  ■ \  \  *  0
s=u

a więc

’‘f  °°  1
J  £ ( z -u )g (u )d u  = ^  Ai z l+  * 0 c . b . d . o .
0 1=0

Z udowodnionych w tym p a r a g r a f i e  tw ie rd z e ń  w ynika 

T w ie rd zen ie  V
K la sa  A j e s t  ze w zględu na d z ia ł a n i e  dodaw ania i  " s p l a ta ­

n ia "  p ie r ś c ie n ie m  b e z  d z ie ln ik ó w  z e ra .

W niosek I
Można u tw orzyć  rac h u n e k  o p e ra to ro w y  f u n k c j i  k la s y  A. 

O k re ś le n ie  I I I
K la są  B nazwiemy k la s ę  f u n k c j i  a n a li ty c z n y c h  w k o le  j z - z ^ r ,  

g d z ie  r ^ o o .
D la k a ż d e j l i c z b y  z , s p e łn i a ją c e j  n ierów ność  |z - z Q|< r ,o k re ś lm y  
o b s z a r  Q’ w a r to ś c i  u s p e łn ia ją c y c h  

W arunek I I

u - z Q| <  r

| z -u | <  r
i
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Można wówczas w prow adzić 

O k re ś le n ie  XV
Splotem  dwóch f u n k c j i  a n a li ty c z n y c h  f ( z ) ,  g ( z ) e  B nazwiemy

r
j  f (z - u + z Q)g (u )d u  
L

g d z ie  L j e s t  odcink iem  łączącym  p u n k t zQ z punktem  z.(M oż­
na  t u  b y ło  o c z y w iśc ie  całkow ać i po in n e j  d ro d ze  z a w a rte j w ob­
s z a rz e  Q’) .
E rzy  p r z y ję ty c h  o s ta tn io  o k r e ś le n ia c h ,  można ła tw o  d la  f u n k c j i  
k la s y  B udowodnić w s z y s tk ie  podane tu  tw ie r d z e n ia .  Wypływa 
s tą d

W niosek I I

Można u tw orzyć  ra c h u n e k  o p era to ro w y  f u n k c j i  k la s y  B. 

O k re ś le n ie  V
Obszarem g w iaźd z is ty m  nazwiemy o b s z a r , w którym  i s t n i e j e  

punk t z Qt t a k i ,  Ż6 w sz y s tk ie  p u n k ty  o b sza ru  można p o łąc z y ć  z 
punktem  zQ odcink iem  leżącym  w ew nątrz o b s z a ru .

O k re ś le n ie  VI
K la są  D nazwiemy k la s ę  f u n k c j i  a n a l i ty c z n y c h  w o b sz a rz e  

g w iaździs tym  A.
Z d efin iu jm y  s p l o t  dwóch f u n k c j i  f ( z ) ,  g ( z ) e D  w m yśl o k r e ś le ­
n ia  IV (g d z ie  zQ j e s t  punktem  wymienionym w o k re ś le n iu  V ). 
D la t a k  zdefin io w an eg o  s p lo tu  f u n k c j i  k la s y  D można n a ty c h ­
m ia s t  p rz e z  p r z e l i c z e n ie  o trzym ać tw ie rd z e n ia  i - m .
Praw dziw ość tw ie rd z e n ia  IV d la  ty c h  f u n k c j i  w ynika z praw dziw o­
ś c i  te g o  tw ie rd z e n ia  d la  f u n k c j i  k la s y  B.
Otrzymujemy więc

W niosek I I I

Można u tw orzyć rachunek  operatoi-ow y f t in k c j i  k la s y  D,

W płynęło do r e d a k c j i  w maju 1964 r .
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0 B03M0HH0CTH PACiiMPEHJM OEEPATOPHOrO HCTH0 .TE13C I 
HA HEKOTOPtjft KJIACC AHAJMTIWECKHX $yRKUHH

P e 3 u  m e

B p a ó o ie  paccMaTpHBaeTcfl HeKOTopuJł KJiacc aHajiKTHOTCKHX $yHKUn:ił,
IIOKa3aHOt MTO 3TOT KJiaCC HUJIHeTCH CTHOCHTeJTbHO OnepauM CJIOXefTCH H CBepTKH 

icojibuom 6e3 RemneJieu nyjui, o to  seJiaeT bo3Mojkhv\i nocTpoeHHe Ha otom Kzacce 
onepaTopnoro ucm cjiem n .

ON THE POSSIBILITY OF AN EXTENSION OF THE OPERATOR CALCULUS 
ON A CERTAIN CLASS OF ANALYTIC FUNCTIONS

S u m m a r y

In  t h i s  p a p e r  i t  h a s  been  p ro v ed  t h a t  a  c e r t a i n  c l a s s  o f  a n a ly ­
t i c  f u n c t io n s  i s  a r i n g  w ith o u t z e r o 's  d i v i s i o r s  f o r  a d d i t io n  
and c o n v o lu t io n , and  t h a t  i s  why t h e r e  can be b u i l t  t h e  o p e ra ­
t o r  c a lc u lu s  on t h a t  c l a s s  o f  f u n c t io n s .


