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BOLESLAW SZATNICKI

3 MOZLIWOSCI ROZSZERZENIA RACHUNKU OPERATOROWEGO
NA PEWNA KLASE FUNKCJI ANALITYCZNYCH

Jesli wklasie C rzeczywistych funkcji ciggtych okresdli¢ splot:

dwoch funkcji
t

J f(t - T)g(T)dT,

O
to klasa C ze wzgledu ne to dziatanie stanowi pierscien bez
dzielnikow zera.
Przytoczong wtasnos$¢ klasy C, ktéra jest podstawg stworzenia
rachunku operatoréw Mikusinskiego [1], da sie wykaza«' i dla
pewnych klas funkcji analitycznych.
Wprowadzimy mianowicie:

Okreslenie |

Klasg A nazwiemy klase funkcji analitycznych w kole |z|<T,
gdzie r s;o0.
Zdefiniujmy dalej splot dwoch funkcji f(z), g(z)e A

Okreslenie 11
Splotem dwéch funkcji analitycznych fCz), g(z)eA, ktéry o-
znacza¢ bedziemy f(z)*g(z) nazywamy

L
gdzie L - dowolng krzywa regularng tgczgcg punkt O 2z punktem

|ul< .
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Jak tatwo zauwazy¢ w obszarze tym funkcja f(z - u).g(u) jest
funkcja analityczng od u, warto$¢ splotu nie zalezy wiec od
ksztattu krzywej L zawartej w obszarze Q. Mozna zatem za
krzywg L przyja¢ odcinek tgczacy punkt O 2z punktem z itak
powstanie rownowazne z okre$leniem 11

Okreslenie Ila
z

f(z)*g(z) = J*f(z - u)g(u) du
o]
gdzie przez catkowanie od O do z rozumie¢ bedziemy catkowa-
nie po odcinku tgczagcym te punkty.

Uwaga |

Z tego co zostato powiedziane wyzej wynika, ze funkcja
f(z)*g(z), jest funkcjg analityczng.
Aby udowodni¢ dla tak zdefiniowanego splotu witasnosci analo-
giczne do wtasnos$ci splotu funkcji rzeczywistych nalezy udowod-
nic:

Twierdzenie |

f(z)#9(z) s g(z)*f(2).

a wiec splot jest przemienny.

Dowdd:

Z definicji, a nastepnie przez przyjecie u = zt, gdzie t -
rzeczywiste, otrzymujemy:

z 1
f(z)*g(z) »y”~z-u”ru”u s~rfCzd-t))g(zt)z dt (1)
0 (o]

1

g(z)*f(z) af;g(z-u)f(u)du =/ g(z(1l-t)) f(zt)z dt
(0]
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a nastepnie po zmianie w (1) zmiennej t =1 -T otrzymujemy

0
f(z)*g(z) =- f fizTjgizCI-T)) zdT *
1
=/ f(z*r) g(z(1 -T) zdT = g(z)*f(z) c.b.d.o.

0

Nalezy obecnie udowodnié¢ tgcznos$é splotu, a wiec

Twierdzenie 11
(a(z) *b(z)) *c(z) =a(z)*(b(z)* cCz)).

Dowdd:
Wprowadzimy oznaczenia

z \Y
g(.z) a /a(z-u)b(u)du h(z) = / b(z-u)c(u)du
i [o}
Nalezy wiec udowodni¢, ze

z z
J* g(z-v) c(v) dv =J* a(z>-v) h(v) dv.
0 0

Po nastepujgcej zmianie zmiennych:

t ae'if-Z
Tc':le'if u
S=©_f.v

gdzie f = arg z. Pamietajagc o okre$leniu lla splotu z ktorego
wynika, ze dla wszystkich u i v

arg (z) =arg (u) =arg (7)
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otrzymujemy jako wniosek, ze liczby t,T i s sg liczbami rze-
czywistymi.
Po zmianie zmiennych otrzymujemy:

g(z) = Taie~rCt - T))b(eidV) eif AT
0
t
h(z) =y\)(eif (t -t))c(ei”™) eif dT
o
t B
a(z)*h(z) =e2i*"*a(ei's(t-s))J “b(e”™ (s-T)) cCel*) dT ds
0 o
ts
e2'fJ*j*aie"it-s))bie"is-T)) c(ei'”)dTds
00
za$
t t-s
g(z)*c(z) = f J aCen”Ct-T-s)) b(ei'*r)erdTc(seiN)ei”™ ds =

o o

me2lV  f  a(eif(t-T-s))b(eifT) dT c(sei')ds
0 0

a zmieniajgc w catce wewnetrznej zmienng w =X+ s otrzymujemy:

t t
g(z)*c(z) = e2icr* f a(ei'(t-w))b(ei'w-s))dw c(seig> ds
0 s
t t
_ Qify J a(ei® (t-w)) bCe”"Cw-s)) cCel™ s) dw ds =
(0] e

= B ~ ff aCe”ifc-w)) bCel™ (w-s)) cCe”s) dw ds
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gdzie catka podwdjna jest rozciggnieta na obszar tréojkatny T,
okre$lony nierédwno$ciami o< s < w< t. Zamieniajac te catke
podwoOjng z powrotem na iterowana, lecz ze zmieniong kolejno-
$§cig catkowania, otrzymujemy!

L
g(z)*c(z) = e21% aCe”Ct-w)) b(elf(w-s)) cie”sjds dw
JJ
0 o

stad za$ juz wprost wynika, ze

g(z)*c(z) =a(z)*h(z)

czyli, ze

(a(z)*b(z))*c(z) = a(z) * (b(z) *c(z)) c.b.d.o.

Splot jest réwniez rozdzielny wzgledem dodawania o czym mowi

Twierdzenie |11

a(z)*(b(z) +c(z) =a(z)* bCz) + a(z)*c(z)

Dow0d:
Twierdzenie to wynika wprost z rozdzielnosci catkowania
wzgledem dodawania na mocy bowiem tej witasnosci

a(z)* (b(z)+c(z)) =j*a(z-u)(b(u) + c(u))du a
0

= 7'a(z-u)b(u)du + Z/na(z-u)c(u)du a a(z)#b(z) + a(z)*c(z)
© 0 C+DeCUO*

Nalezy obecnie udowodnié
Twierdzenie IV
f(z)*g(z) =0
wtedy i tylko wtedy gdy f(z) =0 lub g(z) * 0.
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Dowad:

Pierwsza cze$¢ tezy jest oczywista, zajmiemy sie wiec udo-
wodnieniem jej drugiej czes$ci dla

f(*) = 2j akz g(z) =~ w kole |z|<r .
k=0 k=0
W okreSlonym poprzez warunek | obszarze £3 funkcje f(z-u) i ¢u)

dadzg sie przedstawi¢ w postaci

f(z-u) = X aniz-u)l
k=0
k
g(u) = vy, v
k=0
gdzie szeregi stojgce po prawej stponie sg zbiezne bezwzglednie
i niemal jednostajnie w obszarze Q.

Jezeli dla szeregéw X A wszystkie iloczyny d”e
X=0 A=0
(A=0,1,2,... a0,1,2,...) oznaczone bedg w jakiejkolwiek
kolejno$ci przez pQt p”~, P2i»» to zachodzi nastepujgce ([2]
str. 156) twierdzenie!
(0 0] °0
Jezeli szeregi V dQ =S X eQ =T sag zbiezne bezwzglednie,
n=0 n=0
/ 00
to szereg X Pn jest tez bezwzglednie zbiezny i ma sume ST.
n=0
Z tego co powyzej wynika natychmiast, ze

f(z-u) g.(u) = (X! a,(z-u)k) (X btuk) =S <c.(z,u)
k=0 k=0 Kk 1=0 1

glzie
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c-~z.u) =" agl3sis(z-u)s(a)l-s

s=0
Positkujac sie przytoczonym twierdzeniem i przy pomocy Kkry-
terium Weierstrassa mozna tatwo udowodni¢ niemal jednostajng
00
zbieznos$¢ szeregu Zj c,(z,u) wobszarzefi.
1=0

A wiec przy naszej umowie o sposobie obliczania splotu mozna

napisac i

z Zz co 00 2

f(z-u)g(u)du = 2 ¢ (z,u)du =
/ % 1=0 1 1=0 % 1

Zajmijmy sie obecnie obliczeniem

I
N
—h
(e}

—_
N
c

-
o
c

—
N

-

J* fr.
cl (z,u)du n asbl g(z-u)s(u)l 3 du

o o 3=

(2)

|
N

(asbl-sf (z~u)S ul"Sdun
s=0

Calke wystepujgcg w ostatnim czlonie powyzszego wzoru mozna oO-
bliczy¢ stosujgc do (z-u) wzoOr dwumienny Newtona i mnozac uzy-
skany w ten sposob wielomian przez ulws, a nastepnie catkujac.
Po wykonaniu tych czynnosci otrzymamy réwnosé

z
J Cz-u)s ul“8 du = szl+1 (3)
0

gdzie K-

3 jest liczbg stats.
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Poniewaz dla zmiennej rzeczywistej i dla t ~ 0, ze zbadania
przebiegu funkcji (fc-x)s x1_s wprzedziale [0,t] wynika

t
\](t-x)sxl-s dx 4 0,
0

a jednocze$nie z przyjetego sposobu obliczania catki

z
J (z-u)8 ul¥8 du

wynika
\J (t-x)s Xi-s dx = KI . t 1+l
a wiec
K, H* 0 (1=0,1,2,..., s =0,1,2,...).
(2) i (3) i po przyjeciu asbl-s Kl,s = Al
s=0

Jfx(z,u)du = zI+1 £ asbl s KIS = £1zI+1
8=0

po uwzglednieniu (1) otrzymujemy

Z 00
/f(z~u) g(uydu =~ A zl+l
1=0 1

Jezeli teraz f(z) =
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@
g(z) =~ bpzp $0
P=0
to istnieje takie kQf ze # 0, a dla 0rk<kQstale ar=0

i istniejetakie pQ, ze bp * 0, adla O<p<pQ stale bp =0
wowczas 0

V po
\fp O0* Z Psb”0+p0-s KkOfPO,a m\ \ *0
s=u
a wiec
f oo . l
J £(z-u)g(u)du = ~ Aizl+ *0 c.b.d.o.
0 1=0

Z udowodnionych w tym paragrafie twierdzen wynika

Twierdzenie V
Klasa A jest ze wzgledu na dziatanie dodawania i "splata-

nia" pier$cieniem bez dzielnikow zera.

Whniosek |
Mozna utworzy¢ rachunek operatorowy funkcji klasy A.

Okreslenie 111

Klasg B nazwiemy klase funkcji analitycznych wkole jz-z"r,
gdzie r”oo.
Dla kazdej liczby z, speiniajgcej nier6bwnos$¢ |z-zQ<r,okre$lmy
obszar Q" wartosci u spetniajgcych

Warunek 11

u-zQ < r

|z-u|] < r
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Mozna woéwczas wprowadzié

OkreS$lenie XV
Splotem dwoéch funkcji analitycznych f(z), g(z)e B nazwiemy

j ' f(z-u+zQ)g(u)du
L

gdzie L jest odcinkiem fgczacym punkt zQ z punktem z.(Moz-
na tu byto oczywiscie catkowaé¢ i po innej drodze zawartej w ob-
szarze Q).

Erzy przyjetych ostatnio okreS$leniach, mozna tatwo dla funkcji
klasy B udowodni¢ wszystkie podane tu twierdzenia. Wyplywa
stad

Wniosek 11
Mozna utworzy¢ rachunek operatorowy funkcji klasy B.

OkreSlenie V

Obszarem gwiazdzistym nazwiemy obszar, w ktdrym istnieje
punkt zQt taki, Z6 wszystkie punkty obszaru mozna potaczyé z
punktem zQ odcinkiem lezagcym wewnatrz obszaru.

Okreslenie VI

Klasag D nazwiemy klase funkcji analitycznych w obszarze
gwiazdzistym A.
Zdefiniujmy splot dwoch funkcji f(z), g(z)eD wmysl okresle-
nia IV (gdzie zQ jest punktem wymienionym w okre$leniu V).
Dla tak zdefiniowanego splotu funkcji klasy D mozna natych-
miast przez przeliczenie otrzymac twierdzenia i-m
Prawdziwo$¢ twierdzenia IV dla tych funkcji wynika z prawdziwo-
§ci tego twierdzenia dla funkcji klasy B.
Otrzymujemy wiec

Whniosek 111
Mozna utworzy¢é rachunek operatoi-owy ftinkcji klasy D,

Wpilyneto do redakcji w maju 1964 r.
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0 B03MOHHOCTH PACIMPEHIM OEEPATOPHOrO HCTHO TELXI
HA HEKOTOPtjft KJIACC AHAIMTMWECKHX $yRKUHH

Pe3ume

Bpatoie paccMaTpHBaeTcfl HeKOTopult Kliacc aHajiKkTHOTCKHX $yHKUn:it,
110Ka3aHOt MO 3TOT KliaCC HUIIHETCH CTHOCHTeJTbHO OnepauM  CIIOXefTCH H CBepTKH
icojibuom 6e3 Remneldieu nyjui, oto seliaeT bo3Mojkhwi nocTpoeHHe Ha otom Kzacce

onepaTopnoro ucmcjiemn.

ON THE POSSIBILITY OF AN EXTENSION OF THE OPERATOR CALCULUS
ON A CERTAIN CLASS OF ANALYTIC FUNCTIONS

Summary

In this paper it has been proved that a certain class of analy-
tic functions is a ring without zero's divisiors for addition
and convolution, and that is why there can be built the opera-
tor calculus on that class of functions.



