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ULTRA-DYSTRYBUCJE A FUNKCJE ANALITYCZNE

W p racy  t e j ,  we w s z y s tk ic h  ro zw a ża n iac h  d o ty cz ą c y ch  d y s t r y b u c j i  
op ierano  s i ę  na t e o r i i  d y s t r y b u c j i  M ik u siń sk ieg o  [1] ,  O peru jąc  
pojęciem  d y s t r y b u c j i  z e sp o lo n e j od zm iennej r z e c z y w is te j ,  jak o  
uogólnieniem  d y s t r y b u c j i  r z e c z y w is ty c h  otrzymanym w ta k is a m  spo
sób ja k  odpow iednie  u o g ó ln ie n ie  d l a  f u n k c j i ,  powoływano s i ę  na 
tw ie rd z e n ia , k tó r e  n a ty c h m ia s t  w y n ik a ją  z w ła s n o ś c i  te g o  u ogó l
n ien ia  i  z odpow iedn ich  tw ie rd z e ń  t e o r i i  d y s t r y b u c j i  rze c z y w i
s ty ch .

Celem s k ró c e n ia  w ypow iedzi p r z y ję to  d y s try b u c ję  okresow ą ze
spoloną zm iennej r z e c z y w is te j  ozn aczać  sk ró tem  d . o . z . z . r .

R ozdział 1 

O kreślen ie  1

Mówimy, że fu n k c ja  f ( z )  a n a l i ty c z n a  w k o le  |z |< 1 ,  ro z w ija ln a  w 
tym k o le  wokół p unk tu  zQ * 0 w s z e re g  T a y lo ra

r u >  = £  v ”
n=0

n a le ż y  do z b io ru  S j e ż e l i  w sp ó łc z y n n ik i Cn s p e łn i a j ą

V»arunek 1 : i s t n i e j e  t a k i e  K -c a łk o w ite , że
•

C
— £ -  —► O p rz y  n —► oo .

n

ggp g ą  1 Cn
J e ż e l i  I s t n i e j e  t a k i e  K -c a łk o w ite , że — =—-»-O, t o  o c z y w iśc ie

C n
i s t n i e j e  i  t a k i e  K ^ -n a tu ra ln e , że -^ 2 ----- ^ . q .
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P r z e k s z ta łc e n ie  1

K ażdej f u n k c j i  f ( z )  a n a l i ty c z n e j  w k o le  | z | < 1 ,  k tó r ą  można
p rz e d s ta w ić  w p o s ta c i  f ( z )  a  ^  C z n

n=0 n
p rzy p isu je m y  s z e re g :

OO .  ,

Z  v i n t
nsO

O znaczen ie  1

W dalszym  c ią g u  p r z e k s z ta łc e n ie  to  będziem y k ró tk o  oznaczać

z ( t )  = U ( f ( z ) )

Uwaga 2

J e ż e l i  f ( z ) e  8 t o  U ( f ( z ) )  j a k  z o s ta ło  wykazane [1] w t e o r i i  
d y s t r y b u c j i  p rz e d s ta w ia  d . o . z . z . r .  (o o k r e s ie  2ar) tym samym 
f u n k c j i  f ( z ) e S  z o s ta ł a  p rz y p is a n a  d . o . z . z . r . :

z ( t )  a  ^  cne in i;
n =0

Uwaga 3  oo
J e ś l i  f ( z ) e  S i  f ( z ) a  Y  Cnz D to

n=0

U(fCz)) a U( Y  Cn2,n) = y  cneint 
naO n=0

O k re ś le n ie  2

Mówimy, że d . o . z . z . r . ,  o o k r e s ie  20Cn a le ż y  do z b io ru  R j e ż e l i  
j e s t  r o z w ija ln a  w s z o re g  F o u r ie r a

OO

f ( t )  = Cc + Y  Cn° i n t
n=1
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Ja k  z o s ta ło  wykazane w t e o r i i  d y s t r y b u c j i  [1] w sp ó łc zy n n ik i CQ 
s p e łn i a j ą  wówczas w arunek 1 .

Uwaga 4
Do z b io ru  R mogą t e ż  n a le ż e ć  okresow e fu n k c je  c i ą g ł e  z . z . r .  

P r z e k s z ta łc e n ie  2a
OO

Każdemu sze re g o w i X ! c„ e i n t  p rzy p iszm y  s z e re g
n=0 n

OO _

X  V *
n=0

G znaczen ie  2
To p r z e k s z ta łc e n ie  oznaczmy p rz e z

U"1 ( z ( t ) )  = f ( z )

P r z e k s z ta łc e n ie  2b on

K ażdej d y s t r y b u c j i  z ( t ) e R ,  g d z ie  z ( t )  = X  Cne iD t p r z y p is z 
my n=0

U' n ( z ( t ) )  = X !  Cn 
n =0

T w ierd zen ie  1 ^
J e ż e l i  z ( t ) e R  t o  f ( z )  = U“ 1 ( z ( t j )  w X  Cn zD P rz e d s ta w ia  funk
c j ę  a n a l i ty c z n ą  w k o le  |z |«=l n=0

Dowód:

’cn zn ! = | - ^ g -  znnK|s£M _n_K z n

Cn
g d z ie  U * max ( w ) ,  i s t n i e j e  na p o d s ta w ię  warunku 1 .
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Ponieważ I  M  j e s t  z b ie ż n y  w k o le  |z|«= 1 (w ynika to  np .
n =0 qq

z k ry te r iu m  d ’Al6m b e r ta ) t a  w ięc i  s z e re g  potęgow y ^  Cq z

n=0
j e s t  z b ie ż n y  w k o le  |z |< 1 , zatem  f ( z )  j e s t  f u n k c ją  a n a l i ty c z n ą .

Uwaga 5
Tym samym p o p rzez  p r z e k s z ta łc e n ie  U ( z ( t ) )  k a ż d e j d y s tr y b u c j i  
z ( t ) e  R z o s ta ł a  p rz y p is a n a  f ( z ) e  S .

Uwaga 6

J e ś l i  z ( t )  = £  Cn®i n t  t0  
naO

U~1 ( z ( t ) )  = < f 1( £  0 ^ )  w J  Cn zn 
nsO n=0

W nioski:
Bonieważ r o z w in ię c ie  d y s t r y b u c j i  z ( t ) e R  w s z e re g  F o u r ie r a  j e s t  
jed n o zn aczn e  i  r o z w in ię c ie  f u n k c j i  f ( z ) e S  j e s t  jednoznaczne— ‘‘I
w ięc p r z y j ę te  wyżej p r z e k s z ta łc e n ia  U ( f ( z ) ) i U  ( z ( t ) ) s ą  wza
jem nie  jed n o zn aczn e  odpow iednio w z b io rz e  S i  R. S tą d  i  ze 
sposobu u s t a l e n i a  powyższych, p r z e k s z ta łc e ń  w y n ik a ją  n a s tę p u ją c e  
w n io sk i:

1 ) J e ś l i  f ^ z ) ,  f 2 ( z )  e S i  f ^ z )  * f ^Cz)  t o

U C f ^ z ) )  # U( f2 ( z ) )

2 )  J e ś l i  z ^ ( z ) ,  z2 ( t ) e R  i  z ^ ( t )  # z2 ( t )  t o

U-1 ( Z l ( t ) )  t  U"1 (z2 ( t ) )

3)  J e ś l i  f ( z ) e  S t o  U ( f ( z ) ) e  R
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4 ) J e ś l i  z ( t ) e E to  U~1 ( z ( t ) ) e S

5 ) J e ś l i  z ( t ) = U (f ( z ))  i  f  ( z ) e S

t o  U ^ C z i t ) )  = f ( z )

c z y l i

O"1 { U ( f ( z ) ) j  » f ( z )

6 ) J e ś l i  f ( z )  a  u ~ ^ ( z ( t ) )  i  z ( t )  € R

to  U ( f ( z ) )  = z ( t )

c z y l i  U j t f ^ C z C t ) ) !  = z ( t )

A w ięc p r z e k s z ta łc e n ia  U i  U s ą  w zajem nie odwrotne,

7 )  Dla każdego z ( t ) e f i  i s t n i e j e  t a k i e  f ( z ) e  S , że

U ( f ( z ) )  a  z ( t )

8 ) D la każdego f ( z ) e  S i s t n i e j e  t a k i e  z ( t ) e  R, ż e :

a“ 1 ( z ( t ) )  = f  (z)

RozdziA ł 2 

T w ierdzen ie  1
J e ż e l i  f u n k c je  f ( z ) e S ,  g ( z ) e S  i  d l a  |z |<1

f ( z )  *  X! a „ zD
¿ 3 )  n

g ( . )  = £  v n
nsO
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OO

t o  fu n k c ja  f ( z )  + g ( z )  ro z w ija  s i ę  w s z e re g  X cn zD d la
n=0

|z| c  1 , g d z ie  c n = a n + b n 1 f ( z )  + g ( z ) e S .

Dowód:
P ie rw sz a  c z ę ś ć  t e z y  w ynika z tw ie r d z e n ia ,  że s z e r e g i  potęgow e 
z b ie ż n e  w k o le  |z |< 1  można dodawać wyraz po w y ra z ie  i  z je d 
n o z n a cz n o śc i r o z w in ię c ia  f u n k c j i  a n a l i ty c z n e j  w s z e re g  potęgow y

f ( z )  + g ( z )  = £  an zn + J  bQzn » £  (ajj + bQ) zn 
nsO n=0 n=0

Ponieważ p o n ad to  i s t n i e j ą  t a k i e  Ł j i  c a łk o w ite ,  że

w ięc d la  K = max ( Ł | ,  Kg)

co w espół z tym , co z o s ta ło  ju ż  wykazane udaw adnia praw dziw ość 
c a ł e j  t e z y  tw ie r d z e n ia .
Można t e r a z  udow odnić n a s tę p u ją c e :

T w ierd zen ie  2
/

u ( f ( z )  + g ( z ) )  = u ( f ( z ) )  + u < g (z ))

Dowddi
P rz y  z a ło ż e n ia c h  j a k  w poprzednim  tw ie rd z e n iu  i  po s k o rz y s ta n iu  
z n ieg o  o ra z  z uw agi 3 . 1* otrzym ujem y

OO OO
u ( f ( z )  + g ( z ) )  = u (  X  Can+bn )zr')  = X  ( an+bn ^e ln t

n=0 n =0

c o  OO

= X  ar.ein1:: + X  b ne i n t  = u ( f ( z ) )  + u ( g ( z ) )  c . b . d . o .  
n=0 n=0
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Z w ła sn o śc i dodaw ania dwóch d . o . z . z . r .  otrzym ujem y n a ty c h m ia s t 

ffn lo sek  1

J e ś l i  z ^ ( t ) r z2 ( t ) e R  t o  z^ C t) + z2 ( t )  e R

Twierdzenie 3

U"1(z1 ( t )  + z2 ( t ) )  = U"1 (z ,(t)) + U~1 (z2 ( t ) )

Do wód i
D la dow olnych z ^ C t) ,  z2 ( t ) e  R i s t n i e j ą  na  p o d s ta w ie  w niosku
7 .1  t a k i e  f ( z )  i  g ( z ) e  S , i e

Z<j(t) a u ( f (z ) )  i  Z2 ( t )  a u (g (z ))  (1 )

więc na podstawie tw ierdzenia 2

z ^ i t )  + z2 ( t )  = U ( f ( a ) )  + U (g (z ) )  = U ( f (z )  + g ( z )) 

Skąd z w niosku 5«1»

U ^ iz ^ C t)  + z2 ( t ) )  = U” 1 { u ( f ( z )  + g ( z ) ) j  a f ( z )  + g ( z )  

a  t c  na  p o d s ta w ie  (1 ) i  w niosku 5»1 można n a p is a ć  w fo rm ie

U“ 1 ( z ^ ( t )  + z2 ( t ) )  = f ( z )  + g ( z )  = (z^ ( t ) )  + lT 1 (z2( t) )

co dowodzi tw ie r d z e n ia .

Uwaga:
W r o z d z ia l e  tym znak  + m ia ł dw o jak ie  z n a c z e n ie . W n ie k tó ry c h  
m ie jsc a c h  o z n a c z a ł on dodaw anie f u n k c j i  a n a li ty c z n y c h  ( lu b
l i c z b  z e sp o lo n y c h ), a w in n y ch  dodaw anie d y s t r y b u c j i  z . z . r .
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R o z d z ia ł 3

T w ierdzen ie  1 oo
J e ż e l i  f u n k c ja  f ( z ) e S  d la  | z | < 1  1 f ( z )  = X ! a nzD a  ^

n=0

j e s t  dow olną l i c z b ą  z e sp o lo n ą  to  fu n k c ja  X f ( z )  ro z w ija  s i ę  w 
s z e re g

OO

y  C zn d la  | z | < 1 ,  g d z ie  c n = * ( X f (z ) ) e  S
n =0

Dowód:
P ie rw sz a  c z ę ść  t e z y  w ynika z e le m en ta rn y c h  w ła s n o śc i  szeregów  
potęgow ych d la  k tó ry c h  można n a p is a ć

* £  V ” *
D nS> n

Ponieważ ponad to  i s t n i e j e  t a k i e  c a łk o w ite  k , że

n
w ięc

c K aD _ Q _ n“E  3 ---- E-----
n n

co dowodzi p raw dziw ośc i c a ł e j  t e z y  tw ie r d z e n ia .
Można t e r a z  udowodnić n a s tę p u ją c e :

T w ierd zen ie  2

U(Xf ( z ))  = XD(f ( z ) )

Dowód:
P rzy  o z n a c z e n ia c h  ja k  w poprzednim  tw ie rd z e n iu  1 po s k o rz y s ta 
n iu  z n iego  o ra z  uwagi 3.1  otrzym ujem y:

OO OO oo
U U f ( z ) )  = D ( S x c „ z n ) « E k  e iD t c e i E t »A U (f(z)) ab.d.o.

n=0 D n=0 n=*0 D
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s i e r d z e n i e  3

tT 1 U z ( t ) )  = MJ“ 1 ( z ( t ) )

Dowód*
Z wniosku 7»1 w ynika , że i s t n i e j e  t a k i e  f ( z ) ,  d la  k tó re g o

z ( t )  = U (fC z))

a więc

f ( z )  * U” 1 ( z ( t ))  

s tą d  i  z w niosku 5.1  o ra z  tw ie r d z e n ia  2.3  otrzym ujemy*

U"1 (X z ( t) )  = tf"1{AU(f(z)} = lT 1 { n (A f(z ))}  a  A f (z )  =MJ"1 ( z ( t ) )  

Wniosek* Z tw ie rd z e ń  2 .2  i  2 .3  wynika

1) U (A f(z) + / i ,g ( z ) )  a  A U (f(z ))  + ^ U ( g ( z ) )

a  więc p r z e k s z ta ł c e n i e  U j e s t  p rz e k s z ta łc e n ie m  l i 
niowym -  podobn ie  z tw ie rd z e ń  3 .2  i  3 *3 » w ynika

2 ) U ^C A z^Ct) + ^ z 2 ( t ) )  s  M T 1 ( z . j ( t ) )  + ^ U ( z 2 ( t ) )

Z tw ie rd z e ń  te g o  i  p o p rzed n ieg o  r o z d z ia łu  o ra z  ze związków

f ( z )  -  g ( z )  = f ( z )  + ( - 1 ) g ( z )

Z ^ ( t )  -  Z2 ( t ) a  Z ^ ( t )  +  ( - 1 )  Z2 ( t )



36 Bolesław Szafnicki

u n i k a j ą  n a ty c h m ia s t n a s tę p u ją c e  tw ie rd z e n ia :

T w ierdzen ie  4

J e ż e l i  f ( z ) ,  g ( z ) e S  i  d la  |z |< 1

f ( z )  -  £  v a
n=0

s ( 2 )  a Z  V n
n =0

00 nt o  fu n k c ja  f ( z )  -  g ( z )  ro z w ija  s i ę  w s z e re g  cq z g d z ie
n=0

i  ( f ( z )  -  g ( z ) ) e  S

a na p o d s ta w ie  teg o  

T w ierd zen ie  5

ü ( f ( z )  -  g ( z ) )  = U ( f ( z ) )  -  U (g (z ) )

i  w końcu 

T w ierd zen ie  6

U“ 1 (z1 ( t )  -  z2 ( t ) )  = l f 1 ( Ł , ( t ) )  -  lT 1 (z 2 ( t ) )

R o z d z ia ł 4

Przyjm iem y o b e c n ie  n a s tę p u ją c ą  d e f i n i c  j ę (  [2] s t r .  187') g rupy  
p rz e m ie n n e j.

D é fin ie  .ja 1
Z b ió r a b s tr a k c y jn y  G nazywamy g ru p ą  p rzem ienną ( lu b  ab e lo w ą), 
j e ż e l i  w z b io rz e  tym o k re ś lo n e  j e s t  d z ia ł a n i e  (zwane dodatfa-
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niem), k tó re  każdej parze a l b  elementów zb io ru  G p rzy 
porządkowuje pewien element a + b zb io ru  G (zwany sumą e le 
mentów a i  b ) w t a k i  sposób, że spe łn ione są następujące wa
runk i (aksjom aty t e o r i i  grup)«

1) (a + b ) + c = a + (b + c ) ,
2) a + b = b + a,
5) is tn ie je  dokładnie  jeden element zb io ru  G (oznaczony 

przez O ), posiada jący tę  własność, że d la  każdego a e G 
je s t

a + 0 = a,

4) d la  każdego elementu a e G is tn ie je  dokładn ie  jeden e le  
ment odwrotny (k tó ry  oznaczamy przez ( - a ) )  posiada jący 
własność:

a + ( -a )  = 0.

Z p rz y ję te j powyżej d e f in ic j i  wypływają na podstawie ła tw ych do 
zauważenia oraz udowodnionych w ro z d z ia ła c h  1 i  2 w łasności 
zbiorów S i  R następujące 
Wnioski:

1. Z b ió r S je s t  ze względu na dodawanie grupą przemienną.
2. Z b ió r R je s t  ze względu na dodawanie grupą przemienną.

D e fin ic ja  2 ( [2 ]  s t r .  168)

Niech G i  H będą dwiema grupami przemiennymi, fu n k c ja  f  prze
kszta łca jąca  grupę G na podzb iór grupy H nazywa s ię  izomor
fizmem je ż e l i :

1) f ( a  + b ) = f ( a )  + f ( b ) ,
2) f(G ) = H,
3) fu n kc ja  f  je s t  fu n k c ją  różnowartościową.

Grupy G i  H nazywa s ię  wówczas izom o rficzn ym i.
Z wniosku 7.1 wynika natychm iast następujący potrzebny nam 
obecnie

Wniosek 3
U ( S ) = R
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Wziąwszy pod uwagę tw ie rd ze n ie  2 .3 , wniosek 3.4- oraz wniosek
1.1 otrzymujemy d la  f ( z ) ,  g (z )e S

1) U ( f(z )  + g (z ) )  = U ( f ( z ) ) + U (g (z )) ,
2) U (S) = E,
3) fu n k c ja  U je s t  różnowartościowa, 

a s tąd  i  z d e f i n ic j i  2 wynika.

Wniosek 4
P rzekszta łcen ie  U je s t  izomorfizmem, a grupy S i  H iz o 
m orficzne .

R ozdzia ł 5
Wprost z t e o r i i  fu n k c j i  a n a lityczn ych  i  szeregów potęgowych 
( [5 ] s t r .  19 i  47) wynika następujące

Twierdzenie 1
oo oo

J e ż e li f ( z ) ,  g (z )e S  i  f ( z )  = Z ® z11, g (z ) = Z
n=0 nsO n

to :
1) f ( z ) .g ( z )  je s t  fu n k c ją  a n a lity c z n ą  w ko le  |z|-=l
2) f  ( z ) .g (z )  = £  c z° d la  |z| <  1

n=0

gdzie cn = ^  akbn -k  = ......... i
k=0

Przy pomocy tw ie rd ze n ia  1 można udowodnić następujące 

Tw ierdzenie 2
J e ż e li f ( z ) ,  g ( z ) e ¡3 to  f ( z ) .g ( z )  € S

Dowód:
Na mocy za łożen ia i  uwagi 1.1 is tn ie ją  ta k ie  na tu ra lne  K ^ iK g ,  
że
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A wobec te g o  i s t n i e j e  HLj i  Mg t a k i e ,  że 

d la  w sz y s tk ic h  n zatem

a. bn n

k1n n ć
M.

sze reg i. a o
OO i a

n
* l * ż

+ Z_i
n =1 l Ky.+2 

i n 1

b0
co

+ y
b n

* 2 *
+ Z_i

n=1

są  z b ie ż n e , a  w ięc d la :

a  a °
* n  3  1 K1  + 2

bn i 1 *1
n¥ 2

n - 1  
T -+ Z(a -1 ) "2'

a2 bn-2 i i I *“ "3 Tl b1 i . an bo
2^,+2 (n - 2 )K2+2 • "  | ( n - 1 ) V k l V 2 | n V 2 1K̂ 2

s z e re g  2  J e s t  z b ie ż n y
n=0 E

więc dn  — 0 .

Ti
Ja k  ła tw o  zauważyć d la  cn = ak V k

knO



40 Bolesław Szafnicki

co w espół z p ie rw s z ą  c z ę ś c ią  t e z y  tw ie rd z e n ia  1 .5  dow odzi, że

f ( z ) . g ( z ) e  S c . b . d . o .

Z te g o  co z o s ta ło  d o ty ch c z a s  udowodnione w ynika , że można p rz y 
ją ć  n a s tę p u ją c e

O k re ś le n ie  1
Gdy z - j ( t ) ,  Z g i t J e R  to  d e f in iu je m y  ic h  i lo c z y n

z1( t ) . z 2( t )  = u { i r 1(z1( t ) ) . i r 1(z2( t ) )  j .

Na p o d s ta w ie  p o p rzed n ieg o  tw ie rd z e n ia  o ra z  wniosków 3 .1  i  4-.1
uzyskujem y
W niosek 1

J e ś l i  z ^ i t ) ,  z2 ( t )  e R

to  z1 ( t ) .  z2 ( t )  e 2

T w ie rd zen ie  3

J e ż e l i  f ( z ) ,  g ( z ) e S  to

U ( f (z ) .g C z ) )  = U ( f ( z ) ) .U ( g (z ))

U ( f ( z ) )  = z ^ t )

U (g(z) ) = z2 ( t )

U (f ( z ) . g ( z ) ) = u{u"1 (z 1 ( t ) <'.U ~1 (z2 ( t ) ) j  a

= z1 ( t ) . z 2 ( t )  = U ( f ( z ) ) ,U ( g ( z ))

Uwaga 1
N ależy  zauw ażyć, że z n ak i m nożenia po lew ej 1 p raw ej s t r o n i e  
o k r e ś le n ia  1 .5  o z n a c z a ją  co in n eg o . M nożenie w y s tę p u ją c e  po l e 
wej s t r o n i e  teg o  o k r e ś le n ia  j e s t  mnożeniem dwóch d y s tr y b u c j i

Dowód:
J e ż e l i

to
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o . z . z . r .  (d efin io w an y m ), a m nożenie po p raw ej j e s t  mnożeniem 
dwóch f u n k c j i  a n a l i ty c z n y c h .
Z d e f i n i c j i  m nożenia dwóch d y s t r y b u c j i  z ^ C t) , z2 ( t ) e  R wynika 
na p o d s ta w ie  tw ie rd z e n ia  1 .5  i  uwag 3 .1  i  6 .1 .

W niosek 2

J e ś l i  z1 ( t ) ,  z2 ( t )  e R i

f . s  i n tz ^ t )  = a Qe
n=0

z2 3 Z  V
n=0

GO Ą n + -
t o  z ^ ( t ) . z 2 ( t )  = ^  cQe

n=0

Sd z ie  c n = £  £k V k
k=0

S tąd  w o p a rc iu  o znane z a n a l i z y  tw ie rd z e n ie  [3]  » że s z e re g  
F o u r ie r a  f u n k c j i  c i ą g ł e j  j e s t  do n i e j  z b ie ż n y , p rz y  czym j e s t  
z b ie ż n y  b e z w g lfd n ie  otrzym ujem y:

W niosek 3
J e ś l i  z1 ( t ) ,  z2 ( t )  e R s ą  dwiema fu n k c jam i c ią g ły m i i

I  V i o t  - » ■ , < * >
n=0

“  b c i n t  = z0 ( t )Z v .  iUl-
n = ?2

n=0
co

z1 ( t ) . z 2 ( t )  = X  c neto
n=0

n

g d z ie  cn = Z  akbn -k
k=0
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(Znak ró w n o śc i w y s tę p u je  t u  w c h a ra k te rz e  znaku rów nośc i m iędzy 
fu n k c ja m i, a znak m nożenia j e s t  znakiem  m nożenia dwóch fu n k c ji) . 
Używając za M ikusińsk im  [1] symbolu ( f ( t ) )  na o k r e ś le n ie  dy
s t r y b u c j i  o d p o w ia d a ją c e j f u n k c j i  c i ą g ł e j  f ( t )  otrzymamy

T w ierd zen ie  4
J e ś l i  z * |( t ) ,  z2 ( t ) e R  s ą  dwiema fu n k c ja m i c ią g ły m i

to  ( z ^ C t^ .C z g C t) )  = (z1 ( t ) . z 2 ( t ) )

Dowód
Na p o d s ta w ie  w niosku 2 .5»  w niosku 3.5>»i o k r e ś le n ia  1 .5  

(z 1 ( t ) ) . ( z 2 ( t ) )  = U | u “1 [z>j(t)J .  U” 1 Jz2 ( t ) ] | )  =

= W  { ( £  a  z11) ( £  V ° > )  > > W { £  V "1 > -  
l n=0 °  n=0 1 n=0 n >

oo oo oo
= ( Z c e i n t ) = ( (  Z a  e i n t ) (  Z b e i n t ) )  = ( z ? ( t ) . z? ( t ))

n=0 n=0 n=0 Ł d
n

g d z ie  cn = Z a kbQ_k

Z o k r e ś le n ia  1 .5  o ra z  w niosku 7«1 wynika n a ty c h m ia s t 

W niosek 4

U"1 ( z 1 ( t ) . z 2 ( t ) )  = U"1 (z 1 ( t ) ) .U “ 1 (z 2 ( t ) )  

bo U"1 ( z i ( t ) . z 2 ( t ) )  = U' 1 | u [ u " 1 (z 1 ( n ) )  . lT 1 (z 2 ( t ) ] j  a

= U ( z ^ ( t ) ) .  U ( z 2 ( t ) )  c . b . c . o .

J e ż e l i  z ^ i t ) ,  s 2 ( t ) e R  i  z2 ( t )  = X, g d z ie  X j e s t  s t a ł ą , t o  po
niew aż U 1 (X) = l i  p rz y  p r z y ję c iu  znaku ( . )  na m nożenie
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d . o . z . z . r .  p rz e z  s t a ł ą , a  znaku « na m nożenie d . o . z . z . r .  p rz e z  
d . o . z . z . r .  otrzymamy

T w ierd zen ie  5

X ( . ) z - .( t )  = ?v.z1 ( t )  

gdyż na mocy tw ie r d z e n ia  3*5

X(.  )z1 ( t ) = U { u -1( X ( . ) z j r t ) ) J  *  u | x u "1(z1( t ) ) J  = X,z1( t ) c . b . d . o

P rz y  p r z y j ę t e j  pow yżej ( o k r e ś le n ie  1 . 5 ) d e f i n i c j i  m nożenia 
z1 ( t ) . z 2 ( t ) ,  g d z ie  z1 ( t ) ,  z2 ( t ) e H  i  po u w zg lę d n ie n iu  oczy
w is ty c h  w ła s n o śc i  d z ia ła ń  na f ( z ) e S  da s i ę  uzyskać n a s tę p u ją 
ce  w n io sk i

W niosek 5

z1 ( t ) . z 2 ( t )  = z 2( t ) . z 1 ( t j

t o  z/j ( t ) . z 2 ( t )  = U | u ^ 1 ( z 1 ( t ) ) .U ” /,( z 2 ( t ) ) |  =

= U |[ j“1 (z2 ( t ) ) . l j “1 (z 1 ( t ) ) |  = z 2 ( t ) . z i ( t )  c .b .d .o .

Wniosek 6

( z 1 ( t  ) . z 2 ( t )  ) . z ^ ( t )  = z1 ( t ) . ( z 2 ( t ) . z ^ ( t ) )  

bo ( z 1 ( j ) . z 2 ( t ) ) . z 3( t )  = U | u " 1 (z 1 ( t ) . z 2 ( t ) )  . U“ 1 (z 3 ( t ) ) |

= U {u"1 (z1 ( t ) ) .U “1 (z2 ( t ) ) .U “1 (z 3 ( t ) ) J  =

= U {u"1 ( z . ( t ) ) . [ u ~ 1 (z2 ( t ) ) .U _ 1 (z3 ( t ) ]J  =

~ ir|u“1 (z1 ( t ) ) .U “1 (z2 ( t ) . z ^ ( t ) ) |=  z1 ( t ) . ( z 2 ( t ) . z 3( t ) )  c .b .d .o .
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Powyżej posłużono s i ę  w dowodzie dwukrotnie wnioskiem 4 .5 .  Po
sługując s ię  dodatkowo twierdzeniem 2 .2  i  twierdzeniem 3 .2  o_ 
trzymujemy:

W niosek 7

(t ). (z^Ct ) + Zj(t ) ) — Ẑ  (tJ.Zgit) ł  ẑ  (t ).z^(t) 

b0 u {u~1(z1(t)).u"1(z2(t)  + z^ ( t ) ) |  =

= U |u " 1 (z1 ( t ) )  . (U"1 Cz2 ( t ) )  + lT1 (z3 ( t ) ) ) J  =

= U | i r 1 ( z 1 ( t ) ) .U " 1 (z2 ( t ) ) +  U"1 (z 1 ( t ) ) . i r 1 (z ? ( t ) ) |  =

= u | u _1(z1( t ) ) . i r1(z2( t ) ) j  + u {n_1(z1( t ) ) . i r1(z3(t))J >

a z1 ( t ) . z 2 ( t )  + z1 C t) .z 3 C t) c .b .d .o .

R o z d z ia ł 6

Przyjmując obecnie następującą d e f in ic ję  ([4 ] s t r .  6 7 ).

D efin ic  ,1a 1
Niech P b ęd zie zbiorem dowolnych elanentów. Załóżmy, że dane 
są dwie funkcje o dwu argumentach, ta k ie , że j e ś l i  x  i  y są  
elementami P, to w artości tych fu n k cji te ż  należą  do P. Funk
c je  t e  oznaczamy przez x + y i  xy i  nazywamy sumą i  ilo c z y 
nem elementów x i  y . Wówczas zb iór P nazywamy p ierścien iem  
(dokładniej p ierścien iem  przemiennym) względem d zia łań  x  + y 
i  xy j e ż e l i  d la  dowolnych elementów x ,y  i  z zbioru P sp eł
nione są  następujące warunki:

1 ) x  + y =  y + x ,
2 ) (x  + y )  + z = x +  (y + z ) ,
3 )  j e ś l i  x e P  i  y e P  to  i s t n i e j e  t a k i  e lem en t t  e F , że 

x  + t  = y,
4 ) xy = yx,
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5 )  (x y )z  * x ( y z ) ,
6 ) x (y  + z )  » 3 7  + x z .

J e ś l i  za  z b ió r  P wym ieniony w pow yższej d e f i n i c j i  p rzy jm ie 
my z b ió r  S , za dodaw anie -  dodaw anie f u n k c j i  a n a l i ty c z n y c h ,  a  
za m nożenie -  i c h  m nożen ie , t o  u w z g lę d n ia ją o  j e s z c z e  tw ie rd z e 
n ia  1*2 i  2 .5 ,  o ra z  w ła s n o śc i  dodaw ania i  m nożenia f u n k c j i  
a n a li ty c z n y c h  otrzymamy n a ty c h m ia s t  n a s tę p u ją c y

W niosek 1
Z b ió r  S j e s t  p ie r ś c ie n ie m  względem d z ia ła ń  dodaw ania 1 mnoże
n i a .

J e ś l i  t e r a z  za z b ió r  P  wym ieniony w d e f i n i c j i  1 .6  p r z y j 
miemy z b ió r  R, za  dodaw anie -  dodaw anie dwóch d . o . z . z . r . , a  za 
m nożenie -  i c h  m nożenie zd e fin io w an e  w r o z d z i a l e  5» to  uw zględ
n ia ją c  w niosek  1 .2  i  w niosek  1 .5  o ra z  w ła s n o śc i  dodaw ania d .o .  
z . z . r .  i  w ła s n o śc i  m nożenia wykazane we w nioskach  5 -7»5  o t r z y 
mujemy n a s tę p u ją c y  

W niosek 2
Z b ió r R j e s t  p ie r ś c ie n ie m  ze w zględu na dodaw anie i  z d e f in io 
wane w r o z d z i a l e  5 m nożenie.

N iech  P-j i  P2 będ ą  dwoma p ie r ś c ie n ia m i .  Będziemy o z n a c z a l i  
tym i samymi symbolami d z ia ł a n i a  dodaw ania i  m nożenia w p ie r ś c ie 
n ia c h  P^ i  P2 , aby z aś  n ie  p ro w a d z iło  to  do n iep o ro z u m ie ń , o -  
znaczać będziem y e lem en ty  p i e r ś c i e n i a  P^ l i t e r a m i  ze wskaź
n ik iem  1 , a  elem enty p i e r ś c i e n i a  P2 -  l i t e r a m i  ze wskaźnikiem 2. 
Wówczas przy jm iem y n a s tę p u ją c ą  d e f i n i c j ę  ( [4] -  s t r .  7 4 ) .  

D e f in ic ja  2
J e ś l i  r  j e s t  f u n k c ją  odw zorow ującą p i e r ś c i e ń  P^ na  Pp, od
wzorowanie j e s t  w zajem nie jed n o zn aczn e  i  s p e łn i a  n a s tę p u ją c e  wa
ru n k i

1 ) V~ (h^ + y 1 ) = i”  (3C, ) + R y 1 ) ,

2  ) | - ( X ,  y i ) = I”  ) T ( y 1  ) ,

to  mówimy, że  f ” j e s t  izom orfizm em , a  P^ j e s t  iz o m o rfic z n y  z Pp.
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Po p r z y ję c iu  t e j  d e f i n i c j i  z wykazanych p o p rzed n io  w ła sn o śc i 
p r z e k s z ta łc e n ia  U, p r z e k s z ta łc a ją c e g o  z b ió r  S na R (wnio
se k  3 .4 )  a  w s z c z e g ó ln o ś c i  z tw ie rd z e ń  2 .2  i  tw ie rd z e ń  3 .5  wy
n ik a j ą  n a s tę p u ją c e  ważne w n io sk i:

W niosek 3
U j e s t  izom orfizm em  p rz e k s z ta łc a ją c y m  p i e r ś c i e ń  S na p i e r 
ś c ie ń  R.

W niosek 4
P i e r ś c i e n i e  S i  R s ą  iz o m o rf ic z n e .

R o z d z ia ł 7

Weźmy t e r a z  pod uwagę z b ió r  A w sz y s tk ic h  f u n k c j i  a n a l i ty c z 
nych w k o le  |z|«= 1 , a  więc p rzy jm ijm y  n a s tę p u ją c e :

O k re ś le n ie  1
Mówimy, że  fu n k c ja  ze sp o lo n a  zm iennej z e sp o lo n e j n a le ż y  do zb io 
ru  A j e ś l i  j e s t  a n a l i ty c z n a  w k o le  | z | < 1 .

Z t r e ś c i  p o p rz e d n ic h  ro z d z ia łó w  i  z o k r e ś le n ia  1 .7  wynika wprost

W niosek 1

Ą c S .
Praw dziw ość d r u g ie j  c z ę ś c i  te z y  w niosku -1.7 można o p rzeć  na tym. 
że gdy przyjm iem y:

1° S o A
2°  n iep raw dą  j e s t ,  że

t o

n=0 

f ( z ) e A,

a  ja k  łatw o  zauważyć f ( z )  £ S .
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P r z e k s z ta łc e n ie  1
J e ż e l i  t e r a z  fu n k c ję  f ( z ) e A  poddać p r z e k s z ta łc e n iu  U o t r z y 
mamy w t e n  sp o só b  z b ió r  elem entów  U ( f ( z ) ) ,  k tó r e  oznaczymy p rz e z  
z ( t )  c z y l i

z ( t ) » U ( f ( z ) )  d la  f ( z )  e  A.

O kreślm y w n a s tę p u ją c y  sposób  z b ió r  Z*

O k re ś le n ie  2

Z = U (A ).

Uwaga 1 oo

Z id e n ty fik u jm y  d . o . z . z . r .  z ( t )  a  X  c ne ^Dt z  elem entem  z b io -
„ n=0r u  Z

,< » >  .  S  v i n t
n= 0  “

Wówczas na mocy w niosku 1 .7  otrzymamy* 

W niosek 2
BC Z

i  Z 0 H .

Uwaga 2
Każdy e lem en t z ( t )  z b io ru  Z ma p o s ta ć

* < » ) - £ .  V 1“ *
n=0

O k re ś le n ie  3
Dwa e lem en ty  z b io ru  Z

OOzAt) a X  aneiDt, z2 (t) -  X
1 n =0 n n «0 a

nazywamy równym i, gdy d l a  w s z y s tk ic h  n

aj, = bQ (n a  0 , 1 , 2 , .............) .
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O k re ś le n ie  4
Dwa e le m e n ty , k tó r a  n ie  s ą  równe nazywamy ró żn y m i. 

P r z e k s z ta łc e n ie  2
OO

Każdy e lem en t z ( t )  = c ne ^Dt z można poddać p r z e -
y, n«*0

k s z ta łc e n iu  U** ( p a t r z  P r z e k s z ta łc e n ie  2 a .1 )  o trzy m u jąc

f ( z )  « U"1 ( z ( t ) ) .

Z teg o  co z o s ta ło  wyżej p o w ied z ian e  w ypływ ają n a s tę p u ją c e  wnio
sk i«

W niosek 1
Dla każdego s ( t ) e Z  i s t n i e j e  t a k i e  f ( z ) t A ,  że

z ( t ) » U ( f ( z )  )•

W niosek 2
J e ż e l i  f ( z ) ,  g ( z )  £ A i  f ( z )  * g ( z )  to

U ( f ( z ) )  # U ( g ( z ) ) .

W niosek 3
J e ż e l i  z ( t ) ■ D ( f ( z ) ) t o  D~ ( z ( t ) )  * f ( z )

c z y l i  u"1 { U ( f (& ))}  = f ( z ) .

W niosek 4

J e ż e l i  f ( z )  a  U"1 ( z ( t ) )  t o  U ( f ( z ) ) = z ( t )

c z y l i  0 ( * ( t ) ) |  a  z ( t ) .

A
P r z e k s z ta łc e n ia  U i  tf” s ą  w ięc wzajem nie o d w ro tn e .

W niosek 5

J e ż e l i  z ( t ) e Z  to  U ( z ( t ) ) e A „
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W niosek 6
J e ż e l i  z , j ( t ) ,  z2 ( t ) e Z  i  z1 ( t )  * z2 ( t )

t o  U"1 (z 1 ( t ) )  # lT 1 (z2 ( t ) ) .

Z d e f i n i c j i  ró w n o śc i m iędzy dwoma elem entam i z b io ru  Z i  wnio
sku 2 w ynika:

W niosek 7
P r z e k s z ta łc e n ie  U j e s t  w zajem nie jed n o z n a c zn e  w z b io rz e  A. 
Podobnie  s k o rz y s ta w sz y  z w niosku 6 .7  otrzym am y:

W niosek 8 
  -1P r z e k s z ta łc e n ie  U j e s t  w zajem nie jed n o z n a c zn e  w z b io rz e  Z. 

W niosek 9
P rz y  p r z y ję ty c h  wyżej p r z e k s z ta łc e n ia c h  s t a ł e j  % odpow iada s t a 
ł a  a. c z y l i :

U U )  = A

R o z d z ia ł 8
O kreślm y t e r a z  d z ia ł a n i a  na e le m en tach  z b io ru  Z.

O k re ś le n ie  1

J e ż e l i  z ^ C t) ,  z2 ( t ) 6 Z to  sumę ty c h  elem entów , k tó r ą  o -  
znaczymy p rz e z

Z / |( t )  + z2 ( t )  d e f in iu je m y  w sposób  n a s tę p u ją c y :

Z l ( t )  + z2 ( t )  = U { u " 1 (z 1 ( t ) )  + U"1 ( z 2 ( t ) ) }

O k re ś le n ie  2
J e ż e l i  z ^ ( t ) ,  z2 ( t )  e Z to  i lo c z y n  ty c h  e le m en tó w ,k tó ry  o -

znaczymy Z /j( t)  .  z2 ( t )  d e f in iu je m y  ja k o :

z1 ( t ) . z 2 (t)  = n { ir 1 (z1 ( t ) . r 1 (z2 (t))J .
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Z okreś leń  tych  oraz z w łasności fu n k c j i  a n a lityczn ych  można 
łatwo wysnućs

Wniosek 1
*j e ż e l i  Z--J ( t ) i  z2 C t) € Z to

z^C t) + zP( t )  e Z.

W niosek 2

J e ż e l i  z . . ( t ) ,  z2 ( t ) e Z  to

z^ ( t ) . z2 ( t )6  Z

Po p r z y ję c iu  o k r e ś le ń  1 .8  i  2 .8  wprost z wniosku 3.7 w ynikają* 

Uwaga 1

U ( f ( z ) + g ( z ) )  = U ( f ( z ) ) + U ( g ( z ) )

Uwaga 2

U (f(z  ) . g ( z )) = U ( f ( z ) ) . U (g (z ))

Uwaga 3
Ponieważ fu n k c ja  s t a ł a  a n a le ż y  do Z więc w o k re ś le n iu  2 .8  zo
s t a ł o  rów nież  zd e fin io w an e  m nożenie p rz e z  s t a ł ą .
Z p rz y ję ty c h  w yżej d e f i n i c j i  można łatw o  otrzym ać d a ls z e  wnio
s k i .
B ezp o śred n io  z w niosku 3.7 w ynikają*

W niosek 3

U"1 ( z 1 ( t )  + z2 ( t ) )  = U~1 (z 1 C t))  + U~1 (z 2 ( t ) ) .

W niosek 4

U"1 ( Z l ( t )  . z2 ( t ) )  = U_1 (z 1 ( t ) ) .U " 1 ( z 2 ( t ) ) .

W niosek 5

i C t) + z0 ( t )  = ZpCt) + z .-C t),
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rz e c z y w iś c ie

Z l ( t )  + z2 ( t )  = U { tT 1 ( Z l ( t )  ) + U"1 (z 2 ( t ) ) }  =

= U |  U“ "1 ( Z 2 ( t  i , + [J“ 1 (.Z^ ( t  ) ) =  Z ^ C t )  +  Z ^ ( t ) .

Wniosek 6

( z ^ ( t )  + z2 ( t ; )  + z ^ ( t )  = z1 (t:) + (z2 ( t )  > z ^ ( . t ) ) ,  

bowiem k o r z y s ta ją c  d w u k ro tn ie  z wniosku 3 .6  otrzym ujem y:

u | u " 1 ( Z l ( t )  + z2 ( t ) )  4 U"1 (z 5 k t ) ; J  = u |u _ 1 ( Z l ( t ) \  + 

+ i T ^ C z ^ t ) )  + lT 1 ( z j ( t ) ) |  = U | u “ ' ( z ^ ( t ) )  + U“ 1 (z 2 CtJ +

+ z^ ( t ) ) |  = z1 ( t )  + (z 2 ( t )  + z ^ ( t ) )  c . b . d . o .

O k reś len ie  3
Z defin iu jm y ró ż n ic ę  dwóch elem entów z2 ( t ) ,  z ^ ( t ) e Z ,  k tó r ą  bę
dziemy oznaczać z2 ( t )  -  z ^ ( t )  w sposób  n a s tę p u ją c y :

z2 ( t )  -  z^C t) = z2 ( t )  + ( - 1 ) z1 C t),

Wniosek 7
J e ż e l i  z*| C t) f z2 ( t )  e Z, t o  i s t n i e j e  t a k i  e lem en t x ( t ) ,  że

z^C t) + x ( t )  = z2 ( t ) .

Prawdziwość teg o  w niosku można udowodnić p rzy jm u jąc
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i  sp raw d zając, otrzymamy wówczas:

Z l ( t )  + ( z 2 ( t ) - z 1 ( t ) )  = u { u ‘ 1 Cz1 ( t ) )  + 0“ 1 ( z 2 ( t ) + ( - 1 ) z 1 ( t ) ) j  = 

= u ju ” 1 ( z 1 ( t ) ) +  l T 1 ( z 2 ( t ) )  + ( - 1 )  l T 1 ( z 1 ( t ) ) J =  u { l T 1 ( z 2 C t ) ) }  =

a Z2 ( t )  C«l)*dtO«

Bardzo podobnie można uzyskać n a stęp u jące  t r z y  w n io s k i:

Wniosek 8

z1 ( t )  . z2 ( t )  * z2 ( t )  .  z ^ ( t )

gdyż

Z ^ ( t ) . Z 2 ( t )  a U |  O ^ C z ^ t ^ . t f ^ i Z g i t  ) ) |  B

a U | u “ 1 ( z 2 ( t ) ) . l T 1 ( z 1 ( t ) ) | a  Z g i t J . Z ^ C t )  C .b .d .O .

Wniosek 9

( z 1 ( t ) . z 2 ( t ) ) .  Z3.it) a Z . j i t i . i Z g i t i . Z j C t ) )

bo

( z 1 ( t ) . z 2 ( t ) ) . z 3 ( t )  = U { t r 1 ( z 1 C t ). Z 2 ( t ) ) . U - 1 ( z 3 ( t ) ) } a

a D |  U"1 ( z 1 ( t ) ) . l T 1 ( z 2 ( t ) ) . U " 1 (z 3 ( t ) ) |  a 

a u {  0“ 1 ( z 1 ( t ) )  . U"1 ( z 2 ( t ) . Z 3 ( t ) ) |  a 

a Z ^ ( t ) • (z 2 ( t ) . z 3 ( t ) )  C .b .d .O .

Z1 C t ) . ( z 2 ( t )  + Z? ( t ) )  = Z1 ( t ) . Z 2 ( t )  + Z1 ( t ) . Z 3 ( t )

Wniosek 10
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gdy ż

z1 ( t)< z 2 ( t )  + z ^ ( t ) )  = u {u "1 ( Z l ( t ; ) . i r 1 (z2 ( t )+  z7( t ) , j  =. 

= U {u ~ 1 Cz1 ( t ) ) .  i r 1 (z2 C t)) + U“ '1vz1 ( t ) ) . U " 1 (z3 ( t ) ) }

= u { i f 1 ( Z lC t) ,z 2 ( t ) )  + u_1(z1 ( t )  . n3 ( t ) ) l  =

=  t ) . z 2 C t )  +  Z l ( t )  .  Z j ( t ) c • b . d. o •

Z wniosków 1-10.8  wynika:

Wniosek 11
Zbiór Z je s t  piex-ścieniem ze względu na określone wyżej d z ia 
ła n ia  dodawania i  mnożenia.
A z uwag 1 .8  i  2 .8  wynikń:

Wniosek 12
Frzekszta łcen ie  U je s t  izomorfizmem przekszta łca jącym  p ie r 
ścień A na Z, a więc p ie rś c ie n ie  A i  Z są iz  m orficzne .

J e ż e li na p rzec iąg  wypowiedzi następujących dwóch tw ierdzeń 
przez (+) i  ( . )  oznaczymy odpowiednio dodawania i  mnożenie dwóch 
d y s try b u c ji ze zb io ru  R, a przez + i  . dodawanie i  mnożenie 
dwóch elementów zb io ru  Z, to  na mocy id e n ty f ik a c j i  p rz y ję te j 
w uwadze 1 .7  ła tw o otrzymamy:

Twierdzenie 1

J e ż e li z1 ( t ) ,  z2 ( t ) £ R  to

Z tego co zo s ta ło  dotychczas wykazane, w ynika, że z b ió r Z z 
określonymi w nim d z ia ła n ia m i stanowi uog ó ln ie n ie  p ie rś c ie n ia  
d .o .z .z . r .  R, z d ru g ie j zaś częśc i wniosku 2 .7  otrzymujemy, że 
uogólnienie to  je s t  is to tn e .

z ^ ( t )  (+) z2( t )  = z^C t) + z2 ( t )

Twierdzenie 2

J e ż e l i z^C t), z2 (t)£ R  to

z1 ( t )  ( . )  z2 ( t )  = z^C t) . z2 ( t )
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O k re ś le n ie
Każdy e lem en t p i e r ś c i e n i a  Z nazwiemy u l t r a - d y s t r y b u c ją .  
Wówczas w n iosek  12 p rz y jm ie  o s ta te c z n ą  p o s ta ć j

T w ierdzen ie  3
P ie r ś c ie ń  u l t r a - d y s t r y b u c j i  j e s t  izo m o rfic z n y  z p ie r ś c ie n ie m  
w sz y s tk ic h  f u n k c j i  a n a li ty c z n y c h  w k o le  ¡ z |< 1 .

W płynęło do R e d a k c ji  w m aju 19G4 r .
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K p y re .

ULTRA-DISTRIBUTIONS AND ANALYTIC FUNCTIONS 

S u m m a r y

In  th is  paper th e  n o tio n  o f  an u l t r a - d is t r ib u t io n  has been d i
sc rib e d  and has been proved an isomorphism e x is t in g  between the 
c la ss  o f  u l t r a - d is t r ib u t io n s  and th e  r in g  o f  a n a ly t ic  fu n c tio n s  
in s id e  the u n it  c i r c le .


