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JOZEF SZPILECKI

OBCCWZBUDIIE REZONANSE PARAMETRYCZNE
W UKEADACH O N STOPNIACH SWOBODY

Streszczenie. Wpracy rozwigzano zagadnienia ob-
cowzbudnych rezonanséw w uktadach opisanych przy
pomocy macierzowych réwnan rézniczkowych o zmien-
nych wspotczynnikach trzech typow o ogolnej posta-

(1), rozpatrzonych w [A], przy czym posta¢ ma-
cierzy obrano niediagonalng oraz uwzgledniono stan
nieustalony. .

Zastosowana metoda pozwala na otrzymanie roz-
wigzania problemu przy pomocy rownania  catkowego
typu Wolterry drugiego rodzaju metodg kolejnych
przyblizen.

Wyniki, jezeli chodzi o rozpatrywane w pracy [A]
rezonanse: liniowy i sumowy i réznicowy rezonans
parametryczny, porownano z wynikami pracy % w
tym rozwigzaniu jest widoczna rowniez modyfikacja
krzywej rezonansu liniowego, spowodowana  faktem,
ze uktad jest parametryczny.

Przedstawienie uktadu przy pomocy pierwiastkow

rownania charakterystycznego jego czes$ci liniowej
pozwala na bardziej szczegotowa analize zagadnie-
nia.

1. Wstep

Wpracy [5] autor rozpatrzyt samowzbudne rezonanse parametrycz-
ne w uktadach o n stopniach swobody, dla czterech typow row-
nan, bedacych macierzowym uogOlnieniem réwnan znanych z mecha-
niki i innych dziedzin i podpadajgcych pod ogé6lny typ

[A(t)d2/dt2 + B(t) d/dt + C(t)] y = O (1)

gdzie A(t), B(t), C(t) macierz kwadratowa n rzedu o elemen-
tach bedacych funkcjami czasu t, y wektor - kolumna niewia-
domych, mianowicie:

1) dla uogolnionego rownania Mathieu z ttumieniem

[d2/dt2 +(b;d/dt + (a - 2 qcos 2t)]y =0 (2)
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2) dla réwnania Weiganda | z ttumieniem
{[(1/X) + CafA) cos 2 t] d2/dt2 + (b)d/dt + e}y =0 (3)
3) dla réwnania Weiganda 11
[(1A) + (2h2/A2)cos wi>0 t] d2/dt2 - 8(h2/\2)sin wlf()t.
d/dt + e| y 0 (4)

n) uogodlnionego réwnania Meissnera z uwzglednieniem ttumie -
nia

[d2/dt2 + (b)d/dt + (a - 2 q)] y =0 (5)

przy czym gorny znak odnosi sie do przedziatu 0<t <kJT/w,dol-
ny za$§ do k X/co < t <2 JT/u.
E oznacza macierz jednostkowg n rzedu,

(b), (a), (q), (1/Pi), (tfA), (2h2/\2) macierze kwadratowe n rze

du.

Trzy pierwsze réwnania w postaci niejednorodnej rozwigzano w

przypadku stanu ustalonego réwniez w [A] przy zalozeniu macie-
rzy diagonalnych oraz z prawej strony rownan wektora kolumny
f(t) o elementach przedstawialnych w funkcji czasu za posred-
nictwem szeregdéw Fouriera,
Pozostawiajac podobnie jak w [4] oméwienie ostatniego rdwnania
do osobnego artykutu, uogdélniono rozwazania dotyczace trzech
pierwszych réwnan w porownaniu z [§], przyjmujac macierze nie-
diagonalizowane oraz uwzgledniajagc stan nieustalony.

2. Sprowadzenie réwnan (2). (3). (4) do réwnan pierwszego rzedu

Przy pomocy podstawienia

dy/dt =u (6)
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dopuszczalnego w tym wypadku réwniez i dla rownan niejednorod-
nych [2] i wprowadzajagc wektor-kolumne x, o elementach naj-
pierw wektora kolumny vy, nastepnie wektora-kolumny u, mozna
powyzsze rownania sprowadzi¢ do nastepujacej postaci:

rownania (1) i (4-)

[d/dt + P(t)] x = f(t) (?)
rownanie (2)

[P(t) d/dt + Q] x = f(t) (8)
oraz rownanie (5)

[P(t) d/dt + Q ()] x = f(t) (9)

Wystepujace w rownaniach (7) - (9) macierze sg kwadratowe rze-
du 2n o postaci podanej nizej, wektor - kolumna f(t) zbudowana
jest z elementow wektora-kolumny niejednorodnego réwnahia (4)
oraz z n zer.

Postacie macierzy sg nastepujace:

rownanie (7)

PCt) -((S)t 3>} )- 2 cos 2t . ((g}; (10)
rownanie (8)
[(1A), (b)\ lix/k), 0\
P(t) - [( ) (b) + cos 2t .IX ) (11)
V0 E / \ 0, 0/

macierz Q jest diagonalna o n elementach réwnych 1 i n e-
lementach réwnych -1

rownanie (9)
21,2

:(r'
/0, 0\ /0 0

[e]

r m °y )
1)4\0 ,'E/ 8 n « . (o . m >
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Wprzypadku 1), 2) 15) mozna napisa¢ macierz P(t) w na-
stepujgcej postaci

P (1)

A+ B . <p(t) (14)

macierz za$ Q(t)

g(t) C+ D . Tp(t) (15y

gdzie A, B, C D macierze kwadratowe 2n rzedu o elementach sta-
tych oraz f(t), ip(t) funkcje trygonometryczne.

3. Metodh rozwigzania réwnan (7) - (9) przy pomocy rownan cat-
kowych

Rozpatrzymy najogdlniejszy typ rownania (9). Oznaczamy

P(t) = PQ+ p(t)
(16)
Q(t) =Qa + q(t)
gdzie
PQ, macierze kwadratowe rzedu 2n o elementach statych,

p(t), q(t) macierze kwadratowe rzedu 2n o elementach bedacych

funkcjami czasu.
Réwnanie (9) mozna napisa¢ wpostaci nastepujacej

[pg d/dt + Q] x = f(t) - $(t) (17)

gdzie
$(t) = ~p(t) d/dt + q(t)] X (18)

Wprzypadku réwnania (7) PQ = E, p(t) = 0 w przypadku row-
nania (8) q(t) = 0.

Rownanie (17) rozwigzujemy przy pomocy transformacji La-
place’a. Oznaczajac transformate Laplace’a wielko$ci, wystepu-
jacych w réwnaniu (17) odpowiednio przez X(s), F(s) oraz przez
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a parametr transformacji, otrzymujemy transformate rownania(l7)
w postaci

(PO s + Qq) X(s) = F(s) - $(e) + X(0) (19)

gdzie
X(0) wektor-kolumna wartosci poczatkowych..

Transformate rozwigzania otrzymujemy w postaci nastepujgcego
rownania catkowego drugiego rodzaju typu Wolterry

t N
X(t) = fL-"j(P. s+0Q.ri} fu)du - f L"1{(P s+
Q L 0 0 Jt-u j i e
+Qoi-™  §(u)du +L"1(Pgs + Qo) 1 X(0) (20)

gdzie L"1 | a(s)} funkcja czasowa odpowiadajgca transformacie
A(s). Wdwu pierwszych wyrazach jako zmienngniezalezng przyj-
mujemy t-u, co zaznaczono indeksem udotu.

Roéwnanie rozwigzujemy przy pomocy formalnego podstawienia
x(1) =xQ(t) - x"(t) + ~(t) - ... (21)
przy czym

x (t) = /L*1{(PQ s™o )“1}t P(u)du + L~1 {(PQ s + Q0)"1}x(0)
A —4

(22)

O —

t r
Xx(k+D (t) = / L1{(po £ + Qor ;t _u[p(u) d/dt + I(u)]*(k)(u) du
0

k s Of
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Macierz (PQ s + Qq)_1 moze byé napisana w nastepujacej posta-
ci

(PO s

+

Qr 1 = G(s)/K(s) (23)

gdzie
K(s) s det (PQs + Qq)

(24)
G(s) =ad (PQs + Qq)

przy czym macierz przyporzgdkowana ad (PQ s + Qqg) rzedu 2n po-
siada jako elementy wielomiany w s stopnia 2n - 1,wyznacznik
macierzy (PQs + Qq), K(s) jest wielomianem w s stopnia 2n.

Zaktadamy, ze réwnanie K(3) = O posiada rozwigzania statecz-
ne, to znaczy na ogét zespolone o cze$ci rzeczywistej ujemnej,

4. Posta¢ rozwigzan w przypadku zespolonych pojedynczych, pier-
wiastkow réwnania charakterystycznego

Zaktadamy, ze funkcja f(t) daje sie przedstawi¢ w postaci sze-
regow Fouriera

f(t) = cos kwt (25)
k=0

gdzie Ak wektor-kolumna zbudowany ze statych elementdw oraz
ze pierwiastki rownania

K(s) =0 (26)
sg zespolone pojedyncze o cze$ci rzeczywistej ujemnej,
n/2
L-1 {(PQs+Q0)"1}= Y Bm e °€t 008 (wmt + "m} (27?)
m=1
przy czym kwadra-cowa macierze Sa wyznaczane ze wzora Hea-
viside’s cgp al, WRtate, sm=_ c +ipiegwiastki row-

nania (26),
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Obliczamy wyrazenia, wystepujace w XxQ

t

[ L“1{(Po 8 + Q}} t-u F(u) = kZ (1/2)Bm {<sin (kwt + "m -
0 " ,m
~ V>k,-m)/Ak, _m+ sin (k«t - qm * e m *(28)
. <sin (omt +@ -?kt_m)/Akf_m - sin t +Hfm +
n/2 oc™t
L"1 |(PO s + X(0) =1 Bm e cos (wt +wm) X(0) (29)
m=1
gdzie

cotrk,-m = (kalJ~ “W)/eCm

cotrk,m 5 (kwitwi)/(ia

cot fn = Wyjom

Ak,-m = V0Om2 + (kw" wm)2 A

Ak,m =\Fm2+ (kuJ+w m)2

+  wm

Réwnanie (28) moze by¢ napisane w prostszej postaci

vJL“l (P s +Q)Jt Ur) du = (1/2)Bm {sin (kg t  +
8 ko (31)

+1F Kk, iii(-ifl, 17 /Ak,mf-m,1 + e  BID 8 +\ >nlt In(2
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gdzie

(32)

Fizykalna interpretacja tego przyblizenia jest nastepujagca:
w rozwigzaniu zQ wystepujg jedynie rezonanse liniowe, miano-
wicie wtych wyrazach, gdzie w mianowniku figuruja wyrazenia
kw-wm. Ich znikanie oznacza rezonans czestos$ci wiasnych ukta-
du z czestoSciami czynnika zewnetrznego, Drgania wymuszone sg
przedstawione pierwszym wyrazeniem rownania (31). drgania wtas-
ne zanikajgce drugim wyrazeniem tegoz réwnania oraz wyrazeniem
réwnania (29).

Rezonanse parametryczne otrzymujemy juz w nastepnym przy-
liczeniu. Mianowicie jezeli napiszemy

p(t) =B $(t) =B cos |3t

(33)
g(t) = Dip (t) D cos. ( (3t +4u)

gdzie B, D macierze kwadratowe o statych elementach,” stata,
ktora wprzypadku niektédrych réwnan moze by¢ rowna zeru, roz-
wigzani« nastepnego przyblizenia moze by¢ napisane w nastepu-
jacej nostacii
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s,m

« Bn,f3,2Uiri [("m *I13n &'m,!3,£s])(1/2) Z(0) "

- 'S «”7* Bs B. Bn>0i3(8In[Un -3)t *Tm>p>s]) (1/2) KO) -

- Sk 8 ° Bs \ Bk,m,0,3,4,5,6Ce0li["B * * V&b,3,*,5.51) "’
S,K,m

(1/8)Ak - Ee"3 Bs B, Bai|3j2i5(8In (u<t >
S|m
, (1/2) KO) - Y e Bg B*[b*r"~sIdR ,»,, +(3)t1#
0** B B
+ Ak,m,|3,stll ~ Ak,m,it,s] + s5,?7,m ¢ g
* Bk,m,/tf6 (Bln _13)t + ~k,m,i3,st2])/Ak,m,/3,B,2](1/8)Ak (54)

Ze wzgledu na brak miejsca pominieto dtugie cho¢ elementarne
wyprowadzenie tego rozwigzania. Ponizej podano oznaczenia Kkto-
re znaczg kolejne stadia tego przellozenia.

Wprowadzamy macierze kwadratowe n rzedu Bm ~(cosG”™ u +

+»»fl})” Bk,m,1(°03 CL" “ +*Kk,»,1»* Bk»m,2”sIB <"m “~"k.m "
o elementach

b«,1,1,1 008("b U 4B ,1,1,1)<bk.»,1,i,1 "°S(k"U ¢>k,«,1,l,1)>

bk,m,2,i,l 3lc ("m “ 11Tk,m,2,1,I) (35>
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przy czym

bk,m,1,i,I{sin = {kw* bi,I{sin ? km,-m,1 +
+ cos™u . difi{_cos “"k.m.-m.I} "k.m”-m, 1

, /cos fx w /cos
bk,m,2,i,l [sin Vk(n,2,1,1 * pa Di,l /sin '*Vk,m,-m,2 +

+ipm) + cos™u . dijlL {®® ?kfm,_mt2} /Ak,m,-m,2 (36)

bm ,1,i,1{sin *m,1,1,1 + bi,I {sin ( *Pm+'"m) +cos/i* di,l{sin"m
przy czym w wyrazeniach prawej strony wystepujg Aodi 1 od”
powiednio elementy macierzy BID, Inne wielkoSci zostaty okre-
$lone przy pomoécy wzoréw (30).

Z kolei wprowadzamy nastepujace macierze kwadratowe n rzedu

®k,m,|3,5(00>[(I"" HS)u ’"k.m.U.j]1" Bm,3,2(cos[("m * 131 u 1}

+ (COO

t tk.m.H.s]*1 Aoo(i,6 0 («in [<em - (i)u *V>kim>?.,61])

0 nastepujgco zdefiniowanych elementach

, /cos V. /cos
k,m,|3,3,i,ltsin  Vk,m, (3,3»i.l “ k,m.1,i,t |_sin ™k,m,1,i,l

+ sin?i . ditl {3 Vk,m,-m,1 /Ak,m,-m,1
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H /cos , Jcos
k,m,0,4,i,l /sin ~k,m,0,4-,i,I” k,m,0,1,i,I/sin "k,m,1,1,1¢

- sin®u . {sin ~k.m.-m.I*"k.mj-nijl

o /cos V. / cos
k,m,0,5,i, /sin ~k,m ,0,5,i,| = k,m,2,i,l/sin fk,m,2,il+

+ sin?j., di>x | cos "k fBf_mf2/Ak,m,-m,2

, /cos , /cos
k,m,0,6,il/sin rk,m,0,6,i,l = k,m,2,il/sin ™k,m,2,i,r"
. - Fsin .
-oskngi L diti {{lgsy y k.m,-m,2
o ) ) ) ~sin
bm ,0,2,l,lisin Vm,8,2,1,1 = bm,1,i,I{sin ~m,I” ~~ " j.lilL-cosH
f cos /cos
m,, 3,1.1 1Sin “m,0,3,1,1 = m,1,1,1 /sin ?a,1 +
+ sin& e di,l {-cos
Ak,+,0,18,1 =K 2 + (k«x 3+ cs)2 (37)
COt "k,* 0,+3,1 = (kwi” ¢ WV
V i,0is = A2+ (wml Pt ow8)2
cob "m,£0,£s = (wm £ B = ws)/( "V
sin ~"kjB.+s”M"KkjB.+s = sin A"k,m,3 +~~k,0,-s™~Ak,0, -s +

+ sin  ~k,m,3 ~ ~s ,S™NAKR s
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sin  "k,+ O0£S"Ak,+,p,+s sin “k,m ,4 + + "kt-p, -s
/Am ,-0, -s + sin (~"k,m,4* ~s +7"k,-p,s™ /Ak,-p, s

sin "~k,mt0,s,1"Ak,m,0,s,1= sin ~k,m ,5 + +"m,p,-s”

/Am ,0 ,-s + sin ~k,m,5~"s +vm ,p,s*m .P.s

sin  *k,m,p,s,2/Ak,m,p,s,2= sin '"k.m.S + s +"m.-P.-s "

Am.-Pj-s + sin **k,m,6 “s + " mt-0,s*"Am, -P,s

sin "m.p.ts"m.p.+s = 3in ( m2 + *s f ?m,p,-s*Am,p, -s +
+ sin *Vm,2 * + ,0, s*Am,p,s
sin "m.p.s"m.p.s ~ sin Am ,3 + 7 + " m,-0f-s ~ Am,-0,-s +
+ sin An»3 ™+ s~ Am,-0,s
COSs

/i U
sin "~k,0,sf3»"»5t6 ~ ,0,8,3.4,5,6 k,m,3ii»l *

« [sin (fs +~k,mt3 t 'Pfc,p,—s >/Alc,”, -s * sin ( *s *

t»M .srk.p.s] t bk,m,* i lI[sin ‘»k,-,* t fs +1'k,-9,-B) >
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/Ak,-/13,-s + sin ( +V>k, @,s) /Ak,-0, sl +

sin
[—cos (<s + "k,m,5 +”m,(3,-s /*m,(3,-s +

Sil3 "
+ -cos “r"k,m,5 +"m,0,s*"Am,0, sJ “ bk,m,6,i,l

G1S f . \ /* eos r
j *8 ~k,m,6 +V -0 ,-sJAa,-(3,-s + sin (fs “ ?k,m,6 +
+~m,-(5,s"Amn,-|3,s]

COS /, , fCOS r
sin "b»|3|S,2,3 b,|},s,2,3 = °m,2,i,l Lsin 17s +/m,2 +

+/m,i3,-s)/Am,0,-s = sin ( *s “ ~m,2 HIPmffits) /Am,(3,J +

+ 731,5,1,1 [sin ~7*s +vm23 + ~,-13,-8"Am, -(3,-s “
sin ~«&s* *m,3 +*m,-(3,s"Am,-(3,s]

5. Dyskusla otrzymanych wyrazen

Podobnie jak zerowe przyblizenie, przyblizenie pierwsze skiada
sie s dwu czesScii rozwigzania ustalonego (wymuszonego) i czesSci
przejSciowej, zanikajgcej z biegiem czasu. We wspoéiczynnikach
obu czesci wystepujg wyrazenia zawierajgce roznice czestosci.
Poniewaz réznice takie mogg zerowa¢ sie, odpowiednie wyrazenia
zarbwno ustalone jak przejSciowe moga wykazywac¢ rezonanse przy
zmianie jednej z czestosci, na przykiad ku,

Wyrazenia stanu ustalonego przedstawiajg rezonanse parame-
tryczne: sumowy i réznicowy. Takie same czestosSci wystepujg obok
czestosci wm roéwniez w wyrazeniach czesci przejsciowej.
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6. Dalsze przyblizenia

Nasuwa sie pytanie, czy postepowanie mozna zakonczyé na tym
przyblizeniu, jaki jest wplyw dalszych przyblizen.

Mozna odpowiedzie¢ na to, jezeli pordbwna sie rozwigzania ze-
rowego i pierwszego przyblizenia, poniewaz algorytm tworzenia

kolejnych przyblizen jest zasadniczo ten sam. Jezeli chodzi o
czes$¢ ustalong, to przy przejsciu do nastepnego przyblizenia w
miejsce ku wchodzg koi+/3 i ku - 3. Wten sposéb w nastep-

nym przyblizeniu wystapig czestosci ku+ 2/3, ku , ku , kw-2/3
widaé¢ wiec, ze przyblizenia o indeksie parzystym beda dodawaly
swoj udziat do skiadowych kw zerowego przyblizenia. Wyrazenia
nieparzystego przyblizenia bedg dodawaty udziat do wyrazen pier-
wszego przyblizenia, i tak wtrzecim przyblizeniu wystgpig cze-
stoscig ku + 33 kw +/3, ku +@, kw-/3 , kw+(3, ku -/3, ktu-(3, kw
- 33

Sposéb tworzenia wspoétczynnikéw jest rowniez prosty miano-
wicie nalezy w drugim przyblizeniu dokona¢ nastepujgcych zmian
wyrazen wystepujacych w przyblizeniu pierwszym. Wmiejsce

X m -m .1 wstawi¢  w, g o +5T/2 Ak +3+g TIT2
Ak,m,-m,1 Ak.(3,%5 Ak, +0,+s
przy czym w argumentach macierzy m3 ~ "k m4 na*e’y wsta-

wi¢ wyrazenia oznaczone tymi samymi indeksami. Sumowanie po k,m
nalezy zastgpi¢ sumowaniem po s,k,m.

Tak samo tworzymy kolejne wyrazenia dalszych przyblizen przy
czym kazda z otrzymanych skladowych jest poddawana takim samym
operacjom, jakie zastosowano wyzej przy przejsciu od koi do kcu
+/3 czy kw - 3.

Jezeli chodzi o cze$¢ nieustalong rozwigzania, to zawiera ona
dwie czeSci: cze$S¢ zalezng i cze$C niezalezng od X (0).L..Wszyst-

. - . . @ .
kie wyrazy obu czeéci mnozone sg przez czynnik e m', wiec za-
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nikajg ze wzrostem czasu. Jezeli chodzi o przej$cie od zerowe-
go do pierwszego przyblizenia dla czes$ci niezaleznej od X (0),

to kazdemu wyrazowi o czestosci odpowiadaja trzy wyrazy o

czestosci odpowiednio um+ 1B, wn - (i i tum, przy czym zamiast
ma byé¢ wm + (3 - @ U

~k,m,-m,2 ~k,m,(3,s,1 "k,/3 ,m,3,4,5,6+ %/2

Ak,m,-m 2 Ak,m {3,s,1 Ak,m ,(3,s,2 Ak, A om,3»4,5,6

(1/2)V k ANSNMsNMmo.p.e AK

“ (178 )BsBmBktm f/3F5 Ak - (178 )BsBmBk t3fs f3+ag +t5 f6 Ak

Sumowanie odbywa sie zamiast po indeksie m po indeksach s,
k,m. Wargumencie macierzy B ~~~ B ~ " g wystepujg wypi-
sane w odpowiednich kolumnach katy przesuniecia fazy.

WczesSci zaleznej od X(0) przy przejsciu od zerowego do pier-
wszego przyblizenia w miejsce

wn  wystepuje gmt+|3 -3 wm

«W b« |3,£5+ 1/2 -Pm.s.s *1/2 +N 2

Bm -<V 2)B 8BnBB>2 (V2)BA B>j -(1/2.»,»A,P,2,3
Wmacierzach Bm,Q’ , I%Q’p%:p, wystepujg argumenty wy-

pisane w odpowiedniej kolumnie.
Na podstawie powyzszych tabelek mozna poda¢, jak nalezy u-

tworzy¢ dalsze przyblizenia.
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7. Oszacowanie pewnych wyrazen

Wyrazenia wystepujace w réwnaniach (35) do (37) mozna oszacowac
nastepujaco:

Hw i,i,il«V k2 »i.i2 & di,i?2

IAkK,m ,-m Il

Ibk’«,2.1,1l <K 2 - %2)bi,l2 *dl,12 (2/IC>114 bl

bm 1 11 b i 12 di, 12 b2

bk, m , (3,3 [ bk .m 1,0 ,12 « d i 127 1Ak . m moL b 3

bk ,m /3,4 i, i Vib k ,m 1, 0412 k m m / b 3

M k,m , (3,5 ,i» I~ A~ bk ,m ,2, i,12 + di, 121 1Ak ,m ,-m ,2)2 < b 5 (38)
Ib k ,m ,(3,6 [ V bk, m 2 if2 4 d i 12 /] Ak .,m m 212 < b 5

Ibm (3,2, s r bmot 1, 2 + di, 12 < b 4

lom,(3,3,i,li**bm ,1,i,12 + di,l2 ~ b4

Wyrazenia te pozwalajg oszacowaé wspoOtczynniki szeregu,odpowia-
dajgce poszczego6lnym czestosciom.

8. Obliczenie elementéw macierzy (Bm) z (27)

Na podstawie twierdzenia Heaviside'a mozna obliczy¢ elementy
macierzy (B")

Cos«> lir
\ -Bin«J = ,}[-<*. 8 +V /(d/ds) det (Po 8 + "03. =V iWa

¢ flad (P s+ &)I(d/ds) det (P s+ Qs . N O (39)
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Ze wzgledu na zatozenia o pierwiastkach réwnania charaktery-
stycznego, wszystkie sg ograniczone i mozna napisac
|IBj<B (40)

gdzie B stata dodatnia.

9. Zbiezno$¢ rozwigzan

Wspotczynniki rozwigzan dadzg sie przedstawi¢ w formie szerer
géw, przy czym kolejne przyblizenia o nieparzystym indeksie do-
dajg wyrazy do wspotczynnika odpowiadajgcego czestosciom Kk u - (2r+1)
o parzystym za$ do kw?" 2r@ , gdzier =0,1,2,.. ..Podamy osza-
cowanie wyrazow szeregu przedstawiajgcego wspotczynnik czesto-
§ci ku oraz czestosci kw+fri ku-p> . Wpierwszym przypadku
0g6lIny wyraz szeregu moze by¢ przedstawiony nastepujgco:

(s/2) ml« Bl« b3S n81 (I) Ak/2142s, s =0,2,4 ...

Podobnie zbudowany jest wyraz ogo6lny szeregu odnoszacego sie do_
czestosci parametrycznych. Nalezy tylko w miejsce s/2 wzigé
(8-1)/2 oraz s nieparzyste. Mozna udowodni¢ przez indukcje,
Ze szereg ten posiada maj&rantpo wopostaci postepu geometryczne-
go o ilorazie (1/2)m B b~ n ktora jest zbiezna, jezeli
wyrazenie to jest mniejsze od jednoSci [ij * w powyzszym 0sza-
cowaniu s oznacza numer kolejny iteracji, czynnik m wyste-
puje ze wzgledu na sumowanie po m, n ze wzgledu na to,ze licz-
nik jest macierzg kwadratowg rzedu n, (l) oznacza macierz zbu-
dowang z jedynek.

10. Dyskusja zatozen dotyczacych pierwiastkéw réwnania (26)

Wpoprzednim rozwazaniu przyjeto, ze pierwiastki rownania (26)
sg pojedyncze zespolone o czeS$ci rzeczywistej ujemnej. Rozumo-
wanie pozostaje prawie bez zmian w przypadku, gdy pierwiastki sg
rzeczywiste ujemne. Nalezy tylko przyjag¢ om i odpowiednig faze
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poczatkowa rdwng zeru. Wobu przypadkach zbiezne sg funkcje
przedstawiajgce stan nieustalony. Mniej wazny jest, fizykalnie
trudny do zrealizowania,przypadek pierwiastkdw urojonych sprze-
zonych, poniewaz w tym przypadku wypadajg nieskonczone ampli-
tudy przy rezonansie. Do tego przypadku nalezatoby zastosowac
teorie nieliniowg.

11. Porownanie wynikéw cze$ci | i 11

Wyniki cze$ci | i Il pracy nie dadzg sie porownaC bezposrednio.
Jest to spowodowane zmiang oznaczen. Wczesci | figurujg wspot-
czynniki réwnania rézniczkowego, czeé$ci Il pierwiastki rowna-
nia charakterystycznego. Ten nowy sposob ujecia pogtebia zagad-
nienie, gdyz pierwiastki te, jak podano w punkcie 10 moga by¢
rézne,co nie jest widoczne na podstawie obserwacjiwspotczynnikéw
robwnania rozniczkowego. Wtym przypadku réwniez utrzymane sg wy-
niki dotyczace wplywu uktadu parametrycznego na krzywg rezonan-
su liniowego. Jest to widoczne przede wszystkim przy przejsciu
od przyblizenia zerowego (bez uwzglednienia rezonanséw parame -
trycznych) do przyblizenia pierwszego. Wynik jest ujety w innej
postaci, mianowicie nieskonczonego szeregu (zamiast utamka tan-
cuchowego jak w czesci I).

Wptyneto do Redakcji 8.1V.65 r.
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BHEBOBBTOEHTffIE BAPAMETTTOBCKHE PE30HAHCU B CHCTOJIAX
HVHOIHHX n CTETCEHW CBOBOJIH 11

Pe 3b me

B padoTe peuieHO npodlieMy BHeBO3tSyxaeHHNX pe30HaHCOB b CHCTeMax, omicaHHHX Tpe-
mh thiihmh MiTpeaKUX OT$$epeHUHRJIBHHX ypaBHemiA, Hvermme nepeVeHHHe KoaHUHeH-
th h odmym $opMy (1), paccMaTpireaeMyn b [4] « MaTpnuu He HnaroHajm3npoBaHHue h
paccMaTpmaeTCH Toxe He ycTaHOBKBIineecH cocTOHHue. Pememie npodlieVH ¢ iiomoiubh
HHTerpajEbHoi’'oc MSTpHHHoro ypaBHeHHH BToporo poaa, THna BojtLTeppH nonyaeHO  h-
TepamiOHHFM MeTojioM Pe3yjrtTaTU oTHOCHTe/MHO JMHettHoro, cyMMepHoro h - pa3raw-
Horo napaNieTpaaecKoro pe30HaHca conocTaBlieHH ¢ pe3yjn>TaTavH [4] . SRect  Toae
brjiho BRHHHE napaMerpHaecKoii CHCTEVH Ha KpuByX) RHHeEHoro pe30HaHca.
llpeRCTaBJieHHe cucTelVH ¢ nolvbnBB KopHeft xapaKTepncTHaecKoro ypeBHeHHH  ero
HKHeltHoi nacTH RaeT bo3mokhoctb nojiynHTt donee HamHRHHfI aKanH3 npodneMH.

EXTERNALLY EXCITED PARAMETRIC RESONANCES IN SYSTEMS WITH N
DEGREES OF FREEDOM 11

Summary

In the paper the problem of externally excited resonances is
dealt with in systems described by three types of matrix diffe-
rential equation with variable coefficients of general form (1\
regarded in [4]. The matrices are non diagonalized and the non
steady state is also regarded.

The used method gives solutions of the problem by use of
iterations, with~"the help of a integral matrix equation of se-
cond espece and Volterra type.

The results belonging to linear and sum and difference para-
metric resonances are compared with results of [4]. Here is al-
so seen the modification of linear resonance curve caused by
the fact, that the system is parametric.

The representation of the system with help of the roots of
characteristic equation of linear part permits to give more de-
tailed analysis of the problem.



