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JÓZEF SZPIŁECKI

OBCCWZBUDIIE REZONANSE PARAMETRYCZNE 
W UKŁADACH O N STOPNIACH SWOBODY

S tr e s z c z e n ie .  W p ra c y  ro zw iązan o  z a g a d n ie n ia  ob- 
cowzbudnych rezonansów  w u k ład a c h  o p isa n y c h  p rz y  
pomocy m acierzow ych rów nań różn iczkow ych  o zmien­
nych w sp ó łczy n n ik ach  t r z e c h  typów o o g ó ln e j  p o s ta ­
c i  ( 1 ) ,  ro z p a trz o n y c h  w [ ń ] , p rz y  czym p o s ta ć  ma­
c ie r z y  obrano  n ie d ia g o n a ln ą  o ra z  uw zględniono s ta n  
n ie u s ta lo n y .  .

Z astosow ana m etoda pozw ala na o trz y m an ie  ro z ­
w ią z a n ia  p rob lem u p rz y  pomocy ró w n an ia  całkow ego 
ty p u  W o lte rry  d ru g ie g o  ro d z a ju  m etodą k o le jn y c h  
p r z y b l iż e ń .

W yniki, j e ż e l i  c h o d z i o ro zp a try w a n e  w p ra c y  [ń] 
r e z o n a n s e :  l in io w y  i  sumowy i  ró żn ico w y  re z o n a n s  
p a ra m e try cz n y , porównano z wynikami p ra c y  [4] . W 
tym ro z w ią z a n iu  j e s t  w idoczna ró w n ież  m o d y fik a c ja  
krzyw ej rez o n a n su  lin io w e g o , spowodowana fak te m , 
że u k ła d  j e s t  p a ra m e try cz n y .

P rz e d s ta w ie n ie  uk ładu  p rz y  pomocy p ie rw ia s tk ó w  
rów nan ia  c h a ra k te ry s ty c z n e g o  jeg o  c z ę ś c i  l in io w e j  
pozw ala  na b a r d z i e j  szczegó łow ą a n a l i z ę  zag ad n ie ­
n i a .

1 . Wstęp

W p ra c y  [5] a u to r  r o z p a t r z y ł  samowzbudne re z o n a n se  p a ra m e try c z ­
ne w u k ła d a c h  o n s to p n ia c h  swobody, d la  c z te r e c h  typów  rów­
n ań , będących  macierzowym u o g ó ln ien iem  rów nań znanych z mecha­
n i k i  i  innych  d z ie d z in  i  p o d p ad a jący ch  pod og ó ln y  ty p

[A (t)d 2 / d t 2 + B ( t )  d / d t  + C ( t )] y  = O (1 )

g d z ie  A ( t ) ,  B ( t ) , C ( t ) m a c ie rz  kwadratowa n rz ę d u  o elem en­
ta c h  będących  fu n k c ja m i c z asu  t ,  y  w ek to r -  kolumna n iew ia ­
domych, m ian o w ic ie :

1) d la  uogolnionego równania Mathieu z tłum ien iem

[d2 / d t 2 + (b ; d /d t  + (a  -  2 q  co s  2 t )] y  = 0 (2)



Józef Szpilecki

2 ) d la  rów nan ia  W eiganda I  z tłu m ien iem

{ [(1 /X ) + CafA) cos 2 t ]  d2 / d t 2 + (b ) d /d t  + e } y = 0 (3 )

3 )  d la  ró w n an ia  W eiganda I I

| ( 1 A )  + (2h2 /A.2 )cos w1>0 t ]  d2/ d t 2 -  8 (h 2 / \ 2 ) s in  w1f()t .

. d /d t  + e |  y  sx 0 (4 )

ń )  u o gó ln ionego  rów nan ia  M e issn e ra  z uw zględnieniem  tłu m ie  -
n ia

[d2 / d t 2 + (b )d /d t  + (a  -  2 q )] y  = 0 (5 )

p rz y  czym gó rny  znak odnosi s i ę  do p r z e d z ia łu  0 < t  < k JT /w ,d o l­
ny z a ś  do k X /co <  t  <  2 JT / u .
E oznacza  m ac ie rz  jednostkow ą n rz ę d u ,

2 2( b ) ,  ( a ) ,  ( q ) ,  (1 /P i), ( t f A ) ,  (2h / \  ) m ac ie rz e  kwadratow e n r z ę  

d u .
T rzy  p ie rw sz e  rów nan ia  w p o s ta c i  n ie je d n o ro d n e j rozw iązano  w 

przypadku  s ta n u  u s ta lo n e g o  ró w n ież  w [ń] p rz y  z a ło ż e n iu  m acie­
r z y  d iag o n a ln y ch  o ra z  z p raw ej s t r o n y  równań w ek to ra  kolumny 
f ( t )  o e lem en tach  p rz e d s ta w ia ln y c h  w f u n k c j i  c z asu  za p o śre d ­
nictwem  szeregów  F o u r ie r a ,
P o z o s ta w ia ją c  p odobn ie  ja k  w [4]  omówienie o s ta tn ie g o  rów nania  
do osobnego a r ty k u łu ,  u o g ó ln iono  rozw ażan ia  d o ty c z ą c e  t r z e c h  
p ie rw sz y c h  rów nań w porów naniu  z [ś-] , p rzy jm u jąc  m ac ie rz e  n i e -  
d iag o n a lizo w an e  o ra z  u w z g lę d n ia ją c  s ta n  n ie u s ta lo n y .

2 . Sprow adzenie  równań ( 2 ) .  ( 3 ) .  (4 ) do równań p ierw szego  rzęd u  

P rzy  pomocy p o d s ta w ie n ia

d y /d t  = u ( 6 )
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d o p u szcza ln eg o  w tym wypadku ró w n ież  i  d l a  rów nań n ie je d n o ro d ­
nych [2] i  w prow adzając w ektor-kolum nę x ,  o e lem en tach  n a j ­
p ie rw  w ek to ra  kolumny y ,  n a s tę p n ie  w ektora-ko lum ny u , można 
powyższe rów nan ia  sp row adzić  do n a s tę p u ją c e j  p o s ta c i :  
rów nan ia  (1 )  i  (4-)

[ d /d t  + P ( t ) ]  x  = f ( t )  ( ? )

rów nan ie  (2 )

[ P ( t )  d / d t  + Q] x  = f ( t )  (8 )

o ra z  rów nan ie  (5 )

[ P ( t )  d / d t  + Q ( t ) ]  x  = f ( t )  (9 )

W ystępu jące w rów nan iach  (7 )  -  (9 )  m ac ie rz e  s ą  kwadratow e r z ę ­
du 2n o p o s ta c i  p o d an e j n i ż e j ,  w ek to r -  kolumna f ( t )  zbudowana 
j e s t  z elem entów  w ektora-ko lum ny n ie je d n o ro d n e g o  rów nah ia  (4 ) 
o ra z  z n z e r .
P o s ta c ie  m a c ie rz y  s ą  n a s tę p u ją c e :  
rów nanie  (7 )

P C t )  - ( ( S ) ł 3 >} ) -  2 c o s  2 t  .  ( ( g } ; ( 1 0 )

rów nan ie  (8 )

/ ( 1A ) ,  (b) \  / i x / k ) ,  0 \
P ( t )  -  [ + co s  2 t  .  (11)

V 0 E /  \  0 , 0 /

m ac ie rz  Q j e s t  d ia g o n a ln a  o n e lem en tach  rów nych 1 i  n e -  
lem en tach  równych -1

rów nan ie  (9 )
,2  / ,2

= ( r '

r  ■ ° v
\0  , -E /

/O , 0 \ /O , 0
« t ) 4 .  8  ■ * « .  ( o  ,  m >
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W przypadku  1 ) ,  2 )  1 5 )  można n a p is a ć  m ac ie rz  P ( t )  w na­
s tę p u ją c e j  p o s ta c i

P ( t )  = A + B . <p(t) (14)

m ac ie rz  zaś Q ( t)

q ( t )  = C + D . Tp(t) (15)'

g d z ie  A, B, C, D m ac ie rz e  kw adratow e 2n rz ę d u  o e lem en tach  s t a ­
ły c h  o ra z  f ( t ) ,  i p ( t )  fu n k c je  try g o n o m e try cz n e .

3 . Metodh ro z w ią z a n ia  równań (7 )  -  (9 ) p rz y  pomocy równań c a ł ­
kowych

R ozpatrzym y n a jo g ó ln ie j s z y  typ rów nan ia  ( 9 ) .  Oznaczamy

P ( t )  = PQ + p ( t )
(16)

Q ( t)  = Qq + q ( t )

g d z ie
PQ, m a c ie rz e  kwadratow e rz ę d u  2n o e lem en tach  s ta ły c h ,  

p ( t ) ,  q ( t )  m a c ie rz e  kw adratow e rzę d u  2n o e lem en tach  będących  
fu n k c ja m i c z a s u .

Równanie (9 )  można n a p isa ć  w p o s ta c i  n a s tę p u ją c e j

[p q d / d t  + Qo]  x  = f ( t )  -  $ ( t )  (17)

g d z ie

$ ( t )  = ^ p ( t ) d / d t  + q ( t ) j  x  (18)

W p rzypadku  rów nan ia  (7 )  PQ = E, p ( t )  = 0 w przypadku rów­
n a n ia  (8 )  q ( t ) = 0 .

Równanie (1 7 ) rozw iązu jem y p rz y  pomocy t r a n s f o r m a c j i  La-
p l a c e ’ a .  O znaczając t ra n s fo rm a tę  L a p la c e ’a w ie lk o ś c i ,  w ystępu­
ją c y c h  w rów naniu  (17 ) odpow iednio p rz e z  X (s ) ,  F ( s )  o raz  przez
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a p a ra m e tr  t r a n s f o r m a c j i ,  o trzym ujem y t r a n s fo r m a tę  ró w n a n ia (17) 
w p o s ta c i

(P0 s + Qq ) X (s) = F ( s )  -  $ ( e )  + X (0) (19 )

g d z ie
X (0) w ektor-ko lum na w a r to ś c i  początkow ych..
T ra n sfo rm a tę  ro z w ią z a n ia  otrzym ujem y w p o s ta c i  n a s tę p u ją c e g o  

rów nan ia  całkow ego d ru g ieg o  ro d z a ju  ty p u  W o lte rry

t  ^
X ( t ) = f  L~‘ j ( P .  s  + Q . r 1 } f  (u )du  -  f  L"1 { (P s  +

QJ L 0 0 J t - u  j  1 °

+ Qo i- "*! § ( u ) du + L”  1 (Pq s  + Qo ) 1 X (0 ) (20 )

g d z ie  L"1 | a ( s )} fu n k c ja  czasow a o d p ow iada jąca  t ra n s fo rm a c ie  
A ( s ) .  W dwu p ie rw sz y c h  w yrazach jak o  zm ienną n ie z a le ż n ą  p r z y j ­
mujemy t - u ,  co zaznaczono indeksem  u d o łu .

R ó w n a n i e  r o z w i ą z u j e m y  p r z y  p o m o c y  f o r m a l n e g o  p o d s t a w i e n i a

x ( t )  = xQ( t )  -  x ^ ( t )  + ^ ( t )  -  . . . .  (21)

p r z y  c z y m

x  ( t )  = / L“ 1 {(PQ s ^ o  )“ 1} P (u )d u  + L~1 { (P Q s  + Q0 )"1} x (0 )
J  ̂ t —u
O (22 )

t  r

x (k+D ( t )  = / L_1 {(po £ + Qo r ; t _u [p (u )  d / d t  + l ( u ) ] * ( k ) (u )  du
o

k  s  Of • • • •
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—1M acierz  (PQ s  + Qq ) może być n a p is a n a  w n a s tę p u ją c e j  p o s ta ­

c i

(P0 s + Qo r 1 = G (s ) /K (s )  (23 )

g d z ie

K (s)  s  d e t  (PQ s  + Qq )

(24)
G (s) = ad (PQ s + Qq )

p rz y  czym m ac ie rz  przyporządkow ana ad (PQ s  + Qq ) rz ę d u  2n po­
s ia d a  jak o  e lem en ty  w ielom iany  w s  s to p n ia  2n -  1 , w yznacznik 
m ac ie rz y  (PQ s + Qq ) , K (s) j e s t  w ielom ianem  w s  s to p n ia  2n .

Zakładam y, że rów nanie  K (3) = O p o s ia d a  ro z w ią z a n ia  s ta te c z ­
n e , to  znaczy  na o g ó ł z e sp o lo n e  o c z ę ś c i  r z e c z y w is te j  u jem n e j,

4 . P o s tać  ro zw ią z a ń  w przypadku zespo lonych  pojedynczych, p i e r ­
w iastków  rów nan ia  c h a ra k te ry s ty c z n e g o

Zakładam y, że fu n k c ja  f ( t )  d a je  s i ę  p rz e d s ta w ić  w p o s ta c i  s z e ­
regów  F o u r ie r a

n

f ( t )  = cos k w t  (25 )
k=0

g d z ie  Ak  w ektor-kolum na zbudowany ze s ta ły c h  elem entów  o raz  
że p i e r w i a s tk i  rów nania

K (s) = 0  (26)

s ą  zesp o lo n e  p o jed y n cze  o c z ę ś c i  r z e c z y w is te j  u jem n e j,
n /2

L -1 {(PQ s + Q0 )"1}=  Y  Bm e °<“ t  008 ( w m t  + ^m} (2 ? )
m=1

p rz y  czym kwadra-cowa m ac ie rz e  są  w yznaczane ze wzora Hea­
v i s i d e ’s ,  cc„, ai , w s t a ł e ,  s m = cc + i  p i e r w ia s tk i  rów -* ni m Tm m m ni
n a n ia  (2 6 ) ,
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O bliczam y w y ra ż e n ia , w y stęp u jące  w xQ 

t

/ L“ 1 {(Po 8 + Qo }} t - u  F (u )  = Z (1 /2 )B m {< s in  ( k w t  + ^m -
o " k,m

~ V>k,-m)/Ak , _m + s in  ( k « t  -  <pm *  •  m * (28 )

.  < s in  (o,m t  +(pm - ? k t _m)/Ak f_m -  s in  t  +(fm +

n /2  oc^t
L"1 | ( P 0 s  + X (0 ) = J  Bm e co s  ( w t  +«pm) X (0) (29 )

m=1
g d z ie

c o t ^ k ,- m  = (k a J~ “W)/eCm

c o t ^ k , m  5  ( k w ł w i ) / ( i a

c o t  10 „  = W„/oCm t' m m m

Ak,-m  = V0Cm2 + ( k w "  wm)2 ^

Ak,m = \F m 2 + ( k u J + w m)2

+ wm

Równanie (28 ) może być n a p isa n e  w p r o s t s z e j  p o s ta c i  
t  .J L“ 1 | ( P q s  + Q0)jt_u F (u )  du = (1 /2  )Bm { s in  (k  cj t  +

8 k>*  (31)

+1ł’ k,iii(-ifl,1^ /Ak,m f-m ,1 + e B1D 8 +\ >nlł_ln(2
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g d z ie

(32)

F iz y k a ln a  i n t e r p r e t a c j a  teg o  p r z y b l iż e n ia  j e s t  n a s tę p u ją c a :  
w ro zw ią z a n iu  z Q w y stęp u ją  je d y n ie  re z o n a n se  l in io w e , m iano­
w ic ie  w ty c h  w yrazach , g d z ie  w mianowniku f i g u r u j ą  w yrażen ia  
k w - w m. Ic h  z n ik a n ie  oznacza re z o n a n s  c z ę s to ś c i  w łasnych ukła­
du z c z ę s to ś c ia m i czy n n ik a  zew nętrznego , D rgan ia  wymuszone s ą  
p rze d s taw io n e  pierw szym  wyrażeniem  rów nan ia  (3 1 ) .  d rg a n ia  w łas­
ne z a n ik a ją c e  drugim  wyrażeniem  te g o ż  rów nania  o ra z  wyrażeniem  
rów nan ia  (29 ) .

R ezonanse p a ra m e try cz n e  otrzym ujem y ju ż  w następnym  p rz y -  
l i c z e n i u .  M ianow icie j e ż e l i  napiszem y

g d z ie  B, D m ac ie rz e  kwadratow e o s ta ły c h  e le m e n ta c h ,^  s t a ł a ,  
k tó r a  w przypadku  n ie k tó ry c h  równań może być równa z e ru , ro z ­
w iązan i«  n a s tę p n e g o  p r z y b l i ż e n ia  może być n a p isa n e  w n a s tę p u ­
j ą c e j  ń o s ta c i i

p ( t )  = B $ ( t )  = B cos |3t
(33)

q ( t )  = Dip ( t )  D cos. ( (3't + ¿u )



Obcowzbudne rezonanse parametryczne w układach... 81

s,m

• Bm,fJ,2U ir i  [ ( "m * l3n  ♦V’m ,!3 ,±s]) (1 /2 )  Z (0 ) "

-  S  • ”” * Bs  B . Bm >0i3( 8 ln [ U n  - 3 ) t  *Tm>p>s] )  ( 1 /2 )  K O ) -

-  S  8 °  Bs  \  Bk , m , 0 , 3 , 4 , 5 , 6 Ceoli[ " B  *  *  V & b , 3 , * , 5 . s I ) ’
s ,k ,m

. (1 /8 )A k  -  Ę e " 3 Bs  B„ Ba i |3 j 2 i 5 (8 ln  (u< t  > •
s  |  m

,  ( 1 / 2 ) K O ) -  Y  e  Bg B*  [ b ^ ^ s I d R , » , ,  +(3)t ł

o** B„ B„ .e s  m+ ^ k , m , | 3 , s t 1-l ^ Ak , m , i ł , s J  + s , ? , m

* Bk , m , / ł f 6 ( B l n  _ l 3 ) t  + ^ k , m , i 3 , s t 2 ] ) /Ak , m , / 3 , B , 2 ] ( 1 / 8 ) A k  ( 5 4 )

Ze w zględu na b ra k  m ie js c a  p o m in ię to  d łu g ie  choć e le m en ta rn e  
w yprow adzenie te g o  ro z w ią z a n ia . P o n iż e j podano o z n a c z e n ia  k tó ­
r e  znaczą  k o le jn e  s t a d i a  te g o  p r z e l lo z e n ia .

Wprowadzamy m a c ie rz e  kw adratow e n rz ę d u  Bm ^ ( c o s G ^  u +

+ » » f 1 } ) ’ Bk ,m ,1 ( ° 03 CŁ" “  + * k , » , 1 » *  Bk»m ,2^slB  < "m  “ ^ k . m ^  
o e le m en tach

b« , 1 ,1 ,1  008(" b  U ♦ ł ,B , 1 , l , l ) < bk . » , 1 , i , l  " ° S (k "U ♦ > k , « , 1 , l , l ) > 

bk , m , 2 , i , l  3 lc  ( "m  “  1 1’k , m , 2 , l , l ) (3 5 >
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p rz y  czym

bk ,m ,1 , i , l { s i n  = {k w * b i , l { s i n  ?  k ,m ,-m ,1  +

+ cos^u .  d i f i{ _ cos ^ k .m .- m .l}  ^ k .m ^ -m , 1

, / c o s  fx -w / c o s  ,
bk , m , 2 , i , l  [ s i n  V k (n , 2 ,1 ,1  * p a  Di , l  / s i n  '•V k ,m ,-m ,2  +

+ ipm) + cos^u .  d ij]L {®J® ? k fm,_mt 2} /Ak ,m ,-m ,2  (36 )

bm ,1 , i , l { s i n  ^ m ,1 ,1 ,1  + b i , l  { s in  ( *Pm + '^m ) + cos/ i* d i , l{ s in ^ m

p rz y  czym w w y rażen iach  praw ej s tr o n y  w y s tę p u ją  ^ d i  1 od”
pow iedn io  e lem en ty  m ac ie rz y  B I D ,  Inne  w ie lk o ś c i  z o s ta ły  o k re ­
ś lo n e  p rz y  pomócy wzorów (30 ) .

Z k o le i  wprowadzamy n a s tę p u ją c e  m ac ie rz e  kwadratow e n rzęd u

® k,m ,|3,5(o o > [ ( l! " ł |S ) u  ’'’ ’k .m .U . j ] 1’ Bm ,|3 ,2 ( c o s [ ( "m * 131 u ł  

+ ( c ° °

ł  ł k . m . H . s ] * 1 ^ , . , ( ¡ , 6  ( « i n  [<«m -  (i )u  *V>kim> ?. ,6 ] )

o n a s tę p u ją c o  zd efin io w an y ch  e lem en tach

, /c o s  v. /c o s
Dk , m , |3 , 3 , i , l t s i n  V k ,m ,(3 ,3 » i.l  “ k , m . 1 , i , ł  |_sin ™ k ,m ,1 ,i , l

+ s i n ^ i  . d i t l  { 3 ^  V k , m , - m , 1  /Ak , m , - m , 1
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H /cos _ , Jcos
Dk , m ,0 ,4 , i , l  / s in  ^ k ,m ,0 ,4 - , i , l  ”  k,m ,0 ,1 , i , l / s i n  ^ k ,m ,1 ,1 ,1 “

-  sin^u . { s in  ^ k .m .-m .l^ ^ k .m j-n ijl

•u /cos  v. /  cos
k ,m ,0 ,5 , i , l  / s in  ^ k , m , 0 , 5 , i , l  = k , m , 2 , i , l / s in  f  k , m , 2 , i , l+

+ sin^j. , d i>x I  co s  ^ k fBf_mf2 / Ak ,m ,-m ,2

, /cos , /cos
k , m , 0 , 6 , i , l / s in  r k , m , 0 , 6 , i , l  = k , m , 2 , i , l / s in  ™ k ,m ,2 , i , r "

- s in  y.
cos V k,m ,-m ,2

s in  
L-cos H

-  s±n¿i . di t i  {'

bm , 0 , 2 , l , l i s i n  V m ,ß ,2 ,1 ,1  = bm,1 , i , l { s i n  ^ m , l ”  ^ ^ ^ i . l i

f  co s  /co s
m ,0 , 3 ,1 .1  1 S in  ^ m ,0 ,3 ,1 ,1  = m, 1 ,1 ,1  / s i n  ? a , 1  +

+ s in <“  • d i , l  { -co s

Ak ,± ,0 ,1 8 ,1  = K 2 + ( k « ±  (3 ± c s )2 (37)

COt ^ k , *  0 , + 3 , 1  = ( k w Í ^  ¿  Ws V « 3

V i , 0 i s  = ^ ) 2  + (wm 1  P ±  w8 )2

c o b  ^ m , ± 0 , ± s  = (wm ±  ß ±  ws ) / (  "  V

s i n  ^ k j ß . + s ^ k j ß . + s  =  s i n  ^ k , m , 3  +  ^ k , 0 , - s ^ Ak , 0  , - s  +

+  s i n  ^ k , m , 3  ~  ^  s  , s ^ Ak,ß , s
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s in  ^ k , +  0£S^Ak ,+ ,p ,+ s  s in  ^ k , m , 4  + + ^ k t - p ,  - s  ^

/Am , - 0 , - s  + s in  ( ^ k , m , 4 “  ^s + ^ k , - p , s ^  /Ak , - p ,  s

s in  ^ k ,m t 0 , s , 1^Ak ,m ,0, s ,1 = s in  ^ k , m , 5  + + ^ m , p , - s ^

/Am , 0 , - s  + s in  ^ k , m ,5 ~^s +vm , p , s ^ m . P . s

s in  ^ k , m , p , s , 2/Ak ,m ,p ,s ,2 = s in  ' ^ k . m . S  + ^s  + ^ m . - P . - s  ^

^ m . - P j - s  + s in   ̂ ^ k ,m ,6 ^s + ^m t - 0, s ^ Am, -P ,  s

s in  ^ m . p . t s ^ m . p . + s  = 3 in  ( m, 2 + ^s f  ? m ,p , - s ^ /Am,p, - s  +

+ s in   ̂ V m,2 “  + , 0, s^/Am ,p ,s

s in  ^ m . p . s ^ m . p .s  ~ s in  ^ m ,3 + ^s + ^ m , - 0f - s  ^ Am , - 0, - s  +

+ s in  ^ n »3 "" + s ^ Am , - 0,s

COS / i -u
s in  ^ k , 0, s f 3»^»5t6 ^ , 0, 8, 3 . 4 , 5,6 k , m , 3 i i » l  *

• [ s i n  ( f s  + ^ k ,m t3 ł  'Pfc,p,—s >/Alc ,^ , - s  *  s in  ( '•’s *

♦ » M . s ^ k . p . s ]  ł  bk , m , * , i , l [ s i n  ‘ » k , - , *  ł  f s  + ł ’ k , - 9, - B ) >
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/Ak ,- /3 ,-s  + s in  ( + V>k,_(3,s ) /Ak , - 0 ,  s l  +

[ s in
- c o s  (<?s + ^ k ,m ,5  + ^ m ,(3 ,-s^  /^m,(3 , - s  +

S i.13 "1

+ -cos “ ^k ,m ,5  + ^ m ,0 ,s ^ Am,0, sJ “  bk , m , 6 , i , l  .

Cos f . \ /* eos r
in  *f8 ^k ,m ,6  + V - 0 , - s J/Aa ,-(3 ,-s  + s in  ( f s  “  ?k,m ,6  +

+ ^ m ,-(5 ,s ^ Am ,-|3 ,s]

COS / ,  ,  fC O S  r
s in  ^ b »|3|S,2,3 b , | } , s , 2 ,3  = ° m ,2 , i , l  Ls in  1 ^s  + ^m ,2 +

+ ^ m ,i3 ,-s )/Am ,0 ,-s  = s in  ( * s  “  ^m,2 +1Pmffit s ) /Am ,(3 ,J  +

+ ^31,5,1,1 [s in   ̂ ^s  + v m,3 + ^ , - 1 3 , - 8 ^ Am, -(3 ,-s  “

s in   ̂ «Ps “ ^m ,3 + ^ m ,- (3 ,s ^ Am ,-(3,s] 

5 . Dysku s.1 a  o trzym anych w yrażeń

Podobnie ja k  zerowe p rz y b liż e n ie ,  p rz y b liż e n ie  pierwsze składa 
s ię  s dwu c z ę ś c ii rozw iązania ustalonego (wymuszonego) i  częśc i 
p rz e jś c io w e j, za n ika ją ce j z biegiem  czasu. We współczynnikach 
obu częśc i występują wyrażenia zaw ierające ró żn ice  c z ę s to ś c i. 
Ponieważ ró żn ice  ta k ie  mogą zerować s ię , odpowiednie wyrażenia 
zarówno usta lone ja k  p rze jśc iow e mogą wykazywać rezonanse p rzy  
zmianie je d n e j z c z ę s to ś c i, na p rzyk ła d  k u ,

Wyrażenia stanu ustalonego p rzeds taw ia ją  rezonanse parame­
tryczn e : sumowy i  różnicow y. Takie same czę s to śc i występują obok 
czę s to śc i wm również w wyrażeniach częśc i p rz e jś c io w e j.
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6 . D alsze  p r z y b l iż e n ia

Nasuwa s i ę  p y ta n ie ,  czy  p o stęp o w an ie  można zakończyć na tym 
p r z y b l iż e n iu ,  j a k i  j e s t  wpływ d a ls z y c h  p r z y b l iż e ń .

Można odpow iedzieć na t o ,  j e ż e l i  porówna s i ę  ro z w ią z a n ia  ze­
rowego i  p ie rw szeg o  p r z y b l i ż e n ia ,  poniew aż a lg o ry tm  tw o rze n ia  
k o le jn y c h  p r z y b l iż e ń  j e s t  z a sa d n icz o  te n  sam. J e ż e l i  ch o d z i o 
c z ę ść  u s ta lo n ą ,  to  p rz y  p r z e j ś c iu  do n astęp n eg o  p r z y b l iż e n ia  w 
m ie jsc e  k u  wchodzą koi + /3 i  k u  -  ¡3 . W te n  sposób  w n a s tę p ­
nym p r z y b l iż e n iu  w y s tą p ią  c z ę s to ś c i  k u +  2/3, k u  , k u  , kw -2/3 
w idać w ięc , że p r z y b l iż e n ia  o in d e k s ie  p a rzy sty m  będą  dodawały 
swój u d z ia ł  do składow ych kw zerowego p r z y b l i ż e n i a .  W yrażenia 
n ie p a rz y s te g o  p r z y b l i ż e n ia  będą dodaw ały u d z ia ł  do w yrażeń p i e r ­
wszego p r z y b l i ż e n i a ,  i  t a k  w t r z e c im  p r z y b l iż e n iu  w y s tą p ią  czę ­
s t o ś c i ą  k u  + 3/3 ,kw  + /3 , k u  + (3 , kw-/3 , k w +(3, k u  -/3, ktu-(3, kw 
-  3|3.

Sposób tw o rz e n ia  w spółczynników  j e s t  rów nież  p r o s ty  m iano­
w ic ie  n a le ż y  w drugim  p r z y b l iż e n iu  dokonać n a s tę p u ją c y c h  zmian 
w yrażeń w y stęp u jący ch  w p r z y b l iż e n iu  p ierw szym . W m ie jsc e

V, * w staw ić w, n ^  + 5T/2 + JT/2^ k ,m ,-m ,1 ^ k ,/3 ,+ s  ^ k , + 3,+ s

Ak ,m ,-m ,1 Ak.(3,± s  Ak , + 0,+ s

p rz y  czym w argum en tach  m ac ierzy  m 3 ^ ^k  m 4- n a -*-e ^y w sta­
wić w yrażen ia  oznaczone tym i samymi in d ek sam i. Sumowanie po k,m 
n a le ż y  z a s tą p ić  sumowaniem po s ,k ,m .

Tak samo tworzymy k o le jn e  w y rażen ia  d a ls z y c h  p r z y b l iż e ń  p rz y  
czym każda z o trzym anych składow ych j e s t  poddawana tak im  samym 
operac jom , j a k ie  zastosow ano w yżej p rz y  p r z e j ś c i u  od koi do kcu 
+ /3 czy  kw -  (3 .

J e ż e l i  c h o d z i o c z ę ść  n ie u s ta lo n ą  ro z w ią z a n ia , to  zaw iera  ona
dwie c z ę ś c i :  c z ę ść  z a le ż n ą  i  c z ę ść  n ie z a le ż n ą  od X (0 ) .ł..W szy s t-

CC " tk ie  w yrazy obu c z ę ś c i  mnożone s ą  p rz e z  c z y n n ik  e m , w ięc z a -
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n ik a ją  ze w zrostem  c z a s u . J e ż e l i  ch o d z i o p r z e j ś c i e  od zerow e­
go do p ierw szego  p r z y b l i ż e n ia  d la  c z ę ś c i  n ie z a le ż n e j  od X (0 ), 
to  każdemu wyrazowi o c z ę s to ś c i  odpow iadają  t r z y  w yrazy o
c z ę s to ś c i  odpow iednio  um + 13 , wm -  (i i  tum, p rz y  czym z am ias t

ma być wm + (3 -  (3 u m

^ k ,m ,-m ,2  ^ k ,m ,(3 ,s ,1  ^k,/3 ,m ,3 , 4 , 5 , 6+ %/2

Ak ,m ,-m ,2  Ak,m ,{3 ,s,1  Ak ,m ,(3 ,s ,2  ^ k ,^ ,m ,3 » 4 ,5 ,6

( 1 / 2 ) V k  ^ / S ^ s ^ . m . p . e  Ak

" ( 1 / 8 ) B s B m B k t m f / 3 f 5  A k  -  ( 1 / 8 ) B s B m B k t 3 f S f 3 ł ą ł 5 f 6  A k

Sumowanie odbywa s i ę  z a m ias t po in d e k s ie  m po in d e k sa c h  s ,  
k ,m . W argum encie  m ac ie rz y  B ^ ^ ^ ,  B ^ ^ g  w y s tę p u ją  wypi­
sane  w odpow iedn ich  kolum nach k ą ty  p r z e s u n ię c ia  f a z y .

W c z ę ś c i  z a le ż n e j  od X (0) p rz y  p r z e j ś c i u  od zerowego do p i e r ­
wszego p r z y b l i ż e n i a  w m ie js c e

wm w y stę p u je  £jm+|3 -  /3 wm

«W ł ’« , |3 ,± s  + 1 / 2  -P m .s .s  * 1 / 2  + ^ 2

Bm -< V 2 )B 8BmBB>2 ( V 2 )BA Bb >j  - ( 1 / 2 . » , » A , P,2 ,3

W m ac ie rz a ch  B„ 0 , ,  i  Bo a ~ ,  w y s tę p u ją  argum enty  wy-m , c  t s , p , £ : , p
p is a n e  w o d p o w ied n ie j k o lum n ie .

Na p o d staw ie  pow yższych t a b e l e k  można p o d ać , j a k  n a le ż y  u -  
tw orzyć  d a ls z e  p r z y b l i ż e n ia .



7 .  O szacowanie pewnych w yrażeń

W yrażenia w y s tę p u ją c e  w rów nan iach  (35 ) do (37 ) można oszacow ać 
n a s tę p u ją c o :

ll w i , i , i l « V k 2  » i . i 2  ♦  d i , i 2

lAk ,m ,- m ,ll

lbk’« , 2 . 1 , l l  <  K 2 -  %.2 )b i , l 2  * dl , l 2 ( 2 / l<C">11 4  b1
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l b m , 1 , i , l l  <  ^ b i , l 2  +  d i , l 2 <  b 2

l b k , m , ( 3 , 3 , i , l l ^ b k , m , 1 , i , l 2 +  d i , l 2 / l A k , m , - m , l l  ^  b 3

l b k , m , / 3 , 4 , i , l i < \ i b k , m , 1 , i ł l 2 +  ^ . l ^ k . m . - m , /  <  b 3

^b k , m , ( 3 , 5 , i » l ^ ^ b k , m , 2 , i , l 2 +  d i , l 2 /  l A k , m , - m , 2)2  <  b 5

l b k , m , ( 3 , 6 , i , l l ^ V b k , m , 2 , i f  l 2 +  d i , l 2  / | A k , m , - m , 2 | 2 < b 5

l b m , ( 3 , 2 , i , l l ^ b m t 1 , i , l 2  +  d i , , 1 2  < b 4

(38)

lb m , ( 3 , 3 , i , l i ^ ^ bm , 1 , i , l 2  + d i , l 2  ^  b 4

W yrażenia t e  p o z w a la ją  oszacow ać w sp ó łczy n n ik i szereg u ,o d p o w ia­
d a ją c e  poszczególnym  c z ę s to śc io m .

8 . O b lic z e n ie  elem entów m ac ie rzy  (Bm) z (27)

Na p o d s ta w ie  tw ie rd z e n ia  H e a v is id e 'a  można o b lic z y ć  e lem en ty  
m ac ie rz y  (B^)

cos«> l i  r
\  - Bin « J  = , } [ - < * .  8 + V / ( d / d s )  d e t  (Po 8 + ^ o 3 .  =V i Wja 

= + f|ad (P  s + & ) / ( d / d s )  d e t  (P  s  + Q )] s  .  ^  _iŁ(J ( 3 9 )
_ i |  u u m m
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Ze w zględu na z a ło ż e n ia  o p ie r w ia s tk a c h  ró w n an ia  c h a ra k te ry ­
s ty c z n e g o , w s z y s tk ie  s ą  o g ra n ic z o n e  i  można n a p isa ć

|B j < B  (40 )

g d z ie  B s t a ł a  d o d a tn ia .

9 . Z b ieżność  ro zw ią z a ń

W spó łczynn ik i ro z w ią z a ń  dadzą  s i ę  p rz e d s ta w ić  w fo rm ie  s z e r e r  
gów, p r z y  czym k o le jn e  p r z y b l i ż e n ia  o n ie p a rz y s ty m  in d e k s ie  do­
d a ją  w yrazy do w spó łczy n n ik a  odpowiadającego częstościom k u -  (2r+1) 
o p a rz y s ty m  z a ś  do k w ^  2r@ , g d z ie  r  = 0 , 1 , 2 , . .  ..Podam y o sz a ­
cow anie wyrazów sz e re g u  p rz e d s ta w ia ją c e g o  w sp ó łczy n n ik  c z ę s to ­
ś c i  k u  o ra z  c z ę s to ś c i  k w + f r i  k u -p >  .  W pierw szym  przypadku  
ogó lny  w yraz s z e re g u  może być p rz e d s ta w io n y  n a s tę p u ją c o :

( s / 2 ) m1«  B1«  b3S n 8- 1 ( I )  Ak / 2 1 ł 2 s , s  = 0 , 2 , 4 ..........

P odobnie  zbudowany j e s t  wyraz o gó lny  s z e re g u  odnoszącego  s i ę  do_  
c z ę s t o ś c i  p a ra m e try c z n y c h . N a leży  ty lk o  w m ie js c e  s /2  w ziąć 
( 8 - 1 ) /2  o ra z  s  n ie p a r z y s te .  Można udowodnić p rz e z  in d u k c ję , 
że s z e re g  t e n  p o s ia d a  m a jo ra n tę  w p o s ta c i  p o s tę p u  g eo m etry czn e-Q O O O
go o i l o r a z i e  (1 /2 )m  B b^ n k tó r a  j e s t  z b ie ż n a , j e ż e l i  
w y rażen ie  to  j e s t  m n ie jsz e  od je d n o ś c i  [ i j  • w powyższym o sz a ­
cow aniu s o zn acza  numer k o le jn y  i t e r a c j i ,  c z y n n ik  m w ystę­
p u je  ze w zględu na  sumowanie po m, n ze w zględu na to ,ż e  l i c z ­
n ik  j e s t  m a c ie rz ą  kw adratow ą rz ę d u  n , ( I )  o znacza  m ac ie rz  zbu­
dowaną z je d y n e k .

1 0 . D yskusja  z a ło ż e ń  d o ty czący ch  p ie rw ia s tk ó w  ró w n an ia  (26 )

W poprzedn im  ro zw a ża n iu  p r z y j ę to ,  że p i e r w i a s tk i  rów nania (26 ) 
s ą  p o jed y n c z e  z e sp o lo n e  o c z ę ś c i  r z e c z y w is te j  u je m n e j. Rozumo­
w anie p o z o s ta je  p raw ie  bez zmian w p rzy p ad k u , gdy p i e r w ia s tk i  są 
r z e c z y w is te  u jem ne. N ależy  ty lk o  p r z y ją ć  o»m i  odpow iedn ią  f a z ę
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początkow ą równą z e ru .  W obu p rzy p ad k ach  z b ie ż n e  s ą  fu n k c je  
p rz e d s ta w ia ją c e  s ta n  n ie u s ta lo n y .  M niej wążny j e s t ,  f i z y k a ln ie  
t ru d n y  do z re a liz o w a n ia ,p rz y p a d e k  p ie rw ia s tk ó w  u ro jo n y c h  s p rz ę ­
żonych , poniew aż w tym p rzypadku  w ypadają n iesk o ń czo n e  am pli­
tu d y  p rz y  r e z o n a n s ie .  Do te g o  p rzypadku  n a le ż a ło b y  zastosow ać 
t e o r i ę  n ie l in io w ą .

11 . Porów nanie wyników c z ę ś c i  I  i  I I

W yniki c z ę ś c i  I  i  I I  p ra c y  n ie  d ad zą  s i ę  porównać b e z p o ś re d n io . 
J e s t  to  spowodowane zm ianą o zn aczeń . W c z ę ś c i  I  f i g u r u j ą  w spół­
c z y n n ik i  ró w nan ia  różn iczkow ego , c z ę ś c i  I I  p i e r w ia s tk i  równa­
n ia  c h a ra k te ry s ty c z n e g o . Ten nowy sposób  u j ę c i a  p o g łę b ia  zagad­
n i e n i e ,  gdyż p i e r w i a s tk i  t e ,  ja k  podano w p u n k c ie  10 mogą być 
ró ż n e ,c o  n ie  j e s t  w idoczne na p o d s ta w ie  o b se rw a c ji  współczynników 
rów nan ia  ró żn iczk o w eg o . W tym przypadku  rów n ież  u trzym ane s ą  wy­
n i k i  d o ty c z ą c e  wpływu uk ładu  pa ram etry czn eg o  na krzyw ą rezo n an ­
su lin io w e g o . J e s t  to  w idoczne p rz e d e  w szystk im  p rz y  p r z e j ś c iu  
od p r z y b l iż e n ia  zerowego (bez  u w z g lę d n ie n ia  rezonansów  param e -  
try c z n y c h )  do p r z y b l iż e n ia  p ie rw sz e g o . Wynik j e s t  u j ę t y  w in n e j  
p o s t a c i ,  m ianow icie  n ieskończonego  sz e reg u  (z a m ia s t ułamka ła ń ­
cuchowego ja k  w c z ę ś c i  I ) .

W płynęło do R e d a k c ji  8 . IV .65 r .
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BHEBOBBTOEHfflE BAPAMETTTOBCKHE PE30HAHCU B CHCT0JIAX 
HMH01HHX n CTETCEHW CBOBOJIH I I

P e 3 b m e

B padoTe peuieHO npodJieMy BHeB03t5yxaeHHnx pe30HaHC0B b CHCTeMax,omicaHHHX Tpe- 
mh thiihmh MfiTpaaKUX OT$$epeHUHaJiBHHX ypaBHemiA, HMemmnc nepeMeHHHe Koâ HUHeH- 
th  h  odmym $opMy ( 1 ) ,  paccMaTpireaeMyn b  [4] « MaTpnuu He HnaroHajm3npoBaHHue h 
paccMaTpmaeTCH Toxe He ycTaHOBKBineecH cocTOHHue. Pememie npodJieMH c iiomoiubb 
HHTerpajEbHoi’o MSTpHHHoro ypaBHeHHH BToporo poaa, THna BojtLTeppH nonyaeHO h- 
TepamiOHHFM MeTojioM. Pe3yjrtTaTU oTHOCHTe/rtHO JMHettHoro, cyMMapHoro h pa 3 raw-  
Horo napaNieTpaaecKoro pe30HaHca conocTaBJieHH c pe3yjn>TaTaMH [4] . SRect Toae 
brjiho BRHHHHe napaMerpHaecKoii CHCTeMH Ha KpuByx) RHHeËHoro pe30HaHca.

IIpeRCTaBJieHHe cucTeMH c noMomBB KopHeft xapaKTepncTHaecKoro ypaBHeHHH ero 
HKHeltHoi nacTH RaeT bo3mokhoctb nojiynHTt donee HarnHRHHfi aKanH3 npodneMH.

EXTERNALLY EXCITED PARAMETRIC RESONANCES IN SYSTEMS WITH N 
DEGREES OF FREEDOM I I

S u m m a r y

In  th e  p a p e r  th e  p rob lem  o f  e x t e r n a l l y  e x c i te d  re s o n a n c e s  i s  
d e a l t  w ith  in  sy s tem s d e s c r ib e d  by t h r e e  ty p e s  o f  m a tr ix  d i f f e ­
r e n t i a l  e q u a tio n  w ith  v a r i a b l e  c o e f f i c i e n t s  o f  g e n e ra l  form  (1 \  
r e g a rd e d  in  [4] . The m a tr ic e s  a re  non d ia g o n a l iz e d  and th e  non 
s te a d y  s t a t e  i s  a l s o  r e g a rd e d .

The u sed  m ethod g iv e s  s o lu t io n s  o f  th e  p rob lem  by  u se  o f  
i t e r a t i o n s ,  w i th ^ th e  h e lp  o f  a  i n t e g r a l  m a tr ix  e q u a tio n  o f  s e -  
cond e sp ece  and V o l te r r a  ty p e .

The r e s u l t s  b e lo n g in g  to  l i n e a r  and  sum and d i f f e r e n c e  p a ra ­
m e tr ic  re s o n a n c e s  a r e  com pared w ith  r e s u l t s  o f  [4] . Here i s  a l ­
so se en  th e  m o d if ic a t io n  o f  l i n e a r  re so n a n c e  c u rv e  cau sed  by 
th e  f a c t ,  t h a t  th e  sy stem  i s  p a ra m e t r ic .

The r e p r e s e n t a t i o n  o f  th e  sy stem  w ith  h e lp  o f  th e  r o o t s  o f  
c h a r a c t e r i s t i c  e q u a tio n  o f  l i n e a r  p a r t  p e rm its  to  g iv e  more de­
t a i l e d  a n a ly s i s  o f  th e  p ro b lem .


