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JOZEF SZPILECKI

OSCYLACJE O ZADANEJ Z GORY AMPLITUDZIE

Streszczenie: Rozpatrzono oscylacje w stanie
ustalonym, ktorych krzywa zbudowana jest z dwu
krzywych aperiodycznych postaci 1) i 2;. Wedlug [1]
krzywe tego rodzaju mogg mie¢ w punktach koncowych
ciggtyg lub nieciggty styczng. Wpierwszym przypad-
ku posiadajg one ekstrema.

Proces scharakteryzowano przy pomocy 6 wielko-
§ci: wartosci a, a® poczatkowycn rzednych czes$cio-
wych krzywych, czaséw ], odpowiadajgcych ek-
stremom i czaséw Xp, odpowiadajgcych koricom
krzywych cze$ciowych. Gzas liczono od poczatku kaz-
dej krzywej. Wyprowadzono zwigzki miedzy amplituda
oscylacji i powyzszymi wielkoSciami.

1. Wstep

Przedmiotem pracy jest znalezienie takich parametrow ukiadu, w
ktorym odbywajg sie oscylacje, by amplituda tych ostatnich przy-
bierata z gory okreslong wartos¢.
fiozpatruje sie oscylacje w stanie ustalonym, ktérych Kkrzywa
jest zbudowana z dwu krzywych aperiodycznych.
Krzywe pierwszg przyjmujemy w postaci
n
y= A e °Gt +vy (1)
k=1 K °
krzywg druga
n

Iz(—l Y o (2)
gdzie Ak,Ak*, y0, Yg sa to wielkosci state. Wystepujace w wy-
ktadnikach wielkosci ock przyjmujemy rzeczywiste ujemne.

Tego rodzajukrzywe wystepujg np. wprocesachogrzewania i
ostygania uktadu ciat, z ktérych jedno posiadazréodto ciepta,
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zatgczane i wylgczane w okre$lonych chwilach przez wurzadzenie
regulacyjne (np. termometr kontaktowy) [1] . Charakterystyczng
cechg tego rodzaju krzywych jest (poza pierwszg krzywg) posia-
danie ekstremow.

Tego rodzaju krzywg zlozong przedstawia rysunek 1 schema-
tycznie. Dalsze rozumowania prowadzono najpierw w przypadku,
gdy zatozono ciggtos¢ krzywej na granicy dwu odcinkow. Nastep-
nie przy dodatkowym zatozeniu, ze takze jest ciggta pierwsza
pochodna.

Rys. 1. Schematyczne przedstawienie krzywej oscylacji

Aby uwzgledni¢ bezwitadno$é aparatury regulacyjnej przyjete

poczatkowe rzedne krzywych czesciowych a i a”. Czas liczono
kazdorazowo od poczatku danejkrzywej. Wiasnosci krzywych.opi-
sywano przy pomocy parametrow a-a’ oraz 4 czaséw x”* XA
odpowiadajgcych: Xur > xpekstremen x2, x., koncom danychkrzy-
wychc

Istniejg okreslone zwigzki miedzy tymi wielkoSciami i ' ek-

stremami krzywych, wiec tez i amplitudg oscylacji. Zwigzki te
Sg specjalnie proste w przypadku aproksymowania  krzy-
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wych za pomocg parabol drugiego stopnia, co jest zawsze z pew-
ng doktadnos$cig mozliwe, jak pokazuje rozwiniecie funkcji (1),
(2) wszereg matej wartosci t.

Na rysunku 1 przyjeto typ krzywej ztozonej posiadajgcej ek-
strema. Jest tez drugi typ krzywycn, gdy wartosci ekstremalne
sg przybierane w chwili poczatkowej. Mozemy go otrzymaé w przy-
padku gdy 3] i dazg do zera.

2. Aproksymacja krzywych wielomianami drugiego stopnia

2.1. Rozwazania ogo0lne

Krzywe (1) i (2) aproksymujemy odpowiednio przy pomocy krzy-
wych

(5)
(4)

Do wyznaczenia pozostajg state b, b”, ¢, ¢~. Z warunku cig-
gtosci krzywej otrzymujemy warunki

a+b +c¢c 3 =a (5)
ai + x4 + Cl xg ~ a (6)
W artosci ekstremalne
(7)
@)

otrzymujemy z warunkow znikania pierwszych pochodnych y* i y2:
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Z powyzszych réwnan otrzymujemy

c =(a-ar) M(2 t, - x2)
cl=(al- a)/ (2 x~ - xnN) (11)
b =-2 ¢ x®
b<i = _2 ¢ Xj
Poniewaz wielkosci xif i=1,... 4 muszg by¢ ze wzgledu na swdj

sens dodatnie, wida¢ z powyzszych réwnan, ze wielkosci b, b~
c, Cj musza spetnia¢ pewne warunki i tak np, musi by¢

sign(b b”) = sign (c c”) (12)
sign(b ¢) =- 1, sign(b”cnh) =-1

Inne zaleznos$ci wynikajg z dyskusji rozwigzan réwnan (5) i (6)
na jg i xn.

2.2. Wyznaczenie amplitudy oscylacji

Wprowadzamy dwie definicje amplitudy: a) amplitude liczong
wzgledem poziomu odniesienia (a + a*)/ 2. Jest to mozliwe przy
spetnieniu pewnego warunku miedzy statymi b i b”., b) amplitu-
de definiujemy jako potowe rdéznicy miedzy ekstremami.

2.2.1. Jako poziom odniesienia przyjmujemy y = (a+a”")/2
Wtym przypadku jest

(4ac-Db2)/ 4c (a+&1) /7 2+A (13)

(4 a~ - br2) [ 4 ¢y

(a+ar)/l 2- A
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gdzie A oznacza amplitude. Podstawiajagc w rownaniach (13)
wartos$ci (11) otrzymujemy dwa symetryczne wzory

A= (a- a,) [*2(2 - xN) - 2 x12) | 2 372 - Xg)
Aa (a- al) [x"(2 x? - x7) - 2 Xj2]/ 2 x™(2 x? - x4) (14)

Niesprzeczne wyniki otrzymujemy dla

b xj + xr =0 (15)
co wynika z rownan (11).
2.2.1.2. Dobieranie wartosci x” do danego A
Poniewaz oba wyrazenia (14) sa podobnie zbudowane, rozpa-

trzymy jedno z nich.
Po przeksztatceniaeh elementarnych otrzymujemy

LE]-» =xfy "2 A+a-a")/l (2 A- a+ ar) (16)
Podstawiajgc tu
A =k(a - an) (17)
gdzie k nowa zmienna
otrzymujemy:
x1-x2 =- X, M2 k+ 1D)/(2 k- 1) (18)
Jest to réwnanie prostej w ptaszczyznie (x",x2). Zaleznosé

wspoétczynnika kierunkowego od k przedstawiono na rysunku 2.
Wida¢ z niego, jaka powinna by¢é warto$¢ parametru k, by otrzy-

ma¢ sensowne wartosci na x™ i Z réwnania (17) i (18) wi-
da¢, ze wartosci k = 1/2 odpowiada brak ekstremow. Mate  xi
otrzymujemy dla k dostatecznie bliskiego wartos$ci 1/2, ale

wiekszego.
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Miedzy czasami x” i istnieje podobna zalezno$¢. Ze wzo-
ru (18) wynika, ze mozna jedynie okre$li¢ stosunek i nie-
zaleznie od niego Xx”"/x”.

Rys. 2. Zalezno$¢ wspotczynnika rownania (18) od parametru k

2.2.1.3. Dodatkowe zatozenie o ciggtosci stycznej

Jezeli przyjmiemy ciggto$¢é stycznej na granicy dwu krzywych,
otrzymujemy warunek dodatkowy miedzy dwu dowolnymi (dla dane-
go k) wartosciami xiti = 1....4-. Warunek dodatkowy jest na-
stepujacy

b-7~ =4 ¢cx2+2c¢cl (19)
Przy pomocy zwigzkéw (11) otrzymujemy stad
2 X1~x2 = 2 x"N-x”° (20)

skad przy pomocy réwnania (18) i analogicznego dla x” i 0-
trzymujemy zwigzek miedzy dwiema z wielkosci x”",i =1,....4.
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Wystepujacy w nim parametr k pozwala zrealizowac¢ rdzne przy-
padki, np. x* =Xy ~ =x”. Jezeli dodatkowo postulujemy, by

12 i x"=x72, otrzymujemy symetryczny przebieg krzy-
wej. Wtedy krzywa moze mieé¢ ksztatt podobny do cosinusoidy lub

sinusoidy.

2.2.2. Potozenie réwnowagi okresSlone jest jako potowa ro6z-
nicy miedzy obu ekstremami
Wtym przypadku otrzymujemy na amplitude oscylacji

A=(tac-b2)/ 8c- (44, cl1- Db») /8 cl

= (1/2( A ) - xamxs3- x4j] (a-al) (21

Wyrazenie na poziom odniesienia w tym przypadku mozna przed-
stawi¢ nastepujgco

¢2)

Wynika stagd, ze obie definicje a) i b) sg tym blizsze siebie,
im mniejsze jest x1 i x.y

2.2.2.1. Dobieranie parametrow uktadu do danego A

Przeksztatcajac wyrazenie (21) otrzymujemy
2 Al(a-ar)) (U2 - ¢j) (v2 - A) zu2v2 - xr x2 (23)

gdzie oznaczono

€L
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Jezeli 2 A/(a-a”) uwazamy za parametr, za$ u,v,x-j,Xx™ za zmien-
ne, réwnanie (25) przedstawia pewng hiperpowierzchnie w prze-
strzeni 4-wymiarowej.

2.2.2.2. Dyskusja rédwnania (25)

Ze wzgledu na jednorodno$¢ réwnania mozemy je doprowadzic
do prostszej postaci podstawieniem

vV = x3 (25)

Jezeli chodzi o zakres zmiennosci wielkosci k”, k”, to muszg
one by¢ tak dobrane, by byty dodatnie i by byly speinione nie-
rownosci jasne z rysunku 1

X2" x 1f x4 =s (26)

Ze wzgleddw fizykalnych musimy odrzuci¢ przypadek lub
rbwnego zeru, gdyz wtedy musiato by tez byé x> Ilub x4 réwne
zeru. Mozemy wiec przyjaé¢ te wartosci rézne od zera i napisaé

rownanie w nastepujgcej postaci

(2 Al(a-a™) -1) Icjkg -(2 A/(a-al)) (k1+k2)+(2 A/(a-a,, )*1 = 0
(27)

Wprowadzajac nowe zmienne przy pomocy podstawienia
Ile, =t +7, k2 =8 -'V (28)
otrzymujemy rownanie hiperboli rdwnobocznej

(2 Al(a-al)-1)2(1-(2 Al(a-al)) / ((2 A(a-ai) - 1))2 -
- @2 Al(a— ) _1)2i?72 =1 (29)
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Poprzednio rozpatrzony przypadek 2.2.1 otrzymujemy dla 1 = 0
albo kij = k2 wtedy

S- (2 Al(a-ai))/((2 yCa-a,) - 1) = 1/(2 AlCa-a., ) -1) (30)

Z réwnania (29) wida¢, ze do danego AAa-a® ) znajdujemy pare
wartosci §, i?, stad za$§ k| i k2, to za$ przy pomocy rownan
(25) daje zwigzki miedzy x» i x2 oraz Xx" i x”. Dwie z
tych wielko$ci sg dowolne.

2.2.2.3. Uwzglednienie dodatkowego warunku, dotyczacego cig-
gtosci stycznej

Warunek (20) daje w tym przypadku zwigzki

XMl ~ = Xj (1 - Y~2n AA

albo
37 (1 /@ + = x2(1-Y i2)/(1+52)(32)

Wtym przypadku pozostaje wiec dowolna jedna z wielkosci
XMti—4....4.

2.3. Trudnodci, powsta.iace prz? uzyciu wielomianow inter-
polacyjnych wyzszego stopnia

Jezeli zamiast wielomianéw drugiego stopnia uzyjemy do a-
proksymowania krzywych wielomianéw wyzszego stopnia np. trze-
ciego lub czwartego stopnia, trudnosci matematyczne rosng bar-
dzo. Pierwsza trudnos$¢ polega na tym, ze wielomian taki posia-
da wiecej niewiadomych wspoétczynnikéw anizeli cztery, wymaga
wiec do ich wyznaczenia dodatkowych warunkow. Dodatkowe warun-
ki otrzymujemy postulujgc ciggto$¢ lub dany skok pierwszej,dru
giej itd. pochodnej krzywych w punktach wspdlnych.

Woptyneto do Redakcji 8.1V.65 r.
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KOJEBAHHH HfAEKHHE CPA3Y OnPSUEJEHHH) AMILHHTyny
Pesnme

PaccMOTpeHH b paéoTe ycTaHOBronmecfl KOJiebauKH, Kpman KOTopmc coctoht hb otjoc
KpHBtoc anepnojunecKHX Tana 1) h 2). CorjiacHo [1] , Kpmne laxae MoryT hmctb b
o6nea TOHKe npoH3BOAHyn HenpepHBHyn zm npepHBHcfyio.

3 nepBOM Cliynae ohh menT aKcrpeMymi.

ITpouece onncaH npz noMonm 6 Bemrom: a a” Haagjn>HHX opjtHHaT nacTmnc  kpkbhz,
BpeMeH xx Xg, OTBenaBnnx sKCTpeMyMaM, z Bpem« x4, OTBeManunoc kohlom toct-
HHX KpEBHXe BpeMH QVHTSHO OT HagajEt Beex KpHBHX. 11QJiy"eHH 3aBHCHMOCTH — MBWY
aMnjiHTynoa ocquuDDgtit u BejmanHaMu: a a™ X_x2 x3 x4, ecjm KokBHe 1) z  2)
3aMemeHH nommoManoi BTopoE CTeneHH.

OSCILLATIONS WETH A GIVEN AMPLITUDE
Summary
In the paper there were considered steady oscillations,the cur-

ve of which was composed of two aperiodic curves of the form 1)
and 2). The curves of this type [1] can have in the common point

continuous or non-continuous first derivatives. In the first
case they have extrema. The process wascharacterised withthe
help of six quantities: thea, aj initial ordinates of the
partial curves, the times , X" appertaining to the extre-
mes, while the times x2t appertain to the ends of thepar-

tial curves. The time was measured from the beginning of each
curve. They were the relations given between the amplitude of
the oscillations and the quantities enumerated before when the
curves 1) and 2) were replaced by polynomials of the second gra-
de.



