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OSCYLACJE O ZADANEJ Z GÓRY AMPLITUDZIE

S t r e s z c z e n ie : R ozpa trzono  o s c y la c je  w s t a n i e  
u s ta lo n y m , k tó ry c h  krzywa zbudowana j e s t  z dwu 
krzyw ych ap e rio d y cz n y c h  p o s ta c i  1 ) i  2 ; .  Według [1] 
krzyw e te g o  ro d z a ju  mogą m ieć w p u n k tac h  końcowych 
c ią g ł ą  lu b  n i e c i ą g ł ą  s ty c z n ą . W pierw szym  p rzy p ad ­
ku p o s ia d a ją  one e k s tre m a .

P ro c es  sch arak te ry zo w an o  p rz y  pomocy 6 w ie lko ­
ś c i :  w a r to ś c i  a ,  a^ początkow ycn rz ę d n y c h  c z ę ś c io ­
wych krzyw ych, czasów  Ł | ,  odpow iada jących  ek­
strem om  i  czasów Xp, odpow iad a jący ch  końcom 
krzyw ych częśc io w y ch . Gzas l ic z o n o  od p o c z ą tk u  każ­
d e j k rz y w e j. Wyprowadzono zw iązk i m iędzy a m p litu d ą  
o s c y la c j i  i  powyższymi w ie lk o ś c ia m i.

1 . Wstęp

Przedm iotem  p ra c y  j e s t  z n a le z ie n ie  t a k i c h  param etrów  u k ła d u , w 
którym  odbyw ają s i ę  o s c y la c je ,  by a m p litu d a  ty c h  o s ta t n ic h  przy­
b i e r a ł a  z g ó ry  o k re ś lo n ą  w a r to ś ć .

f io z p a tru je  s i ę  o s c y la c je  w s t a n i e  u s ta lo n y m , k tó ry c h  krzywa 
j e s t  zbudowana z dwu krzyw ych a p e rio d y c z n y c h .

Krzywę p ie rw s z ą  przyjm ujem y w p o s ta c i

n
y  = Z A, e °Ckt  + y  (1)

k =1 K °

krzyw ą d ru g ą
n

7  =  Z  +  Y o  ( 2 )

k =1

g d z ie  Ak ,Ak *, y 0 , Yq s ą  to  w ie lk o ś c i  s t a ł e .  W ystępu jące  w wy­
k ła d n ik a c h  w ie lk o ś c i  cc przyjm ujem y rz e c z y w is te  u jem ne.

k
Tego r o d z a ju  krzywe w y s tę p u ją  np . w p ro c e s a c h  og rzew an ia  i

o s ty g a n ia  u k ład u  c i a ł ,  z k tó ry c h  jedno  p o s ia d a  ź ró d ło  c i e p ł a ,



94 J ó ze f S z p ile c k i

z a łą c z a n e  i  w yłączane w o k reś lo n y c h  c h w ila c h  p rz e z  u rz ą d z e n ie  
r e g u la c y jn e  (n p . te rm om etr kon tak tow y) [1] . C h a ra k te ry s ty c z n ą  
cech ą  te g o  ro d z a ju  krzywych j e s t  (poza p ie rw sz ą  krzyw ą) p o s ia ­
d a n ie  ekstrem ów .

Tego ro d z a ju  krzyw ą z ło żo n ą  p rz e d s ta w ia  ry su n e k  1 schema­
ty c z n ie .  D a lsze  rozum owania prowadzono n a jp ie rw  w p rzypadku , 
gdy założono  c ią g ło ś ć  krzyw ej na g ra n ic y  dwu odcinków . N astęp ­
n ie  p rz y  dodatkowym z a ło ż e n iu ,  że ta k ż e  j e s t  c i ą g ł a  p ie rw sz a  
pochodna.

Rys. 1 . Schem atyczne p rz e d s ta w ie n ie  krzyw ej o s c y la c j i

Aby uw zg lędn ić  bezw ładność a p a ra tu r y  r e g u la c y jn e j  p r z y ję te  
początkow e rz ę d n e  krzywych częśc iow ych  a i  a^.  Czas l ic z o n o  
każdorazow o od p o czą tk u  d an e j k rzy w e j. W łasnośc i krzywych.o p i­
sywano p rz y  pomocy param etrów  a -a^  o raz  4  czasów  x ^  x^
odpow iada jących : x  x ,  ek strem en  x2 , x .  końcom danych k rz y -

''I > P ^
w y c h c

I s t n i e j ą  o k re ś lo n e  zw iązk i m iędzy tym i w ie lk o śc ia m i i  ' ek­
strem am i krzyw ych, w ięc t e ż  i  a m p litu d ą  o s c y l a c j i .  Zw iązki t e  
s ą  s p e c ja ln ie  p r o s t e  w p rzypadku  aproksym owania k rz y -
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wych za pomocą p a ra b o l  d ru g ieg o  s to p n ia ,  co j e s t  zawsze z pew­
ną d o k ła d n o śc ią  m ożliw e, ja k  p o k a z u je  r o z w in ię c ie  f u n k c j i  (1 ) ,
(2 ) w s z e re g  m ałe j w a r to ś c i  t .

Na ry su n k u  1 p r z y ję to  ty p  k rzyw ej z ło ż o n e j p o s ia d a ją c e j  ek­
s tre m a . J e s t  t e ż  d ru g i  ty p  krzyw ycn, gdy w a r to ś c i  e k s tre m a ln e  
s ą  p rz y b ie ra n e  w c h w i l i  p o c z ą tk o w e j. Możemy go o trzym ać w p rzy ­
padku gdy 3Ł] i  d ą ż ą  do z e ra .

2 . A proksym acja krzyw ych w ielom ianam i d ru g ie g o  s to p n ia
*

2 .1 .  Rozw ażania ogó lne

Krzywe (1 )  i  (2 )  aproksym ujem y odpow iednio p rz y  pomocy k rzy ­
wych

Do w yznaczen ia  p o z o s ta ją  s t a ł e  b , b ^ , c ,  c ^ . Z warunku c ią ­
g ło ś c i  k rzyw ej otrzym ujem y w arunki

(5 )

( 4 )

2a + b  + c 3̂  = a^

2
a i  + x 4  + C 1  x ą  ~ a

( 5 )

(6 )

W arto śc i e k s tre m a ln e

( 7 )

(8)

otrzym ujem y z warunków z n ik a n ia  p ie rw sz y c h  pochodnych y^ i  y2 :
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Z powyższych rów nań otrzym ujem y

c = (a  -  a ^ )  ^ ( 2  ł ,  -  x2 ) 

c 1 = (a 1 -  a )  /  (2 x^ -  x ^ )  (11 )

b  = -2  c x^

b<i = _ 2  c>, Xj

Ponieważ w ie lk o ś c i  x i f  i = 1 , . . .  4  muszą być ze względu na swój 
se n s  d o d a tn ie ,  w idać z powyższych rów nań, że w ie lk o ś c i  b , b ^ , 
c ,  c,j muszą s p e łn ia ć  pewne w arunki i  t a k  np , m usi być

s ig n (b  b ^ ) = s ig n  (c c ^ ) (12 )

s ig n (b  c )  = -  1 , s ig n (b ^ c ^ )  = -1

Inne  z a le ż n o ś c i  w y n ik a ją  z d y s k u s ji  ro zw ią z a ń  równań (5 ) i  (6 ) 
na j g  i  x ^ .

2 .2 .  W yznaczenie a m p litu d y  o s c y la c j i

Wprowadzamy dw ie d e f i n i c j e  a m p litu d y : a )  a m p litu d ę  l ic z o n ą  
względem poziomu o d n ie s ie n ia  (a  + a^ ) /  2 . J e s t  to  m ożliwe p rz y  
s p e łn ie n iu  pewnego warunku m iędzy s ta ły m i b i  b ^ . ,  b )  a m p litu ­
dę d e f in iu je m y  jak o  połowę ró ż n ic y  m iędzy ekstrem am i.

2 .2 .1 .  Jako  poziom  o d n ie s ie n ia  przyjm ujem y y  = (a + a ^ )/2  
W tym przypadku  j e s t

(4  a c -  b 2 ) /  4  c = (a  + &1) /  2 + A (13)

(4  a^ -  b^2 ) /  4  c s) = (a  + a^ ) /  2 -  A
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g d z ie  Ą o znacza  a m p litu d ę . P o d s ta w ia ją c  w ró w n an iach  (13 ) 
w a r to ś c i  ( 11) o trzym ujem y dwa sy m etry czn e  wzory

A = (a  -  a ,,)  [* 2 (2 -  x ^ )  -  2 x,12J /  2 3^(2 -  Xg)

A a  (a  -  a 1 ) [x ^ (2  x?  -  x ^ ) -  2 X j2] /  2 x ^ (2  x ? -  x4 ) (14 )

N ie sp rz e c z n e  w ynik i o trzym ujem y d la

b x-j + x^ = 0 (15 )

co wynika z równań ( 11 ) .

2 .2 . 1 . 2 .  D o b ie ra n ie  w a r to ś c i  x ^ do danego A 
Poniew aż oba w yrażen ia  (14 ) s ą  podobn ie  zbudowane, ro z p a ­

trzym y jedno  z n ic h .
Po p r z e k s z ta łc e n ia ę h  e le m en ta rn y c h  otrzym ujem y

Ł ] - ^  = -x^j "^(2 A + a  -  a^ ) /  (2 A -  a + a^ ) (16)

P o d s ta w ia ją c  tu

A = k ( a  -  a ^ ) (17)

g d z ie  k  nowa zmienna 
otrzym ujem y:

x1- x 2 = -  X, ^(2  k  + 1 )/(2  k  -  1 ) (18)

J e s t  to  rów nan ie  p r o s t e j  w p ła s z c z y ź n ie  (x ^ ,x 2 ) .  Z a leżność  
w spó łczynn ika  kierunkow ego od k p rze d s taw io n o  na ry sunku  2 . 
Widać z n ie g o , ‘ja k a  powinna być w a rto ść  p a ra m e tru  k , by o t r z y ­
mać sensowne w a r to ś c i  na x^ i  Z rów nania  (17 ) i  (1 8 ) wi­
d a ć , że w a r to ś c i  k  = 1 /2  odpow iada b ra k  ekstrem ów . Małe x-i 
otrzym ujem y d la  k  d o s ta te c z n ie  b l i s k ie g o  w a r to ś c i  1/ 2 , a le  
większego.
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M iędzy czasam i x^ i  i s t n i e j e  podobna z a le ż n o ś ć . Ze wzo­
r u  (18 ) w ynika, że można je d y n ie  o k r e ś l ić  s to su n e k  i  n ie ­
z a le ż n ie  od n iego  x ^ /x ^ .

R ys. 2 . Z a leżn o ść  w spó łczynn ika  rów nania  (18) od p a ram etru  k

2 .2 .1 .3 .  Dodatkowe z a ło ż e n ie  o c i ą g ło ś c i  s ty c z n e j

J e ż e l i  przyjm iem y c ią g ło ś ć  s ty c z n e j  na g ra n ic y  dwu krzyw ych, 
o trzym ujem y warunek dodatkowy m iędzy dwu dowolnymi (d la  dane­
go k ) w a rto śc ia m i x i t i  = 1 . . . . 4 - .  Warunek dodatkow y j e s t  na­
s tę p u ją c y

b -  ^  = 4  c x2 + 2 c 1 (19 )

P rzy  pomocy związków (11 ) otrzym ujem y s tą d

2  x 1 ~ x 2  = 2  x ^ - x ^  ( 2 0 )

skąd  p rz y  pomocy rów nania  (18) i  a n a lo g iczn eg o  d la  x^ i  o -  
trzym ujem y zw iązek  m iędzy dwiema z w ie lk o ś c i  x ^ , i  = 1 , . . . . 4 .

\
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W ystępujący w nim p a ra m e tr  k  pozw ala z re a liz o w a ć  ró żn e  p rz y ­
p a d k i, np . x^ = X y  ^  = x ^ . J e ż e l i  dodatkowo p o s tu lu je m y , by 

/2  i  x ^ = x ^ /2 , otrzym ujem y sym etryczny  p rz e b ie g  k rzy ­
w ej. Wtedy krzyw a może m ieć k s z t a ł t  podobny do c o s in u s o id y  lu b  
s in u s o id y .

2 .2 .2 .  P o ło ż e n ie  równowagi o k re ś lo n e  j e s t  jak o  połowa r ó ż ­
n ic y  m iędzy obu ekstrem am i 

W tym p rzypadku  otrzym ujem y na a m p litu d ę  o s c y la c j i

W yrażenie na poziom  o d n ie s ie n ia  w tym p rzypadku  można p rz e d ­
s ta w ić  n a s tę p u ją c o

Wynika s tą d ,  że o b ie  d e f i n i c j e  a )  i  b )  s ą  tym b l i ż s z e  s i e b i e ,  
im m n ie jsz e  j e s t  x1 i  x .y

2 . 2 . 2 . 1 . D o b ie ra n ie  param etrów  u k ład u  do danego A 

P r z e k s z ta łc a ją c  w y rażen ie  ( 21 ) otrzym ujem y

A = ( ł  a  c -  b 2 ) /  8 c -  (4  ł ,  c 1 -  b ^ )  /8  c1

= (1/ 2 ( ^  _ 3̂ )  -  X4 A2X^3-  x4 j ]  (a_a1( a - a 1 ) (21 )

(2 2)

(2 A / ( a - a ^ ) )  (u2 -  ¿ j )  (v2 -  Ą) = u2 v2 -  x^ x2 (23 )

g d z ie  oznaczono

u = Xg -
(24)

v  =
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J e ż e l i  2 A / ( a - a ^ ) uważamy za p a ra m e tr ,  zaś u ,v ,x - j ,x ^  za zmien­
n e , rów nan ie  ( 2.5 ) p rz e d s ta w ia  pewną h ip e rp o w ie rz c h n ię  w p rz e ­
s t r z e n i  4-w ym iarow ej.

2 .2 .2 .2 .  D yskusja  rów nan ia  (2 5 )

Ze w zględu na  jed n o ro d n o ść  rów nania  możemy j e  doprow adzić 
do p r o s t s z e j  p o s ta c i  podstaw ien iem

u =

(25)
v  = x3

J e ż e l i  c h o d z i o z a k re s  zm ienności w ie lk o ś c i  k ^ , k ^ , to  muszą 
one być t a k  d o b ra n e , by b y ły  d o d a tn ie  i  by  b y ły  s p e łn io n e  n ie ­
rów nośc i ja s n e  z ry su n k u  1

x2 ^ x 1f x4 =s (26)

Ze względów f iz y k a ln y c h  musimy o d rz u c ić  p rzy p ad ek  lub  
równego z e ru ,  gdyż w tedy m usia ło  by  t e ż  być x>> lu b  x4 równe 
z e ru .  Możemy w ięc p rz y ją ć  t e  w a r to ś c i  ró ż n e  od z e ra  i  n a p is a ć  
rów nan ie  w n a s tę p u ją c e j  p o s ta c i

(2 A /(a -a ^  ) - 1 )  Icjkg - ( 2  A / ( a - a 1 ))  (k1+k2 )+(2 A /(a -a ,, )+1 = 0
(27)

W prowadzając nowe zmienne p rz y  pomocy p o d s ta w ie n ia

Ic, = ł  + 7 , k2 = § -  "V (28 )

otrzym ujem y rów nanie  h i p e r b o l i  rów nobocznej

(2 A /( a - a 1 ) - 1 ) 2 ( l - ( 2  A /( a - a 1 ))  /  ( (2  A (a -a i ) -  1 ) ) 2 -

-  (2 A/ ( a — ) _ 1 )2 i?2 = 1 (29)
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P o przedn io  r o z p a trz o n y  p rzy p ad ek  2 .2 .1  otrzym ujem y d la  rj = 0 
a lb o  k-j = k2 w tedy

S -  (2 A / ( a - a i ) ) / ( ( 2  yC a-a ,,) -  1 )  = 1 / ( 2  A /Ca-a., ) - 1 )  (30 )

Z rów nan ia  (2 9 )  w idać , że do danego A A a-a^  ) znajdu jem y p a rę  
w a r to ś c i  § , i? , s tą d  z aś  k |  i  k2 , to  zaś  p rz y  pomocy równań 
(2 5 ) d a je  zw ią zk i m iędzy x^ i  x2 o ra z  x^ i  x ^ . Dwie z 
ty c h  w ie lk o ś c i  s ą  dow olne.

2 .2 .2 .3 .  U w zg lędn ien ie  dodatkow ego w arunku, d o ty cząceg o  c ią ­
g ł o ś c i  s ty c z n e j

Warunek (2 0 ) d a je  w tym p rzypadku  zw iązk i

x ^ (1  ~ = X j (1  -  Y ^ 2 ^  ^  ^

a lb o

3 ^ (1  /  (1  + = x 2 ( 1- Y i 2 ) / ( 1 +t S 2 ) ( 32 )

W tym p rzypadku  p o z o s ta je  w ięc dow olna je d n a  z w ie lk o ś c i  
x ^ t i —1 . . . . 4 .

2 .3 .  T ru d n o ś c i , pow sta .iace p r z ?  u ż y c iu  w ielom ianów  i n t e r ­
p o la c y jn y c h  wyższego s to p n ia

J e ż e l i  z a m ia s t  w ielom ianów  d ru g ie g o  s to p n ia  użyjem y do a -  
proksym owania krzyw ych w ielom ianów  wyższego s to p n ia  np . t r z e ­
c ie g o  lu b  c z w arteg o  s to p n ia ,  t ru d n o ś c i  m atem atyczne r o s n ą  b a r ­
d z o . P ie rw sza  t ru d n o ś ć  p o le g a  na tym , że w ielom ian  t a k i  p o s ia ­
da w ię c e j niew iadom ych w spółczynników  a n i ż e l i  c z t e r y ,  wymaga 
w ięc do ic h  w yznaczen ia  dodatkow ych warunków. Dodatkowe warun­
k i  otrzym ujem y p o s tu lu ją c  c ią g ło ś ć  lu b  dany skok p ie r w s z e j ,d r u  
g i e j  i t d .  pochodnej krzyw ych w p u n k tach  w spólnych .

W płynęło do R e d a k c ji  8 . IV .65 r .
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KOJEBAHHH HfÆEKIHHE CPA3Y OnPSUEJEHHH) AMILHHTyny 

P e 3  n  m e

PaccMOTpeHH b paóoTe ycTaHOBronmecfl KOJieóauKH, K pm an KOTopmc c o c to h t  hb otjoc 
KpHBtoc anepnojunecKHX T ana 1 )  h  2 ) .  CorjiacHo [1] , K pm ne la x a e  MoryT hm ctb b 
oónea TOHKe npoH3BOAHyn HenpepHBHyn z m  npepHBHcfyio.
3  nepBOM CJiynae ohh menT aKcrpeMymi.
ITpouecę onncaH npz noMonm 6  Bemrom: a a^ Haaajn>HHX opjtHHaT nacTmnc kpkbhz, 
BpeMeH x x Xg, OTBenaBnnx sKCTpeMyMaM, z  Bpem«  x4 , OTBe^anunoc kohlom to c t -  
HHX KpEBHX • BpeMH CMHTSHO OT HaqajEt Bcex KpHBHX. IIOJiŷ eHH 3aBHCHMOCTH MBJWy 
aMnjiHTynoa ocquuDDgtit u BejmanHaMu: a a^ Xj_ x 2  x 3  x4 , ecjm KpKBHe 1 ) z  2 ) 
3aMemeHH nommoManoi BTopoË CTeneHH.

OSCILLATIONS WETH A GIVEN AMPLITUDE 

S u m m a r y

In  th e  p a p e r  t h e r e  were c o n s id e re d  s te a d y  o s c i l l a t i o n s , t h e  c u r ­
ve o f  which was composed o f  two a p e r io d ic  c u rv e s  o f  th e  form  1 ) 
and 2 ) .  The c u rv e s  o f  t h i s  ty p e  [1] can have in  th e  common point 
c o n tin u o u s  o r  n o n -co n tin u o u s  f i r s t  d e r i v a t i v e s .  In  th e  f i r s t  
c a se  th e y  have e x tre m a . The p ro c e s s  was c h a r a c te r i s e d  w ith  th e
h e lp  o f  s i x  q u a n t i t i e s :  th e  a , a-j i n i t i a l  o r d in a te s  o f  th e
p a r t i a l  c u rv e s ,  th e  t im e s  , x^ a p p e r ta in in g  to  th e  e x t r e ­
m es, w h ile  th e  t im e s  x2 t a p p e r ta in  to  th e  ends o f  th e  p a r ­
t i a l  c u rv e s . The tim e  was m easured  from  th e  b e g in n in g  o f  each
c u rv e . They were th e  r e l a t i o n s  g iv e n  betw een  th e  a m p litu d e  o f  
th e  o s c i l l a t i o n s  and t h e  q u a n t i t i e s  enum erated  b e fo re  when th e  
c u rv e s  1 ) and 2 ) were r e p la c e d  by p o ly n o m ia ls  o f  th e  second  gra­
d e .


