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WŁADYSŁAW MORYTKO

0 PEWNYM RÓWNANIU FUNKCYJNYM

W pracy [4] B. Choczewski i M. Kuczma podają metodę rozwiązania 
równania funkcyjnego postaci:

7S.<j)z.Ą i ii . f[!,«!),«!).................... g(m)(S>]

gdzie f(x) i g(x) są funkcjami szukanymi, zaś $»ś(x, y)
1 F(^,u0 »u1 ,...,un,v1 ,v2 ,...,vm ) funkcjami danymi.

W niniejszej pracy podamy rozwiązanie równania postaci:

*i£)-rjS,lL. = F[§,f(Ś),f’(^),...,f((i)] (1)

gdzie f(x) jest funkcją szukaną, zaś $ *l(x,y) i F(S,uQ,u1 ..u^ 
są funkcjami danymi.

Będziemy przy tym, zakładali, że f(x) jest klasy C12 w ja
kimś przedziale J (skończonym lub nie), Niech funkcja f (x) 
spełnia równanie (1) dla x,yeJ i niech $ =8(x,y) e J będzie
klasy C1 w kwadracie Q = JxJ oraz niech # 0 w Q.Istnie-
je zatem funkcja y = u(x,z) odwrotna do funkcji z = S(x, y) 
względem drugiej zmiennej. Podstawiając w (1) y = u(x,z) otrzy
mujemy:

(n)
s F [z, f ( z), f ’ (z),...,f (z)] (2)

dla x # u(x,z). Stąd
f(x) - f(u)
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Po wykonaniu w (3) różniczkowania i po pomnożeniu przez mianow
nik otrzymujemy*

[f’(x) - f’(u).uj (x - u) - [f(x) - f(u)] (1 - ux ) = 0 (4)

gdzie przez u_ oznaczyliśmy pochodną u(x,z).x dx
Ustalmy teraz dowolne ot + 0 należące dc J i połóżmy w (4)
z s ii (xfec) oznaczając f(oe) a p i ¿{a) a q.
Otrzymujemy więc wobec ujx, $ (x, CC)] a CC

[Y (x) - qux] (x -cc) - |f (x) - p] (1 - Ux ) a O

gdzie
r i i ^x(3C,oc)

5i - ai L1-5'*.“ )] - r o r  (5)

lub po przekształceniu

(x-cc) [f’(x) - q] a (1 - ux ). [f(x) - qx + qce - p] (6 )

Gdy podstawimy g(x) a f (x) - qx + qoc - p wtedy (6 ) przyjmie po
stać

(x -ce). g(x) a (1 - 5x ).g(x) (7 )
r 1 ~co daje g(x) a C.exp./— ^ ■ dx.

Uwzględniając podstawienie prowadzące z (6 ) do (7) otrzymujemy

1 - u.r i - u
f(x) a C.exp/ x _ -  -dx + qx + (p - qcC) (8)
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Powyższe wyniki możemy sformułować w postaci następującego 
twierdzenias

Twierdzenie 1
Jeżeli funkcja § (x,y) jest klasy cT' w kwadracie (J a J x J 

oraz jeżeli f(x) jest klasy Cn w J i spełnia dla x,y€J x#y
równanie (1 ), to jest ona kształtu (8 ), gdzie <X# 0 jest dowol
nym lecz ustalonym punktem z J, zaś ux jest określone przez
(5), a p,q i C są dowolnymi stałymi.
Wynika stąd następujący:

Wniosek
Pod założeniem twierdzenia 1 równanie (1) może posiadać co 

najwyżej trójparametrową rodzinę różniczkowalnych rozwiązań.
Niech teraz § = -vg^, skąd y a 2 Ś _ x, czyli ux = - 1.Pod

stawiając ux = 1 do (8 ) otrzymamy*
2 2 f(x) a C(x -cc) + qx + (p - qoc) a Cr + bx + a (9)

Zbadamy teraz jakiej postaci musi być funkcja F(§, tQ,t>|...tn) 
aby równanie (1 ) miało rozwiązania postaci (9) przy I = — .
Ponieważ z (9) wynika, że f”’(ac) « O, więc wystarczy funkcję F 
przyjąć w postaci p[$,f (§ ),f’(S ),f"(l)] .

Tak więc rozpatrzymy obecnie równanie*

W  - iizl = CO)

Przyjmując, że jest ono spełnione przez funkcje kwadratowe po
staci (9 ), otrzymujemy po podstawieniu do (1 0 )*

CCk+y) + b = CC^2 ) + b(^pO + a,C(x+y)+ b ,2c j .

2 2
Oznaczając - = tQ, C(^p) + b (^ jp ) + a =* ^ »

C(x+y) + b = tg» 85 ^ j» laamy P(tQ ft^ .tg, ^ ) » tg,
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a więc prawa strona (10) musi mieć postać Mamy więc
następująca!

Twierdzenie 2
Jeżeli równanie (1) dla Ś a ma być spełnione jrzez trój-

parsmetrową rodzinę postaci (9 )» to musi ono być postaci

Uwagą
Z twierdzenia 1 wynika, że jedynymi funkcjami, które rea

lizują wartość średnią o połowie są funkcje stałe, funkcjo li
niowe i trójmiany kwadratowe, gdyż równanie (1 1) jest spełnio
ne przez (9) dla dowolnych wartości parametrów a, b i C.

Jeżeli Ś * x+y to rozwiązanie (8 ) przyjmie również postać 
(9 ), ale wtedy (1 0 ) otrzyma postać:

f('X ^~-fy7  ̂= f’(z+y) ~ - ^ 2-.f”(x+y) (12)
* •

Równanie (12) jest również spełnione przez trójmiany kwadrato
we dla dowolnych wartości a, b i C.
Tymi uwagami kończymy niniejszą pracę.

Wpłynęło do Redakcji 21.12.64 r.
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0 H2K0T0P0 M  $ JH K m iO P A JjLH O M  y P A B H E W H  

P e  3 io « e

Abtop j,aeT b paöoTe pemerae $yHKUHO»aJEbHoro ypaBHeinifl (1 ) rae f(x) hckombä 
$yHKiaiH, § = 1  (x, y) jnoöaa <JyHKmiH KJiacca C1 HMeöiuan (¡fiymcmno oöpaTiiyio othoch- 
TeJitHo y. Abtop aoKa3HBaeT hto ypßBHeHHe (1 ) mosct HMert He (5oja>me new Tpex- 
napaMeTpoBoe CGMeäcTBO pemeHHä.
Pa3 CM0 ?peH0  HecKOJiLKO aacTHHX ojiyaaeB otopo ypaBHeHHfl.

ÜBER EINE FüNKTIONALGLEICHUNG 

Z u s a m m e n f a s s u n g

In dieser Arbeit ist die Lösung der Gleichung von der Form (1) 
gegeben, wobei f(x) die gesuchte Funktion, und 1 = 1  (x,y) eine 
beliebige Funktion der Klasse C1 ist, welche man in bezug auf 
y unkehren kann. Der Autor beweist, das du Gleichung (1) höch
stens eine dreiparametrische Schar von Lösungen haben kann.Spä
ter betrachtete man einige spezielle Fälle dieser Gleichung.


