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UOGOLNIENIE RZUTU STEREOGRAFICZNEGO

Przyjmijmy dowolng sfere fi , Styozng do niej w punkcie N
ptaszczyzne X i antypodyczny wzgledem punktu N punkt sfe-
ry S (rys.l). Rozwazmy rzut stereograficzny[ff], tj. rzut
Srodkowy sfery fi z punktu S na ptaszczyzne X .

Wiasnos$cig dobrze znang rzutu uzasadniajgcg zresztg je-
go duze znaczenie praktyczne jest zachowanie  wspoOtokrego-
wosci punktéw. Wiasnos¢ ta oznacza, ze rzutem W  dowolnego
okregu lezacego na sferze fi jest zawsze okrag i moze by¢ wy-
prowadzona na réznej drodze DL [2], [3] w oparciu o  syme-
trie sfery. :

Wprowadzmy dowolny punkt w nie lezacy na sferze fi i
ptaszczyznie X . Rozpatrzmy zwigzek przestrzennej kolineacji
Srodkowej (#)»dla ktérej punkt W jest Srodkiem, a rzutnia
X - ptaszczyzng kolineacji. Zwigzek-(X ) przeksztatca prze-
strzen £ zawierajacg sfere fi w przestrzen 22, w ktdérej u-
tworem przyporzadkowanym sferze fi bedzie kwadryka  krzywo-
liniowa fi”.

Wzaleznos$ci od przyjetego potozenia ptaszczyzny granicznej
VHX kwadryka fi. bedzie elipsoidg, paraboloidg elipty.cz-'

na lub hiperboloiag dwupowiokowa. Punktowi S sfery fi odpo-
wie w zwigzku (36)" punkt kwadryki fi®,- bedacy, jak tatwo

to okazaé, jej punktem pepkowym. WeZmy bowiem pod uwage pek
ptaszczyzn (p°°j réwnolegtych do .rzutni JT.Pekowi W prze-
strzeni £ przyporzadkowany jest pek ptaszczyzn (p~wprze-

strzeni 27, przy czym zachodzi! p~°= P~°. Przekrojom ko-
towym sfery fi plaszczyznami peku (P°°) odpowiadajg rowniez
kotowe przekroje kwadryki fi™ ptaszczyznami peku (p”°) gdyz

dzieki rownolegtosci ptaszczyzn obydwu pekéw przekroje te sa
Srodkowo-podobne o $srodku podobienstwa w punkcie W.
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Plaszczyzna T styczna (Jo sfery £2 w punkcie S nalezy do pe-
ku (p°°). Wynika stad, ze przyporzadkowana jej ptaszczyzna T,

styczna do kwadryki jQl w punkcie nalezy do peku (p-~),
a to z kolei oznacza, ze punkt jest istotnie punktem
pepkowym powierzchni £2,

Jest oczywiste, ze w przypadku przynaleznos$ci punktu wdo
prostej SN, kwadryka kolineacyjna ze sferg £2 jest powierz-
chnig obrotowg, a punkt stanowi jeden z jej wierzchot-
kow.

Wezmy pod uwage okrag f bedacy przekrojem sfery £2 do-
wolna,, ptaszczyzng”. PlaszczyZnie qe 2 odpowie w przestrzeni
2 N Plaszczyzna  », a okregowi f =72- stozkowa

Rzuémy okrag f z punktu S na ptaszczyzne X. Zgodnie . z
wiasnoscia rzutu stereograficznego otrzymujemy okrag w jako
przeciecie rzutnig X rzutujacej powierzchni stozkowej P 0
wierzchotku w punkcie S. Zauwazmy, ze powierzchni Pe2 w
zwigzku kolineacji (3e) odpowiada powierzchnia stozkowa

0 kierujgcej f~ i wierzchotku w punkcie S.,. Pary przypo-y
rzg.dkowanych sobie tworzgcych powierzchni P'i P. przecina-

ja sie w punktach lezgcych na ptaszczyZnie kolineacjiX,a to
oznacza, ze powierzchnia stozkowa P- przechodzi réwniez przez
okrag 10.

Z rozumowania powyzszego mozna wyciagnag¢ wniosek, ze rzuty
wszystkich stozkowych f~ powierzchni £ z punktu na

ptaszczyzne X przyporzadkowane okregom fi sfery £2 sg okre-

gami , Jest jednak oczywiste, ze kazdej krzywej ptaskiej le-
zacej na kwadryce £27 odpowiada w zwigzku kolineacji (X) o-

kreslony okrag sfery.Q . Wynika stgd moznos$¢ sformutowania
nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1

Dowolna stozkowa krzywoliniiowej kwadryki,Q”™ nie przecho-
dzaca przez jej punkt , wrzucona z punktu na ptasz-
czyzne rownolegta do ptaszcszyzny stycznej w tym  punkcie
wzgledem kwadryki £27~ jest; zawsze okregiem.
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Warto zauwazy¢* ze twierdzenie 1 miesci w sobie twierdzenie
o prostokgtnym rzutowaniu na okregi wszystkich elips (i okre-
géw) lezacych ria paraboloidzie obrotowej wdéwczas kiedy ptasz-
czyzna rzutéw jest-prostopadta do osi tej paraboloidy. Przy-
padek taki jest bowiem szczeg6lnym przypadkiem przeksztatce-
nia sfery £2 w kwadryke £, w ktérym punkt staje sie

Punktem niewtasciwym (ptaszczyzna graniczna VvV zwigzku (ae)zaj-
muje woéwczas potozenie styczne wzgledem sfery £2 w punkcie S/«
Wtej sytuacji dowody powyzszej wiasnosci paraboloidy obroto-
wej [4], [5] mozna uwazaé¢ za zbyt okrezne,

Wezmy -z kolei pod uwage powinowate przeksztatcenie W) prze-
strzeni X] w przestrzen Zalézmy przy tym,ze plaszczyz-

na powinowactwa jest rézna od ptaszczyzny kolineacji JT,a kie-
runek powinowactwa nie jest do niej rownolegty.
Jest oczywiste, ze powinowactwo (g) przeksztatca krzywoli-

niowa kwadryke w kwadryke krzywoliniowg Q7?,a ptaszczyz-
ne sz- f~ w ptaszczyzne X,,. Utworom ~ |, f~, I™ i u w
zwigzku @/ odpowiednio przyporzadkowane bedg utwory N>
rd iC w  z zachowaniem relacji incydencji i stosunku poje-

dynczego podziatu. Okregi on ptaszczyzny X= X" zostanaprze-
ksztatcone w elipsy w2i plaszczyzny X~ przy czym mimosro-

dy tych elips beda réwne, a kierunki ich osi identyczne.Ozna-
cza to, ze wszystkie elipsy 6 STy bedg podobnie potozo-

ne. Zauwazmy, ze punkt S2 kwadryki Q2 nie jest zadnym jej
punktem szczegdélnym, natomiast przekrdj tej kwadryki ptasz-
czyzng rownolegtg do ptaszczyzny stycznej Z~ w punkcie S2

jest stozkowg podobng i podobnie potozong wzgledem elips a2i
Plaszczyzny X

Podsumujmy powyzsze rozwazania. Wwyniku ztozenia przek-
sztatcen (‘je) i (#) uzyskaliSmy przyporzgdkowanie, w kto-
rym odpowiadaja:

1) sferze £2 - dowolna kwadryka krzywoliniowa £22,

2) biegunowi S - nieszczeg6lny punkt kwadryki S2>
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3) ptaszczyinie Z stycznej do sfery w punkcie S - ptasz-
czyzna r2 styczna do kwadryki &2 M punkcie S2,

4) rzutni 3CIIT- ptaszczyzna

Wprowadzmy nastepujgce okreslenie;
rzutem krzywoliniowej powierzchni stopnia drugiego Q 2 z do-

wolnego jej punktu S2 na dowolng ptaszczyzne rownole-

gta do ptaszczyzny Z2 stycznej w punkcie nazywamy uo-
gélnionym rzutem stereograficznym.

Korzystajgc z powyzszego okreSlenia» wnioski % przeprowadzo-
nych rozwazan ujgé mozna w postaci kolejnego, ogdlniejszego
twierdzenia*

Twierdzenie 2

Uogdlniony rzut stereograficzny stozkowych lezgcych na krzy-
woliniowej kwadryce £2 i nieprzechodzacych przez Srodek

rzutu jest zbiorem elips podobnych i podobnie potozonych*
Warto zauwazy¢, ze wzmianka o elipsach w sformutowaniu
twierdzenia 2 nie jest zawezeniem jego og6lnosci lecz kon-
sekwentnie wynika z okresSlenia uogo6lnionego rzutu stereogra-
ficznego. Gdyby bowiem rozwazy¢ dowolng ptaszczyzne juko rzut-
nie przecinajacg kwadryke Q? np. w hiperboli, woéwczas

nie bytoby mozliwe wskazanie takiego punktu S2«fl,,jako $rod-
ka rzutu stereograficznego, w ktérym ptaszczyzna styczna T2
spetniataby warunek; Z7II Kazda bowiem ptaszczyzna i

przechodzi przez te same. dwa r6zne punkty niewtasciwe powierz-
chni B2 1P”~zez punkty niewtasciwe tworzacych stozka.asympto-

tycznego powierzchni Q rownolegtych do vV }, a zatem nie

moze by¢ styczna do kwadryki krzywoliniowej.

Ka zakonczenie wskazmy na mozliwo$¢ praktycznego wykorzy-
stania twierdzen 1 i 2.
WeZzmy np* pod uwage nastepujacy przykiad;

Zadanie 1. Dana jest dowolna» nieobrotowia kwadryka # i dowol-
na prosta m. Wyznaczy¢ punkt;y przebicia kwadryki
$ prosta m (rys.2).
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Rozwigzanie

Przez prosta m prowadzimy dowolng ptaszczyzne tngcag kwa-
dryke # w stozkowej ¢ nieprzechodzacej przez punkt pepko-

wy S. Obieramy dowolng ptaszczyzne g réwnolegtg do plaszczyz-
ny stycznej do kwadryki w punkcie S i rzucamy na nig z punk--
tu S prosta m oraz stozkowg cg Otrzymujemy prostg m i
okrag c”, ktérych punkty wspoélne i 2", odniesione na
prosta m za pomocg promieni rzutujgcych dajg rozwigzanie®
Jest widoczne, ze konstrukcja powyzsza prowadzi do pewnych u-
p-roszczen w zagadnieniach dotyczacych przenikania sie kwadryk
krzywoliniowych z kwadrykami prostoliniowymi.

Wpityneto do Redakcji 12.10.65
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UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DER STEREOGRAPHISCHEN PRQJEKTION

Zusammenfassung

Auf Grund der Eigenschaften von raumlicher Kollineation sind
in der Arbeit zwei Satze bewiesen, die verallgemeinerte ste-
reographische Projektion betreffen. Es handelt sich hier um
Projektionen beliebiger Durschnittskurven der Flache 2-ter Ord
nung aus einem beliebigen Punkte dieser Flache auf die Projek-
tionsebene, die mit-der Tangentialebene im Zentrum der Projek-
tion zueinander parallel.ist.

Die Anwendung der verallgemeinerten stereographischen Pro-
jektion ist in der Konstruktion von Durchschnittspunkten ei-
ner Flache 2. Ordnung mit beliebiger Gerade bewiesen.



