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UOGÓLNIENIE RZUTU STEREOGRAFICZNEGO

Przyjmijmy dowolną s fe r ę  f i  , śtyozną do n ie j  w punkcie N 
płaszczyznę X  i  antypodyczny względem punktu N punkt s f e ­
ry S ( r y s . l ) .  Rozważmy rzu t s te r e o g r a f ic z n y [ff ] , t j .  rzu t  
środkowy s fe r y  f i  z punktu S na p ła szczyzn ę X  .
W łasnością dobrze znaną rzu tu  u zasad n iającą  z r e s z tą  j e ­
go duże znaczenie praktyczne j e s t  zachowanie w spółokręgo- 
w ości punktów. W łasność ta  oznacza, że rzutem W  dowolnego 
okręgu leżącego  na s fe r z e  f i  j e s t  zawsze okrąg i  może być wy­
prowadzona na różnej drodze DL [2] ,  [3] w oparciu  o syme­
t r i ę  s fe r y . .

Wprowadźmy dowolny punkt w n ie  le ż ą c y  na s fe r z e  f i  i  
p ła szczy źn ie  X  . Rozpatrzmy zw iązek p rzestrzen n ej k o l in e a c j i  
środkowej (#) »dla k tórej punkt W j e s t  środkiem, a rzu tn ia  
X  -  p ła szczyzn ą  k o l in e a c j i .  Z w iązek-( X ) p rzek szta łca  prze­
strzeń  £  zaw ierającą s fe r ę  f i  w p rzestrze ń  2^ ,  w k tó re j u -
tworem przyporządkowanym s fe r z e  f i  b ęd zie  kwadryka krzywo­
lin iow a  fi^ .

W z a le ż n o śc i od p rzyjętego  p o łożen ia  p łaszczyzny  gran iczn ej  
VH X  kwadryka f i .  b ęd zie  e l ip s o id ą ,  paraboloidą e l ip ty .c z - '  
ną lub h ip erb o lo ia ą  dwupowłokową. Punktowi S s fe r y  f i  odpo­
wie w związku (36)' punkt kwadryki fi^,- będący, jak  łatw o

to  okazać, je j  punktem pępkowym. Weźmy bowiem pod uwagę pęk
p ła szczy z n  (p°°j rów noległych do .rzutni JT.Pękowi (p®} w prze­
s t r z e n i  £  przyporządkowany j e s t  pęk p łaszczyzn  (p ^ w p r z e ­

s t r z e n i  2 ^ ,  przy czym zachodzi! p^°= P^°. Przekrojom ko­
łowym s fe r y  f i  płaszczyznam i pęku ( P ° ° )  odpowiadają również 
kołowe przekroje kwadryki fi^ p łaszczyznam i pęku (p^°) gdyż 
d z ię k i  ró w n o leg ło śc i p łaszczyzn  obydwu pęków przekroje t e  są  
środkowo-podobne o środku podobieństwa w punkcie W.
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P łaszczyzn a  T  styczn a  (Jo sfery  £2 w punkcie S n a leży  do pę­
ku (p°°). Wynika s tą d , że przyporządkowana j e j  p łaszczyzn a  T,

styczn a  do kwadryki jQ1 w punkcie n a leży  do pęku ( p ~ ) ,

a to  z k o le i  oznacza, że punkt j e s t  i s t o t n ie  punktem

pępkowym pow ierzchni £2^.

J e s t  o czy w iste , że w przypadku p rzy n a leżn o śc i punktu w do 
p r o s te j  SN, kwadryka kolineacyjna ze s fe r ą  £2 j e s t  powierz­
chn ią  obrotową, a punkt stanow i jeden  z j e j  w ierzch o ł­
ków.

Weźmy pod uwagę okrąg f  będący przekrojem s fe r y  £2 do­
wolna,, p ła s z c z y z n ą ^ . P łaszczyźn ie  q e 2  odpowie w p r z e s tr z e n i  
2  ̂ P łaszczyzna  ^, a okręgowi f  = >̂£2-  stożkowa

Rzućmy okrąg f  z punktu S na p ła szczyzn ę X . Zgodnie . z 
w ła sn o śc ią  rzu tu  stereograficzn ego  otrzymujemy okrąg w jako  
p r z e c ię c ie  rzu tn ią  X rzu tu jącej pow ierzchni stożkowej P  o 
w ierzchołku  w punkcie S. Zauważmy, że pow ierzchni P e 2  w 
związku k o lin e a c j i  ( 3e) odpowiada pow ierzchnia stożkowa
o k ie r u ją c e j  f^ i  w ierzchołku w punkcie S.,. Pary przypo-y 
rzą.dkowanych sob ie tworzących pow ierzchni P ' i  P. p rzec in a ­

ją  s i ę  w punktach leżących  na p ła sz c z y ź n ie  k o l in e a c j iX ,a  to  
oznacza, że pow ierzchnia stożkowa P- przechodzi również przez 
okrąg 10 .
Z rozumowania powyższego można w yciągnąć w niosek , że rzu ty  
w szy stk ich  stożkowych f ^  pow ierzchni £2  ̂ z punktu na

p łaszczyzn ę X przyporządkowane okręgom f i  s fe r y  £2 są okrę­

gami , J e s t  jednak o czy w iste , że każdej krzywej p ła s k ie j  l e -  
żą ce j na kwadryce £2  ̂ odpowiada w związku k o lin e a c j i  (X ) o-

kreślon y  okrąg s f e r y .Q  . Wynika stąd  możność sformułowania 
następującego tw ierd zen ia :

Twierdzenie 1

Dowolna stożkowa krzyw oliniiow ej kwadryki,Q^ n ie  przecho­
dząca przez j e j  punkt , wrzucona z punktu na p ła sz ­
czyznę rów noległą do p łaszcszyzny styczn ej w tym punkcie 
względem kwadryki £2  ̂ j e s t ;  zawsze okręgiem.
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Warto zauważyć* że tw ierd zen ie  1 m ie śc i w sob ie  tw ierd zen ie  
o prostokątnym  rzutow aniu na ok ręg i w szy stk ich  e l ip s  ( i  okrę­
gów) leżących  ria p a ra b o lo id z ie  obrotowej wówczas k iedy  p ła sz ­
czyzna rzutów je s t-p r o s to p a d ła  do o s i  t e j  p arab olo id y . Przy­
padek ta k i  j e s t  bowiem szczególnym  przypadkiem p rze k sz ta łc e ­
n ia  s fe r y  £2 w kwadrykę £2 ^, w którym punkt s ta je  s ię

Punktem niew łaściwym  (p łaszczyzn a  gran iczna V związku ( a e )zaj­
muje wówczas p o ło żen ie  styczn e względem s fe r y  £2 w punkcie S / « 
W t e j  s y tu a c j i  dowody powyższej w ła sn o śc i paraboloidy obroto­
wej [4 ] , [5 ]  można uważać za zbyt okrężne,
Węźmy -z k o le i  pod uwagę powinowate p r z e k sz ta łc e n ie  W) prze­
s t r z e n i  X] w p rzestrze ń  Załóżmy przy tym ,że p ła szczy z­

ną powinowactwa j e s t  różna od p łaszczyzn y  k o l in e a c j i  JT, a k ie ­
runek powinowactwa n ie  j e s t  do n ie j  rów n oleg ły .
J e s t  o czy w iste , że powinowactwo ( g )  p rzek sz ta łc a  krzyw oli­
niową kwadrykę w kwadrykę krzyw oliniow ą Q ? , a p ła szczy z ­

nę SZ- f  ̂  w p łaszczyzn ę X ,, .  Utworom ^ , f^ ,  1"̂  i  u) w

związku (<0 / odpowiednio przyporządkowane będą utwory ^ >
r .  i  w z zachowaniem r e l a c j i  in c y d e n c ji i  stosunku p o je -  

d c
dyńczego p o d z ia łu . Okręgi on p łaszczyzn y  X =  X^ zostanąprze- 

k sz ta łco n e  w e l ip s y  w2 i  p łaszczyzn y  X ^  przy czym mimośro-

dy ty ch  e l ip s  będą równe, a k ieru n k i ic h  o s i  identyczne.O zna­
cza t o ,  że w szy stk ie  e l ip s y  6 STg będą podobnie położo­

n e . Zauważmy, że punkt S2 kwadryki Q2 n ie  j e s t  żadnym je j  
punktem szczególnym , natom iast przekrój t e j  kwadryki p ła sz ­
czyzną rów noległą  do p łaszczyzny  sty czn ej Z ^  w punkcie S2

j e s t  stożkową podobną i  podobnie położoną względem e l ip s  a>2 i  

P łaszczyzn y  X

Podsumujmy powyższe rozw ażania. W wyniku z ło ż e n ia  przek­
s z ta łc e ń  ('je) i  ( # )  uzyskaliśm y przyporządkowanie, w któ­
rym odpowiadają:

1 ) s fe r z e  £2 -  dowolna kwadryka krzyw oliniowa £22 ,

2 ) biegunow i S -  n ie sz c z e g ó ln y  punkt kwadryki S2>
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3) p ła sz c z y ź n ie  Z  s ty czn ej do s fe r y  w punkcie S -  p ła sz ­
czyzna r 2 styczna do kwadryki &2 VJ punkcie S2 ,

4) r z u tn i 3 C IIT -  p łaszczyzna

Wprowadźmy n astępu jące o k reś len ie ;  
rzutem krzyw olin iow ej pow ierzchni stopn ia  drugiego Q 2 z do­

wolnego je j  punktu S2 na dowolną płaszczyznę równole­

g łą  do p ła szczyzn y  Z*2 sty czn ej w punkcie nazywamy uo­
gólnionym  rzutem  stereograficzn ym .
K orzystając z powyższego określen ia»  w nioski % przeprowadzo­
nych rozważań u ją ć  można w p o s ta c i ko lejnego , o g ó ln ie jsz e g o  
tw ierdzenia*

Tw ierdzenie 2

U ogólniony rzu t s tereo g ra ficzn y  stożkowych leżących  na krzy­
w olin iow ej kwadryce £2 i  nieprzechodzących przez środek

rzu tu  j e s t  zbiorem e l ip s  podobnych i  podobnie położonych*
Warto zauważyć, że wzmianka o e lip sa c h  w sformułowaniu  

tw ierd zen ia  2 n ie  j e s t  zawężeniem jego  o g ó ln o śc i le c z  kon­
sekwentnie wynika z o k reś len ia  uogólnionego rzu tu  s tereo g ra -  
f ic z n e g o . Gdyby bowiem rozważyć dowolną p łaszczyznę juko rz u t­
n ię  p rzec in ającą  kwadrykę Q ? np. w h ip e r b o li ,  wówczas

n ie  byłoby możliwe wskazanie tak iego  punktu S2« fl,,ja k o  środ­

ka rzu tu  s te r e o g r a fic z n e g o , w którym p łaszczyzna styczn a  T 2 

sp e łn ia ła b y  warunek; Z^ll Każda bowiem p łaszczyzna  i

p rzechod zi przez te  same. dwa różne punkty n iew łaściw e powierz­
ch n i ß 2 IP^zez punkty n iew łaściw e tworzących stożka.asym pto­
tycznego pow ierzchni Q  rów noległych do V  } ,  a zatem n ie

może być styczna do kwadryki krzyw olin iow ej.
Ka zakończenie wskażmy na m ożliwość praktycznego wykorzy­

s ta n ia  tw ierdzeń  1 i  2 .
Weźmy np* pod uwagę następujący  przykład;

Zadanie 1 . Dana j e s t  dowolna» nieobrotowia kwadryka #  i  dowol­
na p rosta  m. Wyznaczyć punkt;y p r z e b ic ia  kwadryki 
$  p rostą  m ( r y s .2 ) .
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R ozw iązanie

Przez p ro stą  m prowadzimy dowolną p łaszczyznę tnącą  kwa- 
drykę #  w stożkowej c n ieprzechodzącej przez punkt pępko­
wy S . Obieramy dowolną p łaszczyznę ą  rów noległą  do płaszczyz­
ny s ty czn e j do kwadryki w punkcie S i  rzucamy na n ią  z punk-- 
tu  S p ro stą  m oraz stożkową c:«, Otrzymujemy p ro stą  m i  
okrąg c^ , k tórych  punkty wspólne i  2 ^ ,  o d n iesion e  na
p r o stą  m za pomocą prom ieni rzutujących dają rozw iązanie^  
J e s t  w idoczne, że konstrukcja powyższa prowadzi do pewnych u -  
p-roszczeń w zagadnieniach  dotyczących przen ikan ia  s ię  kwadryk 
krzyw oliniow ych z kwadrykami prostolin iow ym i.

Wpłynęło do R edakcji 12 .1 0 .6 5
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ÜBER EINE VERALLGEMEINERUNG DER STEREOGRAPHISCHEN PROJEKTION 

Z u s a m m e n f a s s u n g

Auf Grund der E igen sch aften  von räum licher K o llin e a tio n  sind  
in  der A rbeit zw ei Sätze b ew iesen , d ie  v era llg em ein er te  s t e ­
reograph isch e P ro jek tio n  b e tr e f fe n . E s  handelt s ic h  h ier  um 
P rojek tion en  b e l ie b ig e r  Dur sch n ittsk u rven  der F läche 2 - te r  Ord­
nung aus einem b e lie b ig e n  Punkte d ie se r  F läche auf d ie Projek­
tio n seb en e , d ie m it-d er  T angentialebene im Zentrum der Projek­
t io n  zueinander p a r a l l e l . i s t .

D ie Anwendung der v era llg em ein erten  stereograph ischen  Pro­
je k t io n  i s t  in  der K onstruktion von D urchschnittspunkten e i ­
ner F läche 2 . Ordnung m it b e lie b ig e r  Gerade b ew iesen .


