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ZASTOSOWANIE HIPERRZUTNI DO UOGÓLNIENIA 
METODY MONGE*A ^  •
NA EUKLIDESOWĄ PRZESTRZELI CZTEROWYMIARGWĄ J

S tr e sz c z e n ie . Dla odwzorowania f ig u r  przestrze­
n i  czterowymiarowej metodą Monge’ a autor wyróż­
n ia  w t e j  p r z e s tr z e n i h ip erp łaszczyzn y  wzajemnie 
p rostopad łe i  przyjmuje je  za h ip errzu tn ie .R zu ­
ty  prostokątne f ig u r  tej p r z e s tr z e n i czterow y- 
miarowej na p rzy ję te  h ip errzu tn ie  nazywa h ip er -  
rzutam i, punkty wspólne zaś tych  f ig u r  z h ip er -  
rzu tn iam i nazywa h iperśladam i. H iperzuty i  hipen- 
śla d y  f ig u r  odwzorowuje d a le j metodą Monge'a na 
p ła sz c z y ź n ie .

Szczegółowo omówione są rzu ty  p u n k tu ,p ro ste j, 
p łaszczyzny  i  h iperp łaszczyzny oraz wyprowadzo­
ne są uogólnione wykreślne warunki ic h  przynależ­
n o ś c i  ( in c y d e n c j i) .

Zagadnienie odwzorowania p r z e s tr z e n i 4”'wymiarowej znane je ś  
już od w ie lu  la t  i  związane j e s t  z ogólnym i rozważaniami nad 
geom etrią  t e j  p r z e s tr z e n i. Opracowano już k ilk a  różnych me­
tod  odwzorowania. J e ś l i  chodzi o metodę rzu tu  prostokątne­
g o , która j e s t  podstawą metody Monge*a. to  n a jsz erze j roz­
winą.! j ą  P..H. Schoute (M ehrdiemensionale Geometrie T.I-19J02 
i  T .11-1905} podając zasady odwzorowania na p ła szczy źn ie  w 
u k ład zie  cz terech  o s i  wzajemnie p rostopad łych  x ^ ,  x ^ ,  x  , 
Xą i  parę przykładów n a jp ro stszy ch  k o n stru k cji. N ie rozw i­
ja  on je j  jednak d a lej i  n ie  wyprowadza żadnych u ogó ln ien ia  
zastosowane oznaczenia słu żą  r a c z e j  do u ła tw ien ia  op isu  ry­
sunków n iż  d la celów konstrukcyjnych .

N in ie  j s z a . praca j e s t  próbą z n a le z ie n ie  związków i  analo­
g i i  między geom etrią wykreślną p r z e s tr z e n i  3-wymiarowej i  4-
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Metoda Monge'a po lega  na odwzorowaniu elementów p r z e s tr z e n i  
trójwymiarowej na p ła sz c z y ź n ie  za pomocą rzutow ania p ro sto ­
kątnego na dwie (lub w ię c e j)  wzajemnie p rostopad łe  p ła szczy z ­
ny zwane rzutn iam i i  n a stęp n ie  sprowadzania tych  p ła szczyzn  
do wspólnej p łaszczyzn y  rysunku przez obrót dokoła ic h  w spól­
nej krawędzi zwanej o s ią  rzutów ,

W euk lidesow ej p r z e s tr z e n i 4-wymiarowej p rzestrze ń  3-wymia­
rowa (euklidesow a) j e s t  h ip erp ła szczy zn a , przy czym i s t n i e j ą  
co najm niej dwie wzajemnie p rostopad łe (w s e n s ie  zwykłym^czy- 
l i  częściow o p rostopad łe) h ip erp łaszezyzn y  przecinające s ię  we 
w spólnej p ła sz c z y ź n ie ,
Ponieważ przez każdy punkt P p r z e s tr z e n i 4 -wymiarowej prze­
chodzi ty lk o  jedna p ro sta  prostopad ła  eto danej h ip erp łaszczyz-  
ny, a mająca z n ią  ty lk o  jeden  punkt wspólny P1 będący rzutem  
prostokątnym punktu P na t ę  h ip erp ła szczy zn ę ,w ięc  odpowied­
nikiem  metody Monge*a b ęd zie  w 4-wymiarowej p r z e s tr z e n i euidi- 
desowej metodą odwzorowania p o leg a ją ca  na rzutow aniu p ro sto ­
kątnym elementów t e j  p r z e s tr z e n i na dwie (lub w ięce j) wzajem­
n ie  p rostopad łe  h ip erp łaszozyzn y  zwane d a le j h iperrzutn iata i i  
sprowadzeniu ic h  do w spólnej h ip erp ła szczy zn y , w k tórej można 
ju ż  stosow ać zwykłą metodę Monge*a d la  otrzym ania pzutów na 
p ła sz c z y ź n ie  rysunku.,

Wprawdzie można również rzutować p rosto k ą tn ie  w p r z e s tr z e ­
n i 4 -wymiarowej bezpośrednio na dwie wzajemnie prostopadłe w 
s e n s ie  wyższym ( ś c i ś l e  p rostop ad łe) p łaszczyzn y  mające ty lk o  
jeden  punkt w spólny, a lę  sposób ten  n ie  oddaje i s t o t y  metody 
Monge*a i  n ie  pozwala na u o g ó ln ie n ie  k o n stru k cji w ykreślnych  
t e j  metody na p r z e s tr z e ń  4-Y/y miarową..

Poza tym zastosow an ie h ip err zu tn i pozwala ła tw ie j  p rzy sto ­
sować abstrakcyjne p o ję c ia  i  konstrukoje g eo m etr ii w yk reśl-

Gd n o tk i i z e  stron y  1 1 ,

wymiarowej oraz opracowania uogóln ionych  zasad konstrukcyj­
nych w m etodzie Mónge’a , pozw alających na traktow anie s t o ­
sowanych ob ecn ie k on stru k cji i  oznaczeń jako szczegó ln y  
przypadek o g ó ln ie j s z e j  metody ważnej d la  p r z e s tr z e n i 4-wy­
mi arow ej,

W tym celu- au tor wprowadza nowe, oryg inalne oznaczenia i  
w oparciu  o n ie  wyprowadza przykład owo konstrukcyjne u ogó l­
n ie n ia  metody Monge’a w przypadku in c y d e n c j i .  Autor uważa, 
że w te n  sposób można u p rzystęp n ić  w większym stop n iu  geo­
m etr ię  wykres Iną p r z e s tr z e n i 4-wymiarowej d la  celów  dydak­
tycznych  i  zastosow ań tech n iczn ych .
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nej 4-wymiarowej do in te r p r e ta c j i  techn icznej lub f iz y c z n e j  
przez p r z y ję c ie  np. jednej z h ip errzu tn i jako " lin io w ej prze­
s t r z e n i  b r y ł rzeczyw istych " , co odpowiadałoby p o jęc iu  " rzu tn i 
poziomej" w zw ykłej m etodzie Monge’ a a d ru g iej h ip err zu tn i 
jako " lin io w ej p r z e s tr z e n i parametrycznej", g d z ie  parametrem 
może być dowolna w ie lk o ść  f iz y c z n a  (np. c z a s ) ,c o  odpowiadało­
by znowu p o jęc iu  " rzu tn i pionowej".

P on iżej na przyk ład zie  p rzyn a leżn ości elementów p rzed sta ­
wimy m ożliwość u o g ó ln ien ia  k o n stru k cji podstawowych metody 
iilonge’ a na euklidesow ą p rzestrzeń  4-wymiarową.
W tym c e lu  najpierw  wprowadzimy p o jęc ia  i  ozn aczen ia , którym i 
p ó źn iej będziemy s ię  p o s łu g iw a li oraz omówimy zasady odwzoro­
wania elementów p r z e s tr z e n i 4-wymiarowej tą metodą..

i  • P o .iec ie  h ip errzu tu  (rzu tu  przestrzennego)
4 ,

H i p e r r z u t e  m punktu w p rzestrzen i 4-wymiarowej bę­
dziemy nazyw ali rzu t prostokątny tego punktu na h ip e r p ła sz -  
czyznę (h ip e r r z u tn ię ) .
Łatwo wykazać, że hiperrzutem  p ro ste j  je s t  p r o s ta ,a  h ip errzu -  
tem p łaszczyzny  j e s t  również p łaszczyzna przynależna do danej 
h ip e r r z u tn i [ i ]  [4] .

2 . P o .iecie  h ip erślad u  (ś lad u  przestrzennego)

H i p e r ś l a d e m  p ro ste j będziemy nazyw ali punkt wspól­
ny p r o s te j  z h ip errzu tn ią*
Można również łatw o wykazać, że  hiperśladem p łaszczyzn y  j ą e t  
p r o sta , a h iperśladem  h ip erp łaszczyzn y  je s t  p łaszczyzna  przy­
należna do danej h ip err zu tn i 0 ]  w .

3 . Czterowymiarowy prostokątny układ h ip errzu tn i

Przyjmijmy w p r z e s tr z e n i 4-wymiarowej układ w spółrzędnych pro­
stokątnych  o początku w punkcie 0 i  osiach  x , y , z ,  u , (rys. 
1 ) .
O sie t e  wyznaczają parami 6 p łaszczyzn:

, r ].=  xy X X1 = xz ¿TI n  = yz X l y  =  zu ¿Ty =  uy # V I  =  ux
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R y s .  2

R y s .  1



oraz trójkam i 4 h ip erp łaszczyzn y  (.przestrzen ie 3-wymiarowe):

11  ̂ = xyz; I I 2 = xzu; U ^  = yzuj U = xyuj

W dalszym ciągu  p roste  x , y , z ,  u będziemy nazywali o s ia ­
mi rzutów , p łaszczyzn y  . . . .  3C -  płaszczyznam i rzutów lub

rzu tn iam i, a h ip erp łaszczyzn y  17-j • -  h iperrzutniam i przy

czym h ip errzu tn ie  Tl^ iJ 7 2 oraz rz u tn ie  X  b ęd zie ­

my nazyw ali g ł ó w n y m i .

4 . Zasada oznaczania rzutów

1 2H iperrzuty punktu A będziemy o zn a cza li odpowiednio: A , A ,
3 4 1 2  3 4A , A } h ip errzu ty  p r o s te j:  a , a , a , a j h iperrzuty p ła s z -

1 2 3  4 'czyzhy cc: CC * «  * Ot * Of • Każdy z hiperrzutow można n a stęp n ie
zrzutować p rp ętok ątn ie w jego  p r z e s tr z e n i rzutów (h ip errz u t­
n i)  na rzu tn ie  wyznaczające t ę  p rzestrzeń  (rys. 2 ) .  Otrzymamy
w te n  sposób 6 rzutów na rzu tn iach  do # 3 ^, k tóre to  rzu ty
oznaczymy ta k , jak  w zwykłej m etodzie Monge’ aj

✓ ✓✓ ✓ ✓✓ 17 V VI
rzu ty  punktu - A , A  , A , A  , A » A •

, , . f ■>* VIrzu ty  p ro ste j -  a ,  a   a •

Rzuty i  h ip errzu ty  na rzu tn ia ch  i  h iperrzutn iach  głównych bę­
dziemy nazyw ali głównymi.

H iperślady oznaczać będziemy cyfram i arabskimi odpowiada­
jącym i numerom h ip err zu tn i i  umieszczonymi przed symbolem e -  
lementu np; 1 a, 2a, 1 cc , 4oC, 211 i t d ,  natomiast zwykłe śla d y  
na rzu tn ia ch  7 cyfram i rzymskimi umieszczonymi przed znakami 
elementów n p .: I a , I l a ,  Ioc , 1 YTL i t d .
Ślady hiperrzutow : l a 1, I l a 1 . Ioc i t d .  
ślad y  h iper ś la d  ów 5 1 ( 100, ,  Iv(2Jl), i t d .

Zastosow anie h ip err zu tn i do u o g ó ln ien ia  metody Monge*a 15



1 6 J u lia n  Siurek

4* Sprowadzenie przestrzennego  układu r z u tn i do w spólnej p ła­
szczyzny rysunku

Przez " r o z c ię c ie ” czterowymiarowego układu h ip er r z u tn i wzdłuż 
jed n ej o e i  (np. u) i  przechodzących przez n ią  r z u tn i oraz 
przez obrót tr z e c h  h ip er r z u tn i można sprowadzić t e  h ip eh rzu t-  
n ie  do p o z o s ta łe j  h ip e r r z u tn i. Otrzymuje s ię  w ten  sposób 
sprowadzony 3-wymiarowy układ h ip e r r z u tn i. w którym oś u wy­
stęp u je  3 ra zy , za ś  r z u tn ie  X. ,  X  i po dwa razy  ( r y s .3 ;. 
Układ ten  łatw o już można rozw inąć na jedną p łaszczyzn ę w spo­
sób stosowany w zw ykłej m etodzie lionge*a z tym, że d la  unik­
n ię c ia  pokrywania s ię  rzutów trzeb a  poza obrotami dokonać rów­
n ie ż  p rzesu n ięć  n iek tórych  r z u tn i.

Tak otrzymujemy r o zw in ię ty  układ r z u tn i p r z e s tr z e n i 4-wy- 
miarowei (r y s . 4 ) .  R zutnie JT_, X  , X  ( zakreskowane) są  
głównymi rzu tn iam i, przy czym X ^  i  odwzorowują pierw szą

h ip e r r z u tn ię  główną , a i  -  drugą h ip errzu tn ię

główną Tlg*
P łaszczyzn a  j e s t  r zu tn ią  wspólne d la  obu h ip err zu tn i
głównych TI^ i  P o z o s ta łe  r z u tn ie  i  h ip err zu tn ie  są pomoc­
niczym i i  mogą być w w ię k sz o śc i przypadków p om in ięte .

W dalszym  cią g u  będziemy s ię  p o s łu g iw a li przeważnie upro­
szczonym układem głównych r z u tn i (r y s .  5^.
Uwaga: N ależy  tu  zauważyć, że d la  h ip er r z u tn i IZj przyjąć moż­
na te  same oznaczenia  o s i  i  r z u tn i co d la  trójwymiarowej prze­
s t r z e n i  w zw ykłej m etodzie I.tonge’ a .

5» Odwzorowanie f in u r  elem entarnych p r z e s tr z e n i 4-wymiarowe.i

5 .1 .  P u n k t

Rzuty punktu w uproszczonym u k ład zie  r z u tn i przedstaw ia r y s .6.

Widzimy tu  tr z y  główne rzu ty  P^, P ^ ,  P ^  punktu P leżące na 
odnoszących prostopad łych  do o s i  rzutow i
Rzuty P '  i  F "  wyznaczają w h ip er r z u tn i .,IL{ h ip errzu t P 
punktu P, a r zu ty  P  ̂ i  P ^  h ip errzu t w h ip errzu tn ill,.
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Rys. 4
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O d le g ło śc i poszczególnych  rzutów od odpowiednich o s i  są współ» 
rzędnymi punktu P, [1] [3] > a m ianow icie:

* 1P 'x  = g -  g ł ę b o k o ś ć  punktu P równa o d leg ło ­
ś c i  punktu P od h ip err zu tn i2  ̂ c z y l i  g łęb o ­
kość" punktu Pf

P y = s -  s z e r o k o ś ć  punktu P równa , o d leg ło ­
ś c i  punktu P od I I y

f  *1P x  = w -  w y s o k o ś ć  punktu P równa o d le g ło ś c i  
punktu P od JT ,̂ k tórą  to  o d leg ło ść  będziemy
rów nież nazywać "wysokością" punktu P.

PIVz= p t w artość parametru punktu P, lub krótko "p a -  
r  a m e t  r" punktu P jako o d leg ło ść  punktu 
P od h ip err zu tn i ILj.

Współrzędne t e  mogą być dodatnie lub ujemne.

5 .2 .  P r  o, s t  a

Rzutem dowolnej p r o s te j  a w uproszczonym - układzie r z u tn i  
p r z e s tr z e n i 4-wymiarowej j e s t  układ trzech  dowolnych p rostych  
a", a , a^v w yznaczających parami dwa h iperrzuty t e j  prostej:

1 2  '3 / x i  a / * s* XV \ \(a . a ; (a f  a ) (r y ś . 7 ) .

1 2  1 1P roste  a i  a p r e b i j a j ą  rzu tn ie  w punktach la  i  I la
2 2

oraz I la  i  IVa , k tóre są śladam i hiperrzutów proste.i a «Ale
1jed n ocześn ie  w punkcie I la  prosta  p rzeb ija  h ip errzu tn ię  J l^ t 

gdyż je j  g łębok ość (o d l. od U^) w tym punkcie równa j e s t  zero  
w ięc punkt ten  j e s t  również hiperśladem  2a p rostej a .
Tak samo punkt I l a 2 j e s t  hiperśladem  1a prostej, a .

_

D e fin ic je  i  tw ierd zen ia  dotyczące o d le g ło ś c i  punktu od h i -  
p erp łaszczyzny (patrz sp is  l i t e r a t u r y ) : [1] , [2]  , [4]  .



20 Julian Siurek



Zastosow anie h ip err zu tn i do u o g ó ln ien ia  metody IJonge’ a 21

Tak samo punkt H a  j e s t  hiperśladem  1a prostej a . Stąd 
w niosek , że;

Ś l a d y  hiperrzutów  proste .i. aa rzutam i fepeyąJMgw p ro ste j
(w innych h ip e r r z u tn ia c h ).

Ponieważ w p r z e s tr z e n i 4-wymiar owej,w najogóln iejszym  przy­
padku, p rosta  n ie  ma punktów wspólnych z p łaszczyzną DL W 
w ięc d la tego  n ie  mówimy o śladach  p ro ste j (jako o punktach 
wspólnych z rzu tn ia m i). Jedynie ty lk o  w przypadku, gdy ślad y  
dwóch hiperrzutów  jednoczą s ię  na w spólnej r z u tn i, to  wtedy 
mamy do czy n ien ia  ze śladem p ro ste j na t e j  rzu tn i (ry s .S ą czy ­
l i

H a 1 = I l a 2 = 1a = 2a = la

5*3« P ł a s z c z y z n a

Ponieważ rzutem p łaszczyzny  na h iperp łaszczyznę j e s t  p ła sz ­
czyzna, w ięc w rozw iniętym  u k ład zie  h ip errzu tn i TI^ i  JL ^o-

wolna p łaszczyzna  p r z e s tr z e n i 4-wymiarowej odwzoruje s ię  ukła­
dem dwu p łaszczyzn  cĉ  i  oê  przynależnych do odpowiednich h i­
p errz u tn i i  będących hiperrzutam i p łaszczyzny oc(r y s .  9)« H i- 
p errzuty  cc* i  oĉ  odwzorowują s ię  znowu na rzutn iach  śla d a ­

mi i  oc*1 i  IIa? oraz 11«? i  IV«2 . A w ięc na ST2 w ystąp ią

dwa ś la d y  hiperrzutów  p łaszczyzn y  oc, k tóre w ogólnym przypad­
ku p rzec in a ją  s ię  w punkcie Iloc. Ponieważ punkt te n  j e s t  j e ­
dynym punktem r z u tn i wspólnym.dla obu hiperrzutów p ł .o c ,  w ięc  
j e s t  on również punktem wspólnym p łaszczyzny  oc z r z u tn ią  
c z y l i  j e s t  śladem p łaszczyzny  cc na te j  r z u tn i. J e s t  to  jedyny  
punkt p łaszczyzn y  cc , k tórego obie współrzędne g i  p równe 
s ą 'z e r o .

Zauważmy je s z c z e ,  że prosta  Ilon  jako m iejsce  geometrycz­
ne punktów pł.OC, d la  których  współrzędna p=0 j e s t  rzutem  
p r o s te j ,  w k tó re j  p łaszczyzna  CC przecina h ip errzu tn ię  JI^,czy­

l i  j e s t  rzutem na h ip erślad u  1 oc te j  p ła szczyzn y  w. JLj.

Pierwszym rzutem tego śladu  j e s t  pierwszy rzu t prostejoCj przy­
n a leżn ej do oc"1 ( r y s .  1 0 ).
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Śladem p ro ste j 10C na 3Tj j e s t  oczyw iśc ie  ślad Ioc^ p ła sz ­
czyzny OC na JCj. A nalog iczn ie w n ^ i  drugi ślad I I oC j e s t

rzutem  2ĆĆ drugiego h ip erślad u  2oc p łaszczyzny CCprzynależne- 
2go do oc •

Z powyższego wynika, że w p r z e s tr z e n i 4-wymiarowej:

1 . H iperślad  p ła szczyzn y  przynależy do odpowiedniego h i -  
perrzutu  t e j  p ła szczyzn y .

2 . Ślady h ip erślad u  p łaszczyzny  są śladam i p ła szczyzn y .

3 . Ślady p łaszczyzny  le ż ą  na p r z e c ię c iu  s ię  rzutów h ip e r -  
śladów t e j  p ła szczyzn y .

4 . Rzuty h iperśladów  p łaszczyzny  są śladami hiperrzutów t e j  
p łaszczyzn y  i  odw rotnie.

Zauważmy je s z c z e ,  że tak  jak w p r z e s tr z e n i 3-wymiarowej ś la d  
pierw szego rzu tu  p r o s te j  na o s i  rzutów jest-p ierw szym  rzutem  
drugiego ś la d u  p r o s te j ,  k tóry przynależy  do drugiego r z u tu te j  
p r o s te j ,  to  w p r z e s tr z e n i 4-wymiarowej ś lad  pierwszego h ip e r -  
rzu tu  p łaszczyzny  na w spólnej r z u tn i j e s t  pierwszym h ip errzu -  
tem drugiego h ip erśla d u  p łaszczyzny  przynależnego do drugiego  
h ip errzu tu  t e j  p ła szczy zn y . ,
Pełny układ hiperśladów  dowolnej p łaszczyzny  oc w czterowym ia- 
rowym prostokątnym u k ład zie  h ip err zu tn i stanowią c z te r y  pro­
s te  1oc, 2oC, 3c(f 4 cc t e j  p łaszczyzny  przecinające s ię  w sze­
ś c iu  punktach- Ioc, IIoc , VIcc będących śladam i te j  p ła T
szczyzny na poszczególnych  rzu tach  tego  układu, c z y l i ,  że: 

H iperślady p łaszczyzn y  w p r z e s tr z e n i 4-wymiarowej tworzą 
czworobok zupełny śladów (an a lo g iczn ie  do trójkąta  śladów w 
p r z e s tr z e n i 3-wymiarowej) -  r y s .  11.

5 ,4 .  H i  ¡i e r  p ł  a s  z c z y z n a

Hiperśladem  dowolnej h ip erp łaszczyzn y  I 7 na h ip errzu tn i I L j  je s t

p łaszczyzna  y=  1F  przynależna do n ie j ,  a na r z u t n i ^  p rosta

g = I T  , która j e s t  jed n ocześn ie śladem p łaszczyzn y  y .
Ha r z u tn i w spólnej dla h ip errzu tn i II^ i  J I 2 śla d y  p ła szr

c^yzn będących hiperśladam i h iperp łaszczyzny f  jednoczą s ię  z
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j e j  śladem I I r  na t e j  r z u tn i.  Inaczej można pow iedzieć, że 
h ip erś la d y  h ip erp łaszczyzn y  p rzec in a ją  s ię  na wspólnej r z u tn i 
w .iedne.i proste.i (a n a lo g ic zn ie  do śladów p łaszczyzny  w prze­
s tr z e n i  3-wymiarowej p rzecin ających  s ię  w jednym punkcie na 
w spólnej .o s i  rzu tów ;. W rozw iniętym  u k ład zie  r z u tn i przestrze­
n i  4“wymiarowej dowolna h ip erp łaszćzyzn a  odwzorowuje s ię  
w ięc jako układ 6 prostych  (śladów) p rzecin ających  s ię  na o- 
s ia c h  rzutów (r y s . T2). W p r z e s tr z e n i p roste  te  wraz z punk­
tam i p r z e c ię c ia  wyznaczają czw orościan śladów h ip erp ła szczy z-  
ny. k tóry  j e s t  jed n ocześn ie  simpleksem 3-wymiarowym te j  hiper- 
p łaszczyzn y  (r y s . 1 3 ).

P ła szczyzn y  śc ia n  tego  czw orościanu są hiperśladam i,a-.kra­
w ędzie śladam i h ip erp łaszczyzn y .
Rysunek 14 przedstaw ia śla d y  h ip erp łaszczyzn y  w uproszczonym  
u k ła d z ie .r z u tn i jako u o g ó ln ien ie  odwzorowania h ip erp łaszczyz­
ny k-wymiarowej w p r z e s tr z e n i k + 1-wymiarowej.

6 . P rzynależność elementów p r z e s tr z e n i 4-wymiarowe.i

6*1« H i p e r p ł a s z ć z y z n a  i  p ł a s z c z y z -  
n a

Przyjmijmy w rozw iniętym  u k ład zie  głównych r z u t n i« f . , X9 , X.
1 1 1

( r y s .  15 ) p ła szczyzn ę cc daną hiperrzutam i cc (Ioc , I lo c ; i

oc2 (lice2 , IVoc2) oraz wyznaczmy ś la d y  t e j  p łaszczyzny: Ioc, Iloc  
IVoc wg p .5 » 3 . N astępnie przez punkty loĉ  Hoc, IVbcprzepro- 
wadźmy śla d y  dowolnej h ip erp łaszczyzn y  IV $)‘ °”
czy w iśc ie  punkty IOC, Hoc, ivoc przynależą  do h iperp łaszczyzny  
0  ponieważ le ż ą  na px'ostych przynależnych do h iperp łaszczyz- 

ny 0  (na śladach  t e j  h ip e r p ł . ) .
j e ż e l i  jednak tr z y  różne-punkty p łaszczyzny  cc. przynależą  do 
danej h ip e r p ła s z c z . , to  i  c a ła  p łaszczyzna CC przynależy do tej  
h ip erp ła szczy zn y . Stąd wniosek:

R łaszczyzna przynależy do h iperp łaszczyzn y . j e ż e l i — śla^y.
p łaszczyzn y  przynależą  do odpowiednich śladów h ip erp ła szc zy z ­
ny«
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Zauważmy j e s z c z e ,  że p rosta  1 cc '̂ćc )* k t°ra  ^e s ‘fc Pie r ~
wszym hiperśladem  p ł . c r ,  przynależy  5o p łaszczyzn y  1$,

I I ® , I I #
która j e s t  pierwszym hiperśladem  h ip e r p ł. 0  ,a  p rosta  2c ^Sk

która  j e s t  drugim hiperśladem  p łaszczyzny  oc, przynależy  do p ł  
( 1 1 $  iv ® ;’ k tóra  j e s t  drugim hiperśladem  t e j  h ip e r p ła sz -

czyzny . A zatem zachodzi tu  rów nież przynależność odpowied­
n ic h  h iperśladów .
Można w ięc za p isa ć  krótko:

J e ż e l i  0C6& , to  Icce 1$, 20C6 2 $  i  IoC6 I® , IIoC 6 II®,•. 
IVCC 6 IV®.

6 .2 ,  P ł a s z c z y z n a  i  p r o s t a

N iech  punkty ICC, I I c c , IVoc będą śladam i dowolnej p łaszczyz­
ny oc , a p ro ste  1 o C ^  i  2<* ( 2J ? f 2cP~) ^  h ip e r ś la -
darni ( r y s .  16)*
Przyjmijmy dwa punkty A i  B tak , aby Ae 1oc Be 2qc, wtedy o- 
czy w iśc ie  punkty t e  będą przyn a leżeć do p łaszczyzn y  oc, a le  
punkty A i  B w yznaczają p ro stą  a = AB, w ięc prosta  a bę­
d z ie  rów nież p rzyn a leżeć do p ł .  oc .
Z p. 5 .2  wynika jednak, że punkt A = 1a i  B = 2a są h ip er -  
śladam i .p ro ste j a . Stąd w niosek, że w p rzestrze n i. 4-wymiaro- 
wej p rosta  przynależy  do p łaszczyzn y  j e ż e l i  h ip erśla d y  proste:i 
p rzyn ależą  do odpowiednich hiperśladów  p ła szczyzn y , c z y l i , j e ­
ż e l i  la  6 lo f i  2a 6^ 2oc,to ą e o c ,^
Zauważmy przy tym, ża A ( r >  A - ) 6 cc ( 1 i  ( i

\  ,  , ,  i  2 2 2 2  1 "1 1 1
B (B * B * ')  6 OC oraz A € cc i  B e oc , a w ięc i  a =A B 6 oc

2 2 2 2  1 1' 1 1 oraz a = A B e cc . Stąd: la  e lec  i  I la  6 I I  cc oraz
2 2 2 2 \H a  6 I I  oc i  IVa 6 IV0C (r y s . 1 7 ) . A w ięc , j e ż e l i  a 6 CC 9

to  ś la d y  hiperrzutów  p r o s te j  p rzynależą  do odpowiednich ś lą ~
dów hiperrzutów  p ła szczy zn y .

6 .3« P r o s t a  i  h i p e r p ł a s z c z y z n a

J e ż e l i  p rosta  le ż y  na p ła sz c z y ź n ie , k tóra przynależy  do danej 
h ip erp ła szczy zn y , to  p rosta  przynależy  również do t e j  h ip er -
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p ła s z c z y z n y . Z p r z y n a le ż n o śc i ty c h  wynika jednak przyna­
le ż n o ś ć  odpow iednich  n ip erś ła d ó w , a w ięc  możemy t w ie r d z ić ,  
ż e ,  j e ż e l i  p ła sz c z y z n a  <>C p rzy n a le ży  do h ip e r p ła sz e z y z n y  $  , 
to  h ip e r ś la d y  p r o s te j_ p r z y n a le ż ą  do odpow iednich  h ip e r ś la -  
dów h ip e r p ła sz e z y z n y  , c z y l i  k ró tk o : J e ż e l i  a e& , t o ’ la e  
1<P i  2a 6 2 i  ( r y s .  1 8 ) .

6 .4 -. U o g ó l n i e n i e  p r z y n a l e ż  » n o  a -c  i  
ś l a d ó w

Uv/ażając w sz y s tk ie  l in io w e  e lem en ty  p r z e s t r z e n i  4--wymiaro- 
wej za  h ip e r p ła sz e z y z n y  m-wymiarowe [ 2 ] .  g d z ie  3 ^  m ^.1 
można wyprowadzone powyżej warunki w ykreślne p rzy n a leżn o ­
ś c i  d la  p o sz c z e g ó ln y c h  przypadków u o g ó ln ić  w n a s tę p u ją c e j  
fo rm ie :



Zastosow anie h ip e r r z u tn i do u o g ó ln ien ia  metody IJonge * a_____ 31

U o g ó l n i e n i e  1
9

W 4<-wymiarowej p r z e s tr z e n i euklidesowe.j hipęrpłaszozyzna k -  
, wymiarowa ik = 1 .2 )  przynależy  do h iperpłaszezyzny m-wymia­

rowej (m = 1 ,2 ,3 )  - .je ż e li h ip erśla d y  .jednej z nich przynależą  
do odpowiednich hiperśladów  drugie j .

Dla dowodu n a leża ło b y  podstaw ić p o jęc ia :  
p rosta  = h ip erp łaszc  zyzna 1-wymiarowa, 
p łaszczyzn a  = h ip ęrp łaszozyzn a  2-wymiarowa, 
h ip ęrp łaszozyzn a  = h ipęrp łaszozyzna  3-wymiarowa, 

i  powtórzyć rozumowanie przeprowadzone w punkcie 6 .1 .  do 6 .3 .

6 .5« U o g ó l n i e n i e   p r z y n a l e ż n o ś c i
r z u t ó w

Wprowadzone p o ję c ia  h ip errzu tu  punktu p r o s te j  i  p ła szczyzn y  
pozw alają na u o g ó ln ien ie  tw ierd zen ia  o przynależności odpo­
w iednich  rzutów tych  elementów w ynikającego bezpośrednio z de­
f i n i c j i  rzutowania*

U o g ó l n i e n i e  2

J e ż e l i  w euk lidesow ej p r z e s tr z e n i 4-wymiarowej hiperpłaszczya- 
na k-wymiarowa (k = 0 ,1 )  przynależy  do h ip erp łaszezyzn y  m-wy- 
miarowej (m = 1 ,2 ) ,  ’ to -h ip errz u ty  jednej z 'n ic h  przynależą do 
odpowiednich hiperrzutów  d ru g ie j .

Uwaga: W tym przypadku punkt uważamy za h ip erp łaszczyzn ę  
O-wymiarową.

R ękopis złożono w R edakcji 15»I»64 r ,
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npMMMEHire miEPnjDCKOcrrEß hpoeklihh k oeobüjehwo met oha mohia

HA EBKKJKHOBOE, HETUPHMEPHOE nPOCTPAHCTBO 

P e 3. D M e

ß HaGToameä p a d o re  paccKKtrpzBaeTCJT H3odpaxeHiie $ a ry p  neTHpexMepHoro npocTpaH - 
OTBa MerosoM MoHxa. Kax hjiockocth npoeK ura npHHHTO nepneHHHKyjurpHHe rx n e p -  
naiocKocTH a to r o  npocTpaHCTBa. OpToroHa^BHHe npoexaxx  äraryp Ha nmepnJiocKocTJi 
npoeKUHH aBTOp H asroaeT  rxnepnpoeKUHHMH, odane tohkh (pxryp h m rocK oaie í n p o - 
exuxä -  rxnepcjtexaM H.

rnnepnpoeKLtHH h rxnapcjietjKH H sobpaxainaie Ha hjiockocth msioäom M oraa. IIoä-  
poÖHo paccMaTpHBajoTcs npoeKUHH tohkh, npHMott, hjtockocth x rxnepnwocKOCTH x 
Toxe ooodaeHKne r.pa$HHecKxe ycJioBEg xx npxHajurexHocTX.

VERWENDUNG DER HYPERPROJEKTIONSEBENEN ZUR .VERALLGEMEINERUNG - 
DER GRUNDRISS—AUFRISS-METHODE (MONGE-METHODE) AUP VIERDIMEN­
SIONALE, EUKLIDISCHE RAUM

Z u s a m m e n f a  s s u n g

Um d ie  F iguren d es v ierd im en sion a len  Raumes mit der Grundriss»- 
A ufriss-M ethode (Monge-Methode) d a r z u s te lle n , u n tersch e id et  
der Autor in  diesem  Raum aufeinander fa lle n d e  senkrechte Hy­
perebenen und nimmt s ie  a l s  H yperbildebenen an. Die ortho-
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gonalen  P rojek tion en  der F iguren d ie s e s  vierdim ensionalen  Rau­
mes auf d ie  angeführten Hyperbildebenen nennt er Hyperprojek­
tio n en  und d ie  gemeinsamen Punkte d ie se r  Gebilde m it der Hy­
perebenen nennt er Hyperspuren.
H yperprojektionen und Hyperspuren können w eiter  auf d ie  Ebene 
m it der Monge-Methode d a r g e s t e l l t  werden.

Genauer b esch rieb en  sind  d ie  P rojektionen  des Punktes, der 
Geraden, der Ebene und der Hyperebene sowie die A bleitung der 
v era llgem ein en erten  ze ich n er isch en  Bediengungen der In zid en z  
(Zusammengehörigkeit) d ie se r  G ebilden.


