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ZASTOSOWANIE HIPERRZUTNI DO UOGOLNIENIA
METODY MONGE*A N
NA EUKLIDESOWA PRZESTRZELI CZTEROWYMARGWA J

Streszczenie.Dla odwzorowania figur przestrze-
ni czterowymiarowej metodg Monge’a autor wyrdz-
nia w tej przestrzeni hiperptaszczyzny wzajemnie
prostopadte i przyjmuje je za hiperrzutnie.Rzu-
ty prostokatne figur tej przestrzeni czterowy-
miarowej na przyjete hiperrzutnie nazywa hiper-
rzutami, punkty wspélne za$ tych figur z hiper-
rzutniami nazywa hipersladami. Hiperzuty i hipen-
S§lady figur odwzorowuje dalej metodg Monge'a na
ptaszczyznie.

Szczeg6towo omoéwione sg rzuty punktu,prostej,
ptaszczyzny i hiperptaszczyzny oraz wyprowadzo-
ne sg uogoOlnione wykre$lne warunki ich przynalez-
nosci (incydenciji).

Zagadnienie odwzorowania przestrzeni 4”'wymiarowej znane je$
juz od wielu lat i zwigzane jest z ogo6lnymi rozwazaniami nad
geometrig tej przestrzeni. Opracowano juz kilka réznych me-
tod odwzorowania. Je$li chodzi o metode rzutu prostokatne-
go, ktéra jest podstawg metody Monge*a. to najszerzej roz-
wing.! ja P..H. Schoute (Mehrdiemensionale Geometrie T.1-19J02
i T.11-1905} podajac zasady odwzorowania na ptaszczyznie w
uktadzie czterech osi wzajemnie prostopadiych x*, x*, x ,
Xa 1 pare przykiadéw najprostszych konstrukcji. Nie rozwi-
ja on jej jednak dalej i nie wyprowadza zadnych uogdélnienia
zastosowane oznaczenia stuza raczej do utatwienia opisu ry-
sunkéw niz dla celéow konstrukcyjnych.

Niniejsza.praca jest probg znalezienie zwigzkéw i analo-
gii miedzy geometrig wykreslng przestrzeni 3-wymiarowej i 4-
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Metoda Monge'a polega na odwzorowaniu elementéw  przestrzeni
trojwymiarowej na ptaszczyZnie za pomocg rzutowania  prosto-
katnego na dwie (lub wiecej) wzajemnie prostopadie ptaszczyz-
ny zwane rzutniami i nastepnie sprowadzania tych ptaszczyzn
do wspdlnej ptaszczyzny rysunku przez obrét dokota ich wspél-
nej krawedzi zwanej osig rzutdw,

Weuklidesowej przestrzeni 4-wymiarowej przestrzen 3-wymia-

rowa (euklidesowa) jest hiperptaszczyzna, przy czym istnieja
co najmniej dwie wzajemnie prostopadte (w sensie zwyklym~czy-
li czesciowo prostopadte) hiperptaszezyzny przecinajgce sie we
wspllnej ptaszczyinie,
Poniewaz przez kazdy punkt P przestrzeni 4-wymiarowej prze-
chodzi tylko jedna prosta prostopadta eto danej hiperptaszczyz-
ny, a majaca z nig tylko jeden punkt wspo6lny Plbedacy rzutem
prostokatnym punktu P na te hiperptaszczyzne,wiec odpowied-
nikiem metody Monge*a bedzie w 4-wymiarowej przestrzeni euidi-
desowej metodg odwzorowania polegajaca na rzutowaniu prosto-
katnym elementow tej przestrzeni na dwie (lub wiecej) wzajem-
nie prostopadte hiperptaszozyzny zwane dalej hiperrzutniatai i
sprowadzeniu ich do wspdlnej hiperptaszczyzny, w ktdérej mozna
juz stosowaé¢ zwykig metode Monge*a dla otrzymania pzutéw na
ptaszczyZnie rysunku.,

Whprawdzie mozna rowniez rzutowac¢ prostokatnie w przestrze-
ni 4-wymiarowej bezposrednio na dwie wzajemnie prostopadie w
sensie wyzszym ($cisle prostopadie) ptaszczyzny majace tylko
jeden punkt wspdélny, ale sposob ten nie oddaje istoty metody
Monge*a i nie pozwala na uogdlnienie konstrukcji wykresinych
tej metody na przestrzeh 4-Y/lymiarowa..

Poza tym zastosowanie hiperrzutni pozwala tatwiej przysto-
sowa¢ abstrakcyjne pojecia i konstrukoje geometrii  wykresl-

Gd notki ize strony 11,

wymiarowej oraz opracowania uogOlnionych zasad konstrukcyj-
nych w metodzie Monge’a, pozwalajagcych na traktowanie sto-

sowanych obecnie konstrukcji i oznaczen jako szczegdllny
przypadek ogélniejszej metody waznej dla przestrzeni 4-wy-
miarowej,

W tym celu- autor wprowadza nowe, oryginalne oznaczenia i
w oparciu o nie wyprowadza przyktadowo konstrukcyjne uogél-
nienia metody Monge’a w przypadku incydencji. Autor uwaza,
ze w ten sposOb mozna uprzystepni¢ w wiekszym stopniu geo-
metrie wykreslng przestrzeni 4-wymiarowej dla celéow dydak-
tycznych i zastosowan technicznych.
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nej 4-wymiarowej do interpretacji technicznej Ilub fizycznej
przez przyjecie np. jednej z hiperrzutni jako "liniowej prze-
strzeni bryt rzeczywistych'™, co odpowiadatoby pojeciu '"rzutni
poziomej" w zwyklej metodzie Monge’a a drugiej hiperrzutni
jako "liniowej przestrzeni parametrycznej", gdzie parametrem
moze by¢ dowolna wielkos¢ fizyczna (np. czas),co odpowiadato-
by znowu pojeciu "rzutni pionowej".

Ponizej na przyktadzie przynaleznosci elementdw przedsta-
wimy mozliwo$¢ uogolnienia konstrukcji podstawowych metody
iilonge’a na euklidesowg przestrzen 4-wymiarowa.

Wtym celu najpierw wprowadzimy pojecia i oznaczenia, Ktorymi
pozniej bedziemy sie postugiwali oraz oméwimy zasady odwzoro-
wania elementéw przestrzeni 4-wymiarowej tg metods..

i« Po.iecie hipgrrzutu (rzutu przestrzennego)

Hiperrzute m punktu w przestrzeni 4wymiarowej be-
dziemy nazywali rzut prostokatny tego punktu na hiperptasz-
czyzne (hiperrzutnie).

Latwo wykaza¢, ze hiperrzutem prostej jest prosta,a hiperrzu-
tem ptaszczyzny jest rdwniez ptaszczyzna przynalezna do danej
hiperrzutni [i] [4].

2. Po.iecie hipersladu ($ladu przestrzennego)

HipersSladem prostej bedziemy nazywali punkt wspdl-
ny prostej z hiperrzutnig*

Mozna rowniez tatwo wykazaé, ze hipersladem ptlaszczyzny jaet
prosta, a hipersladem hiperptaszczyzny jest ptaszczyzna przy-
nalezna do danej hiperrzutni 0] w

3. Czterowymiarowy prostokatny uktad hiperrzutni

Przyjmijmy w przestrzeni 4-wymiarowej ukiad wspdtrzednych pro-
stokagtnych o poczatku w punkcie O i osiach x, y, z, u, (rys.

1).

Osie te wyznaczajg parami 6 ptaszczyzn:
orl=xy XXl=xz {lln =yz Xly = zu ¢Ty = uy #VI = ux
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oraz tréjkami 4 hiperptaszczyzny (.przestrzenie 3-wymiarowe):

1IN = xyz; 112 = xzu; U~ =yzuj U = xyuj
W dalszym ciggu proste X, y, z, u bedziemy nazywali osia-
mi rzutéw, ptaszczyzny .... X - plaszczyznami rzutéow lub
rzutniami, a hiperptaszczyzny 17§ - - hiperrzutniami przy
czym hiperrzutnie TI* iJ72 oraz rzutnie X  bedzie-

my nazywali gtownymi.

4. Zasada oznaczania rzutéw

Hiperrzuty punktu A bedziemy oznaczali odpowiednio: Al, A2,

A3, A4} hiperrzuty prostej: al, 2a , a3, a4j hiperrzuty ptasz-
czyzhy cc: Cé*«z* C% * Cf4- Kazdy z hiperrzutow mozna nastepnie
zrzutowaé prpetokatnie w jego przestrzeni rzutow (hiperrzut-
ni) na rzutnie wyznaczajgce te przestrzen (rys. 2).0Otrzymamy

w ten spos6b 6 rzutéw na rzutniach do #3 /" ktore to rzuty
oznaczymy tak, jak w zwyklej metodzie Monge’aj
17 VvV Vi
rzuty punktu - A, A , A CAT D Ay A
. f [ = VI
rzuty prostej - a, a a o

Rzuty i hiperrzuty na rzutniach i hiperrzutniach gtéwnych be-
dziemy nazywali gtdwnymi.

Hiperslady oznaczaé bedziemy cyframi arabskimi odpowiada-
jacymi numerom hiperrzutni i umieszczonymi przed symbolem e-
lementu np; la, 2a, lcc, 4oG 211 itd, natomiast zwykte S$lady
na rzutniach 7 cyframi rzymskimi umieszczonymi przed znakami
elementéw np.: la, lla, loc, 1YTL itd.

Slady hiperrzutow: lal, Ilal. loc itd.

$lady hiperéladéws 1(100, 1v(2J31), itd.
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4* Sprowadzenie przestrzennego ukitadu rzutni do wspdlnej pta-
szczyzny rysunku

Przez "rozciecie” czterowymiarowego ukiadu hiperrzutni wzdtuz
jednej oei (np. u) i przechodzacych przez nig rzutni oraz
przez obrét trzech hiperrzutni mozna sprowadzi¢ te hipehrzut-
nie do pozostatej hiperrzutni. Otrzymuje sie w ten sposdb
sprowadzony 3-wymiarowy ukiad hiperrzutni. w ktéorym 0§ u wy-
stepuje 3 razy, za$ rzutnie X., X i po dwa razy (rys.3;.
Uktad ten fatwo juz mozna rozwingé na jedng ptaszczyzne wspo-
sob stosowany w zwykiej metodzie lionge*a z tym, ze dla unik-
niecia pokrywania sie rzutéw trzeba poza obrotami dokonac réw-
niez przesunie¢ niektérych rzutni.

Tak otrzymujemy rozwiniety uktad rzutni przestrzeni 4-wy-

miarowei (rys. 4). Rzutnie JT, X , X (zakreskowane) sg
gtbwnymi rzutniami, przy czym XA/ i odwzorowujg pierwszg
hiperrzutnie gtdwng , a i - druga hiperrzutnie
gtdwng Tlg*

Plaszczyzna jest rzutnig wspdlne dla obu hiperrzutni
gtdbwnych TI* i Pozostate rzutnie i hiperrzutnie sg pomoc-

niczymi i moga by¢ w wiekszosci przypadkow pominiete.
Wdalszym ciggu bedziemy sie postugiwali przewaznie upro-

szczonym uktadem gtdwnych rzutni (rys. 5.

Uwaga: Nalezy tu zauwazy¢, ze dla hiperrzutni 1 przyja¢ moz-

na te same oznaczenia osi i rzutni co dla tréojwymiarowej prze-

strzeni w zwykiej metodzie l.tonge’a.

5» Odwzorowanie finur elementarnych przestrzeni 4-wymiarowe.i
5.1. Punkt

Rzuty punktu w uproszczonym uktadzie rzutni przedstawia rys.6.

Widzimy tu trzy gtéwne rzuty P~ P”, P~ punktu P lezgce na
odnoszacych prostopadtych do osi rzutowi

Rzuty P' i F " wyznaczajg w hiperrzutni IL{ hiperrzut P
punktu P, a rzuty P ~i P”  hiperrzut w hiperrzutnill,.
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Rys. 4
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Odlegtosci poszczegbélnych rzutow od odpowiednich osi sg wspéi»
rzednymi punktu P, [1] [3] > a mianowicie:

*

P'x =g- gtebokos¢ punktu Pl rowna odlegto-
§ci punktu P od hiperrzutni2”® czyli gtebo-
kosé¢" punktu Pf

Py=s- szerokos$¢ punktu P  réwna ,odlegto-
§ci punktu P odlIly

Pfx Z=w- wysokos§$¢ punktu P’1 rowna odlegtosci
punktu P od JT?® ktdra to odlegto$¢ bedziemy
réowniez nazywac¢ '‘wysokos$cig" punktu P.

PIVz= p t warto$¢ parametru punktu P, lub krétko '"p a -
ramet r" punktu P jako odlegtos¢ punktu
P od hiperrzutni ILj.

Wspobtrzedne te moga by¢ dodatnie lub ujemne.

5.2. Prosta

Rzutem dowolnej prostej a w uproszczonym - uktadzie rzutni
przestrzeni 4-wymiarowej jest ukiad trzech dowolnych prostych
a'", a , a™v wyznaczajacych parami dwa hiperrzuty tej prostej:

1 i 2 * ok \
3 /(ax. a ; ! a /(a i a)(\/} (rys. 7).
1 .2 S . 1. 1
Proste a i~ a prebijaja rzutnie w punktach la™ i Ila

2 . 2 p . .o . .
oraz Ila i IVa , ktore sg S$ladami hiperrzutow proste.i a«Ale

jednocze$nie w punkcie Ila1 prosta przebija hiperrzutnie JI*t
gdyz jej gtebokosé (odl. od U”) w tym punkcie réwna jest zero
wiec punkt ten jest rowniez hiper$ladem 2a prostej a.
Tak samo punkt 1lla2 jest hipersladem 1la prostej, a.

Definicje i twierdzenia dotyczace odlegtosci punktu od hi-
perptaszczyzny (patrz spis literatury): [1], [4 , [4 .
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Tak samo punkt Ha jest hipersladem la prostej a. Stad
wniosek, ze;

s1ady hiperrzutdw proste.. aa rzutami fepeygJMgw prostej
(w innych hiperrzutniach).

Poniewaz w przestrzeni 4-wymiarowej,w najog6lniejszym przy-
padku, prosta nie ma punktéw wspélnych z ptaszczyzng DL W
wiec dlatego nie moéwimy o Sladach prostej (jako 0 punktach
wspolnych z rzutniami). Jedynie tylko w przypadku, gdy $lady
dwdch hiperrzutow jednoczg sie na wspolnej rzutni, to wtedy
mamy do czynienia ze $ladem prostej na tej rzutni (rys.Saczy-
li

Hal =1la2 = 1la = 2a = la

53« Ptaszczyzna

Poniewaz rzutem ptaszczyzny na hiperptaszczyzne jest ptasz-
czyzna, wiec w rozwinietym uktadzie hiperrzutni TI® i JL “o-

wolna ptaszczyzna przestrzeni 4-wymiarowej odwzoruje sie ukia-
dem dwu ptaszczyzn o™ i 0™ przynaleznych do odpowiednichhi-
perrzutni i bedacych hiperrzutami ptaszczyzny oc(rys. 9)« Hi-
perrzuty o i o™ odwzorowujg sie znowu na rzutniach $lada-

mi io*l i Ila? oraz 11«? i [IV«2. Awiec naSR2 wystgpia

dwa $Slady hiperrzutéow ptaszczyzny oc, ktére w ogoélnym przypad-
ku przecinaja sie w punkcie lloc. Poniewaz punkt ten jest je-
dynym punktem rzutni wspolnym.dla obu hiperrzutow pt.oc, wiec
jest on rowniez punktem wspoélnym ptaszczyzny ocz rzutnig

czyli jest Sladem ptaszczyzny cc na tej rzutni. Jest to jedyny
punkt ptaszczyzny cc, ktérego obie wspotrzedne g i p  réwne
sg'zero.

Zauwazmy jeszcze, ze prosta llon jako miejsce geometrycz-
ne punktéow ptOC, dla ktéorych wspétrzedna p=0 jest rzutem
prostej, w ktorej ptaszczyzna CC przecina hiperrzutnie JI™czy-

li jest rzutem na hipers§ladu 1oc tej ptaszczyzny w. JLj.

Pierwszym rzutem tego $ladu jest pierwszy rzut prostejoCj przy-
naleznej do «l1 (rys. 10).
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Sladem prostej 10C na 3Tj jest oczywiscie $lad loc™ ptasz-
czyzny @Cna JCj. Analogicznie w n”i drugi $lad 11oC jest

rzutem 2CC drugiego hiper$ladu 2oc ptaszczyzny CCprzynalezne-
go do ocz-
Z powyzszego wynika, ze w przestrzeni 4-wymiarowej:

1. Hipers$lad ptaszczyzny przynalezy do odpowiedniego  hi-
perrzutu tej ptaszczyzny.

2. Slady hiperéladu ptaszczyzny sa $ladami ptaszczyzny.

3. Slady ptaszczyzny lezag na przecieciu sie rzutéow hiper-
Sladow tej ptaszczyzny.

4. Rzuty hipersladéw ptlaszczyzny sag $ladami hiperrzutéw tej
ptaszczyzny i odwrotnie.

Zauwazmy jeszcze, ze tak jak w przestrzeni 3-wymiarowej $lad
pierwszego rzutu prostej na osi rzutow jest-pierwszym rzutem
drugiego $ladu prostej, ktdry przynalezy do drugiego rzututej
prostej, to w przestrzeni 4-wymiarowej S$lad pierwszego hiper-
rzutu ptaszczyzny na wspélnej rzutni jest pierwszym hiperrzu-
tem drugiego hipers$ladu ptaszczyzny przynaleznego do drugiego
hiperrzutu tej ptaszczyzny. :
Peilny uktad hipersladéw dowolnej ptaszczyzny oc w czterowymia-
rowym prostokatnym uktadzie hiperrzutni stanowig cztery pro-
ste loc, 20C, 3c(f 4cc tej ptaszczyzny przecinajace sie w sze-
§ciu punktach- loc, lloc , Vicc bedacych Sladami tej ptaT
szczyzny na poszczegdlnych rzutach tego uktadu, czyli, ze:

Hiperslady ptaszczyzny w przestrzeni 4-wymiarowej tworzg
czworobok zupeitny Sladow (analogicznie do tréjkata Sladéw w
przestrzeni 3-wymiarowej) - rys. 11.

54. Hijierptaszczyzna

Hipersladem dowolnej hiperptaszczyzny 17 na hiperrzutni v jest
ptaszczyzna y= 1F przynalezna do niej, a na rzutni”™ prosta

g = 1T , ktora jest jednoczeSnie Sladem ptaszczyzny y.
Ha rzutni wspollnej dla hiperrzutni II" i 512 S$lady ptaszr

cyzn bedacych hipersladami hiperptaszczyzny f jednocza sie z
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jej Sladem 1lr na tej rzutni. Inaczej mozna powiedzie¢, ze
hiperslady hiperptaszczyzny przecinajg sie na wspdlnej rzutni
w .iedne.i proste.i (analogicznie do $ladéw ptaszczyzny w prze-
strzeni 3-wymiarowej przecinajacych sie w jednym punkcie na
wspolnej .osi rzutéw;. Wrozwinietym ukladzie rzutni przestrze-
ni 4“wymiarowej dowolna hiperptaszézyzna odwzorowuje  sie
wiec jako uktad 6 prostych (Sladéw) przecinajacych sie na o-
siach rzutow (rys. T2). Wprzestrzeni proste te wraz z punk-
tami przeciecia wyznaczajg czworoscian Sladow hiperptaszczyz-
ny. ktory jest jednoczes$nie simpleksem 3-wymiarowym tej hiper-
ptaszczyzny (rys. 13).

Ptaszczyzny S$cian tego czworos$cianu sg hiper$ladami,a-.kra-
wedzie Sladami hiperptaszczyzny.
Rysunek 14 przedstawia $lady hiperptaszczyzny wuproszczonym
uktadzie.rzutni jako uogélnienie odwzorowania hiperptaszczyz-
ny k-wymiarowej w przestrzeni k + l-wymiarowej.

6. Przynalezno$¢ elementéw przestrzeni 4-wymiarowe.i

6*l« Hiperptasz¢ézyzna i ptaszczyz-
n a

Przyjmijmy w rozwinietym ukitadzie gtownych rzutni«f., X9, X.
(rys. 15) ptaszczyzne cc dang hiperrzutami ccl(locl, iLIoc; i

oc2 (lice2, IMoc2) oraz wyznaczmy Slady tej ptlaszczyzny: loc, lloc
IVoc wg p.5»3. Nastepnie przez punkty loc® HOC, IVbcprzepro-
wadzmy $lady dowolnej hiperptaszczyzny Ivs$): °~

czywiscie punkty IGC Hoc, ivoc przynalezg do hiperptaszczyzny
O poniewaz lezg na px'ostych przynaleznych do hiperptaszczyz-
ny O (na $ladach tej hiperpt.).
jezeli jednak trzy roOzne-punkty ptaszczyzny o« przynalezg do
danej hiperptaszcz., to i cata ptaszczyzna Cprzynalezy do tej
hiperptaszczyzny. Stad wniosek:

Riaszczyzna przynalezy do hiperptaszczyzny. jezeli—Slany.
ptaszczyzny przynalezg do odpowiednich $ladéw hiperptaszczyz-
ny«
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Rys. 14

Rys. 15
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Zauwazmy jeszcze, ze prosta lcc Néc )*  kt°ra “est Pier~

wszym hipersladem pt.cr, przynalezy 50 ptaszczyzny 1$,”® -

ktéra jest pierwszym hipersladem hiperpt. 0 ,a prosta 2c NSk
ktora jest drugim hiper§ladem ptaszczyzny oc, przynalezy do pt
(11$ iv®;’ ktéra jest drugim hiper$ladem tej hiperptasz-

czyzny . A zatem zachodzi tu réwniez przynalezno$¢ odpowied-

nich hipersladéw.
Mozna wiec zapisa¢ krotko:

Jezeli 0B6& , to lcce 1%, 2006 2% i I0C6 I®, 11oC 6 11®,
MC 6 IV®.
6.2, Ptaszczyzna i prosta

Niech punkty ICC, llcc, IVoc bedag Sladami dowolnej ptaszczyz-
nyo , a proste loC~H i 2<*(2J?f 2cP~) ~ hipers$la-

darni (rys. 16)*

Przyjmijmy dwa punkty A i B tak, aby Ae loc Be 2 wtedy o-
czywiscie punkty te beda przynaleze¢ do ptaszczyzny oc, ale
punkty A i B wyznaczajg prostg a = AB, wiec prosta a be-
dzie rowniez przynaleze¢ do pt. oc .

Z p. 5.2 wynika jednak, ze punkt A= la i B = 2a sg hiper-
S§ladami .prostej a. Stad wniosek, ze w przestrzeni. 4-wymiaro-
wej prosta przynalezy do ptaszczyzny jezeli hiperS$lady proste:i
przynalezg do odpowiednich hiper$ladow ptaszczyzny, czyli,je-
zeli la 6 lof i 2a 6" 2oc,to geoc,”

Zauwazmy przy tym, za A (r> A -) 6 cc (li ( i

\ ) w i 2 2 2 2 . o1 11 1
B(B*B*')BCII: oraz A €cc i Beoc, a wiec i a SA B 6 oc
oraz a2 =2A % ezcc . Stad: Iale Iec1 i Ilal6 I ccl oraz
Ha26 I oc2 i IVa26 IVO& (rys. 17). A wiec, jezeli a6a 9

to Slady hiperrzutow prostej przynalezag do odpowiednich $lg~
dow hiperrzutéow ptaszczyzny.

6.3« Prosta i hiperptaszczyzna

Jezeli prosta lezy na ptaszczyznie, ktoéra przynalezy do danej
hiperptaszczyzny, to prosta przynalezy rowniez do tej hiper-
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Rys. 16
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ptaszczyzny. Z przynaleznos$ci tych wynika jednak przyna-
lezno$¢ odpowiednich niper$tadéw, a wiec mozemy twierdzic,
ze, jezeli ptaszczyzna <Cprzynalezy do hiperptaszezyzny $ ,
to hiperéSlady prostej przynalezg do odpowiednich hipersla-
déw hiperptaszezyzny , czyli krotko: Jezeli ae&, to’lae
I<P i 2a6 2i (rys. 18).

6.4-. Uogolnienie przynalez »no a-c i
§ladodow

Uv/azajac wszystkie liniowe elementy przestrzeni 4--wymiaro-
wej za hiperptaszezyzny m-wymiarowe [2]. gdzie 3 "mA~l
mozna wyprowadzone powyzej warunki wykres$lne przynalezno-
§ci dla poszczegdlnych przypadkéw uogdlni¢ w nastepujacej
formie:
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Uogodlnienie 1

W 4<-wymiarowej przestrzeni euklidesowe.j hiperpiaszogyzna k -
wymiarowa ik = 1.2) przynalezy do hiperptaszezyzny  m-wymia-
rowej (m= 1,2,3) -.jezeli hiper$lady .jednej z nich przynalezg
do odpowiednich hipersladéw drugiej.

Dla dowodu nalezatoby podstawi¢ pojecia:
prosta = hiperptaszc zyzna l-wymiarowa,
ptaszczyzna = hiperptaszozyzna 2-wymiarowa,
hiperptaszozyzna = hiperptaszozyzna 3-wymiarowa,
i powtdrzy¢ rozumowanie przeprowadzone w punkcie 6.1. do 6.3.

65« Uogolnienie przynaleznoS$ci
rzutoéow

Wprowadzone pojecia hiperrzutu punktu prostej i ptaszczyzny
pozwalajg na uogdlnienie twierdzenia o przynaleznoSci odpo-
wiednich rzutdw tych elementéw wynikajgcego bezposrednio z de-
finicji rzutowania*

Uogdlnienie 2
Jezeli w euklidesowej przestrzeni 4-wymiarowej hiperptaszczya-
na k-wymiarowa (k = 0,1) przynalezy do hiperptaszezyzny m-wy-

miarowej (m = 1,2),’ to-hiperrzuty jednej z'nich przynalezg do
odpowiednich hiperrzutéw drugiej.

Uwaga: Wtym przypadku punkt uwazamy za hiperptaszczyzne
O-wymiarowa.

Rekopis ztozono w Redakcji 15»1»64 r,
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NpMMMEHire miEPNnjDCKOCIrrER hpoeklihh k oeobiujehwo metoha mohia
HA EBKKJKHOBOE, HETUPHMEPHOE nPOCTPAHCTBO

P e 3.D Me

B HaGToamed padore paccKKtrpzBaeTCJT H3odpaxeHiie $aryp neTHpexMepHoro npocTpaH-
OTBa MerosoM MoHxa. Kax hjiockocth npoeKura npHHHTO nepneHHHKYyjurpHHe rxnep-
naiockocTH atoro npocTpaHCTBa. OpToroHa”BHHe npoexaxx draryp Ha nmepnJiocKocTJi
npoeKUHH aBTOp HasroaeT rxnepnpoeKUHHMH, odane tohkh (pxryp h mrocKoaiei npo-
exuxa - rxnepcjtexaMH.

_mnepnpoeKLtHH h rxnapcjietiKH Hsobpaxainaie Ha hjiockocth msiodom Moraa. lloa-
poOHo paccMaTpHBajoTcs npoeKUHH tohkh, npHMott, hjtockocth x rxnepnwocKOCTH X
Toxe ooodaeHKne r.pa$HHecKxe yclioBEg xx npxHajurexHocTX.

VERAWENDUNG DER HYPERPROJEKTIONSEBENEN ZUR .VERALL GEMEINERUNG -
DER GRUNDRISS-AUFRISS-METHODE (MONGE-METHODE) AUP VIERDIMEN-
SIONALE, EUKLIDISCHE RAUM

Zusammenfa ssung

Um die Figuren des vierdimensionalen Raumes mit der Grundriss»-
Aufriss-Methode (Monge-Methode) darzustellen, unterscheidet
der Autor in diesem Raum aufeinander fallende senkrechte Hy-
perebenen und nimmt sie als Hyperbildebenen an. Die ortho-
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gonalen Projektionen der Figuren dieses vierdimensionalen Rau-
mes auf die angefuhrten Hyperbildebenen nennt er Hyperprojek-
tionen und die gemeinsamen Punkte dieser Gebilde mit der Hy-
perebenen nennt er Hyperspuren.

Hyperprojektionen und Hyperspuren kénnen weiter auf die Ebene
mit der Monge-Methode dargestellt werden.

Genauer beschrieben sind die Projektionen des Punktes, der
Geraden, der Ebene und der Hyperebene sowie die Ableitung der
verallgemeinenerten zeichnerischen Bediengungen der Inzidenz
(Zusammengehorigkeit) dieser Gebilden.



