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0 PEWNYM PRZYPADKU WIERNOKĄTNEGO ODWZOROWANIA PŁASZCZYZN

Weźmy pod uwagę dowolną paraboloidę obrotową <2> o o s i p rosto ­
padłej do rz u tn i  X^> Rozważmy wiązkę płaszczyzn o środku w
ognisku parabolo.idy P. Odwzorujmy te płaszczyzny na rz u tn ię  
X j w sposób następujący: wyznaczmy stożkowe p rzekro ju  parabo-
lo id y  każdą z płaszczyzn wiązki (P/ , a następn ie  dokonajmy 
prostokątnego rzu tu  tych  stożkowych na płaszczyznę x^ • W wy­

niku otrzymamy pęk prostych o środku E* odwzorowujący p łasz­
czyzny prostopadłe do r z u tn i  i  zbiór okręgów ,odwzorowujący 
p łaszczyzny dowolnie nachylone względem r z u tn i  J . Udowodnimy, 
że tak  skonstruowane odwzorowanie wiązki płaszczyzn na rz u t­
n i  X  posiada ceohy odwzorowania wiernolcątnego, t j . ,  że obrazy 
płaszczyzn (p roste  lub okręgi.) tworzą z sobą kąty równe tym, 
jak ie  zaw ierają ich  oryginały .
Własność ta  je s t  is to tn a ,  gdyż pozwala bezpośrednio z odwzo­
rowania dwu płaszczyzn odczytać prawdziwa£ w ielkość ich  kąta 
nachylenia.

V/ dowodzie zacznijmy od ro zp a trzen ia  poziomej płaszczyzny cc
1 dowolnej płaszczyzny , k tó rą  nie. zm niejszając ogólności
rozważań przyjmijmy jako pionowo-rzucającą (ry s . 1).

Opiszmy okręgi odwzorowujące w podany wyżej sposób płaszczyzny 
CC i  tę na rz u tn i X^ przez cc' i  ,a  odpowiednie stycz­

ne w punkcie p rzec ięc ia  cĉ  = S* -  przez a' i  f* .
Należy udowodnić, że 4-a "f '= -4 * c z y li , że kąt utworzo-
ny przez styczne a* i  f  j e s t  równy prawdziwej w ie lkośc i-
k ą ta  płaskiego mierzącego kąt dwuścienny «4oc<p.

Można bowiem wykazać [YJ, że rz u t  prostokątny każdej e lip sy  
przynależnej do paraboloidy obrotow ej -  na płaszczyznę pro­
stopadłą do o si t e j  powierzchni j e s t  okręgiem.
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Zauważmy, że a ' i  f* są rzutam i prostokątnymi na ST̂  p ro­
stych  a i  f , stycznych do e lip s  cc  ̂ i  w których p ła ­
szczyzny oc i  p rzec in a ją  paraboloidę $ (jedna z tych e lip s
j e s t  okręgiem). Rzuty pionowe tych prostych leżą  na śladach 
pionowych płaszczyzn oc i  cp : a" = f "  s ty .
Twierdzenie nasze można więc wyrazić re la c ją :

4_a' f '  = 4  a" f "
Ponieważ z założenia: ¿«1 jT2, p rzeto  zachodzi:

f 'l l  x II f "

Dowód rozważanej w łasności odwzorowania płaszczyzn cC i  <f 
sprowadza s ię  do wykazania, że w rozwiniętym układzie rz u tn i  
a ' II a " .
Zauważmy, że p ro s ta  a , styczna do e lip sy  leży w p ła ­
szczyźnie & stycznej do paraboloidy $ ,  Punkt styczności 3 
j e s t  przy tym punktem przynależnym do płaszczyzny yeP , (pllJT^.
Z w łasności ogniska paraboloidy ( ry s . 1) wynika,że p łaszczyz­
na & j e s t  jednakowo nachylona do promienia PS i  p ro s te j pp( 
Ponieważ ponadto f / /x -  można s tw ierdzić , że p łaszczyz­
na styczna & j e s t  równoległa do o s i x i  tworzy równe kąty 
z obydwiema rzutniam i i
Z przynależności p ro s te j a do płaszczyzny & wynika bezpo­
średnio r e la c ja :  <$a x = *£a" x, co należało  udowodnić.

Rozpatrzmy z k o le i przypadek ogólnego położenia płaszczyzn. 
Hiech dane będą płaszczyzny oC i  ¡i ( ry s . 2 i  3) określone pro­
stokątnymi rzutam i na St  ̂ e l ip s  p rzekroju  paraboloidy $ 
(p rz y ję te j jak  poprzednio) t j .  okręgami cĈ  i  ^ . Chcemy u- 
dowodnić, że styczne do okręgów oC( i  (3̂  w ich  punkcie wspól­
nym S c z y l i  promienie tych okręgów przynależne do punktu 
S , r ^ i  t 'q tworzą z sobą kąt równy prawdziwej w ielkości 
ką ta  nachylenia płaszczyzn cC i  (3 .
W tym celu  przeprowadźmy następujące rozumowanie.

Rozważmy krawędź płaszczyzn cC±p , p ro s tą  k = ST (ry s . 
2 i  3 ). Je s t oczywiste, że przechodzi ona przez ognisko para­
boloidy P, gdyż obydwie płaszczyzny cCijS z za ło żen ia  przy­
należą do tego punktu.
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Sprowadźmy przez jednoczesny o b ró t p łaszczyzny oc i  ¡5 do po ło­
żen ia  rzuca jącego  względem:r z u tn i  X y  Obierzmy p rzy  tym ją ko

oś o b ro tu  p ro s tą  b HX^ , s 6 P ( ry s .  3 ) .  Z żądania prosto­

p a d ło ś c i do r z u tn i  p łaszczyznoC i |3 w ncwym obróconym po­

ło ż e n iu  ( a i j 5 )  wynika* że krawędź k po ob roc ie  pokryć s ię  
musi z o s ią  p a ra b o ło id y  1 : 5 * 1 »
Oznacza to ,  że oś o b ro tu  s winna s p e łn ia ć  warunek: s 1 k*
s l k ' «  P rz e jś c ie  k raw ędz i k do p o ło że n ia  k wymaga p b ro tu  
o k ą t - J k l .  Zauważmy jednak, że k ą t te n , a ś c iś le j  b io rą c  jego
d o p e łn ie n ie  do £  je s t  na tychm iast wyznaczalne ja k o  ką t na­

c h y le n ia  do p łaszczyzny poziom ej p ro s te j k»
J e ż e l i  bowiem rozważymy p łaszczyznę k ,  d la  k tó re j pro­

s ta  k  j e s t . ' l i n ią  spadu *- prawdziwą w ie lk o ś ć  ką ta  4 k  X + ,  
otrzymamy ja ko  k ą t n a ch y le n ia  p łaszczyzny ge d o ^ / l ^ ,  <p$F *  
bezpośrednio  z k o n s t ru k c ji  omówionej w p ie rw sze j cz ę ś c i dowd» 
du. 4
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Płaszczyzna 3e sp e łn ia jąc a  powyższy warunek odwzorowuje się  o* 
kręgiem 6 S / T  ̂ o środku O leżącym na k 'i,Konsekwent­

n ie , kątem -obrotu sprowadzającym położenia obydwu płaszczyzn 
cc i  (3 do rzucających  względem JT. je s t  dopełnienie kąta

X  r  * s  sutworzonego przez okręgi ^  i  czy li4 ^p  = — - ■4 P /R,.

W wyniku obrotu o kąt \p otrzymujemy: k = P '•
Rozważmy dwa punkty A i  B przynależne odpowiednio do p łasz­
czyzn cc i  /3. obróćmy je  dokoła s o kąt ip w kierunku zgod­
nym z obrotem krawędzi k.
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Rzuiy punktów A i  B w nowym położeniu  -  i  B' są e le ­
mentami śladów poziomych płaszczyzn oCip> sprowadzonych do ęo- 
łożeń prostopadłych względem 5T̂ . W re z u lta c ie  -  p ro ste  p = 
F - '! ' i  ą ' = F^B^ uv/ażać można za ramiona k ą ta  rep rezen tu ją ­
cego prawdziwą w ielkość ką ta  dwuścienne^o^płaszczyzn cCi p .

Weźmy pod uwagę tró jk ą ty  F A Z  i  P M 0.
Łatwo s tw ie rd z ić , że są one podobne,gdyż oprócz kątów prostych 
(przy z '  i  o ' )  posiada ją  róvme sobie kąty ęrzy  w ierzchoł­
kach A' i  M* (■$f ' a ' z '= Ą F 'm' o '  ponieważ A P '  1 PM }. 
Wynika s tą d  p roporcja:

( 1 )

Zauważmy, że AZ = A Z .  cos y

° ^ cos ty
Uwzględniając p roporcję (1 ) można więc napisać:

(2)
Ponieważ t ró jk ą ty  ’F 'a ' ż '  i  s ’M 0 są  również prostokątne 
z p ro p o rc ji (2 ) wynika ich  podobieństwo. Stąd równość:

< * s V o ' = 4 f ' a ' z ' (3)

Przeprowadźmy analogiczne rozumowanie ,d la^  par prostokątnych 
tró jkątów : F^B^Y^ P 0̂ * i  F^B^Y , 3 1 0 ,
Stwierdzimy podobieństwo:

d F ' B ' Y '  ~  4 S ' l i V

a w konsekwencji równość:

< s V o '  = * f ' b ' y ' (4 )
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Z równań (3 ) i  (4 ) wyprowadzamy:

4 ^ = 4 0 ' sV- 4 0 ' s 'n '=  -  4p ' b ' y '  * 4 uj,

co n a le ż a ło  udowodnić*

J e s t oczyw is te , że rozumowanie dotyczące szczególnych przy­
padków p o ło że n ia  p łaszczyzn  m ie ś c i s ię  w powyższym schemacie 
ogólnym. D la i l u s t r a c j i  na r y s .  4 przedstaw iono k o n s tru k c ję  
prawdziw ej w ie lk o ś c i ką ta  utworzonego przez ta k ie  dwie p ła sz ­
czyzny oc i  |3, z. k tó ry c h  jedna (¡3) je s t  prostopad ła  do r z u t ­
n i ,  ’»V tym przypadku o p ró t p łaszczyzny (5 dokoła - o s i s n ie  
zm ien ia po ło że n ia  t e j  p łaszczyzny względem r z u t n i k i  s j .  ( 3 ) f
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d z ię k i czemu przy wyznaczaniu rzeczyw iste j w ie lkośc i kąta  U}~ 
Ąoc{b wystarczy rozważyć jedynie obrót punktu A6 CC. P ro sta  p'~ 
F P '  przedstaw ia rz u t obróconej płaszczyzny oc » a kąt utwo­
rzony przez p ro ste  ¡3 i  p' wyraża prawdziwą w ielkość kąta  
p łaszczyzno?i f i .

Powód równości kątów'¿z i  W upraszcza s ię  zatem do wykaza­
n ia  r e l a c j i  (3 ) w ynikającej z rozważenia dwóch ty lk o  par t ró j­
kątów:

Wpłynęło do R edakcji 16.10.65 r .
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OB 0.HH0M H30BPA1EHHH MOCKOCTEfi 

p e 3 d  m e

ß paöoTe paccMQTpeHO HöcoTopoe E30<5paieHHe nJiocKOCTeä npH domo uh hx cjiejoB Ha 
npoH3£ojrbHOM napadojioHae BpameK/H.

Ä0K83aH0, hto opToroHajEBHue npoeKUHH ynoMHHyrmc cJieÄOB Ha hjockoctb K a ca - 
TejtbHjB b BepmHHe napaöoJtcm na odpa3Y»T y rJM , K o ro p u e  pasHH hcthhhhm yr^aM >*es- 
s y  miocKOCTHMH ecjm  3TH h^ockocth npoxoaHT n e p e s  ¡pcKyc n ap ao o jic ftn a .

ÜBER EIME ABBILDUNG VOM EBENEM

Z u s a m m e n f a  s s u n g

Man hat eine Abbildung von Ebenen mit H ilfe  ihren Spuren auf 
einem Drehparaboloid b e tra c h te t.

Man hat bewiesen, dass O rtogonalprojektion solcher Spuren 
auf die P ro jektionsebene, die normal zur Drehparaboloidsachse 
i s t ,  d ie wahre Grösse des Winkels von den abgebildeten Ebenen 
d a r s t e i l t ,  wenn d iese Ebenen durch Brennpunkt des Drehparabo- 
lo id s  hindurchgehen.


