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0 PBANYM PRZYPADKU WERNOKATNEGO CDAZOROAANA PLASZCZYZN

Wezmy pod uwage dowolng paraboloide obrotowg €0 osi prosto-
padtej do rzutni X*> Rozwazmy wigzke ptaszczyzn o Srodku w

ognisku parabolo.idy P. Odwzorujmy te ptaszczyzny na rzutnie
Xj w sposob nastepujacy: wyznaczmy stozkowe przekroju parabo-

loidy kazdag z ptaszczyzn wigzki (P/, a nastepnie dokonajmy
prostokatnego rzutu tych stozkowych na ptaszczyzne x"e W wy-

niku otrzymamy pek prostych o srodku E* odwzorowujacy ptasz-
czyzny prostopadte do rzutni i zbior okregow ,odwzorowujacy
ptaszczyzny dowolnie nachylone wzgledem rzutni J. Udowodnimy,
ze tak skonstruowane odwzorowanie wigzki ptaszczyzn na rzut-
ni X posiada ceohy odwzorowania wiernolcgtnego, tj., ze obrazy
ptaszczyzn (proste lub okregi.)) tworzg z sobg katy réwne tym,
jakie zawierajg ich oryginaty.
Wiasno$¢ ta jest istotna, gdyz pozwala bezposrednio z odwzo-
rowania dwu ptaszczyzn odczyta¢ prawdziwaEwielko$¢ ich  kata
nachylenia.

V dowodzie zacznijmy od rozpatrzenia poziomej ptaszczyzny
1 dowolnej ptaszczyzny , ktOrg nie. zmniejszajac ogdlnosci
rozwazan przyjmijmy jako pionowo-rzucajgcg (rys. 1).

Opiszmy okregi odwzorowujgce w podany wyzej sposob ptaszczyzny

cci te narzutni  X* przez cc' i ,a odpowiednie stycz-
ne w punkcie przeciecia 8 = s - przez ai f*.

Nalezy udowodni¢, ze 4-a"f'=-4 * czyli, ze kat utworzo-
ny przez styczne & i f  jest rowny prawdziwej wielkoSci-

kata ptaskiego mierzacego kat dwuscienny <«doc<p.

Mozna bowiem wykaza¢ [YJ, ze rzut prostokatny kazdej elipsy
przynaleznej do paraboloidy obrotowej - na ptaszczyzne pro-
stopadtg do osi tej powierzchni jest okregiem.
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Zauwazmy, ze a' i f* sg rzutami prostokatnymi na S pro-
stych a i f, stycznych do elips cc" i w ktérych pta-

szczyzny oci przecinajg paraboloide $ (jedna z tych elips

jest okregiem). Rzuty pionowe tych prostych leza na $ladach
pionowych ptaszczyznoci @: a" = f" sty.

Twierdzenie nasze mozna wiec wyrazi¢ relacja:

4 a f'= 43" f"
Poniewaz z zatozenia: «1]T2, przeto zachodzi:
'l x 1 f"

Dowod rozwazanej wiasnosci odwzorowania ptaszczyzn «Ci <
sprowadza sie do wykazania, ze w rozwinietym uktadzie rzutni
a' I a".

Zauwazmy, ze prosta a, styczna do elipsy lezy w pta-
szczyznie &stycznej do paraboloidy $, Punkt stycznos$ci 3
jest przy tym punktem przynaleznym do ptaszczyznyyeP, (pllJT"
Z witasnosci ogniska paraboloidy (rys. 1) wynika,ze ptaszczyz-
na & jest jednakowo nachylona do promienia PS i prostej pp(
Poniewaz ponadto f//x - mozna stwierdzi¢, ze ptaszczyz-
na styczna & jest réwnolegta do osi x i tworzy rébwne  katy
z obydwiema rzutniami i

Z przynaleznoS$ci prostej a do ptaszczyzny & wynika bezpo-
Srednio relacja: <$a x = *£a" x, co nalezato udowodnié.

Rozpatrzmy z kolei przypadek ogolnego potozenia ptaszczyzn.
Hiech dane beda ptaszczyzny oCi ji(rys. 2 i 3) okreS$lone pro-
stokgtnymi rzutami na St* elips przekroju paraboloidy $
(przyjetej jak poprzednio) tj. okregami o« i ~ . Chcemy u-
dowodni¢, ze styczne do okregébw o i @ wich punkcie wspol-
nym Sczyli promienie tych okregow przynalezne do  punktu
S, rhi t'q tworzg z sobg kat rowny prawdziwej  wielkosSci
kata nachylenia ptaszczyzn «Ci (3.
W tym celu przeprowadzmy nastepujgce rozumowanie.

Rozwazmy krawedZz ptaszczyzn cCtp , prostg k = ST (rys.
2 i 3). Jest oczywiste, ze przechodzi ona przez ognisko para-
boloidy P, gdyz obydwie ptaszczyzny cCijS z zatozenia przy-
nalezg do tego punktu.
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SprowadZzmy przez jednoczesny obrot ptaszczyzny oci i5 do poto-
Zenia rzucajgcego wzgledem:rrzutni Xy Obierzmy przy tym jgko

0$ obrotu prosta bHX* , s6 P (rys. 3). Z zadania prosto-
padtosci do rzutni ptaszczyznoCi |3 w ncwym obréconym po-

tozeniu (aij5) wynika* ze krawedz k po obrocie pokry¢ sie
musi z osig parabotoidy 1:5* 1 »

Oznacza to, ze 0$ obrotu s winna spetnia¢ warunek: s 1 k*
slk'« PrzejScie krawedzi k do potozenia k wymaga pbrotu
o kat-Jkl. Zauwazmy jednak, ze kat ten, a $cislej biorgc jego
dopetnienie do £ jest natychmiast wyznaczalne jako kat na-
chylenia do ptaszczyzny poziomej prostej k»

Jezeli bowiem rozwazymy ptaszczyzne k, dla ktérej pro-
sta k jest.'linig spadu * prawdziwg wielkos¢ kata 4k X+,
otrzymamy jako kgt nachylenia ptaszczyzny gg do /1N, <p$F *
bezposrednio z konstrukcji oméwionej w pierwszej czesci dowd»
du. 4
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Plaszczyzna 3 spetniajgca powyzszy warunek odwzorowuje sie o*
kregiem 6 S/ T~ o $rodku O lezacym na Kk 'i,Konsekwent-

nie, katem-obrotu sprowadzajgcym potozenia obydwu ptaszczyzn
cc i (3 do rzucajgcych wzgledem JT. jest dopeinienie kata
utworzonego przez okregi ~ i czyli4"p:X—-l4P7RT. Tt
Wwyniku obrotu o kat \p otrzymujemy: k = P'e

Rozwazmy dwa punkty A'i B przynalezne odpowiednio do ptasz-
czyzn cc i /3. obro¢my je dokota s o kat ip w kierunku zgod-
nym z obrotem krawedzi K.
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Rzuiy punktéw A i B w nowym potozeniu - i B'sg ele-
mentami Sladow poziomych ptaszczyzn oQp> sprowadzonych do eo-
tozen prostopadtych wzgledem 5T Wrezultacie - proste p =
F-"I"i g' = F*"B" uv/azaC mozna za ramiona Kkata reprezentujg-
cego prawdziwg wielkos¢ kata dwuscienne™o”ptaszczyzn cCip .
Wezmy pod uwage trojkaty FAZ i P MO.

tatwo stwierdzi¢, ze sa one podobne,gdyz oprdcz katdw prostych
(przy z' i o') posiadajg révme sobie katy erzy wierzchot-
kach A" i M- (m$f'a'z'=AF'm'o' poniewaz AP'1l PM 1}
Wynika stagd proporcja:

(1)
Zauwazmy, ze AZ = AZ. cosy

° N costy
Uwzgledniajgc proporcje (1) mozna wiec napisac:

@)

Poniewaz trojkaty F'a'z' i s’MO0 sg rowniez prostokatne
z proporcji (2) wynika ich podobieAstwo. Stad rownosc:

<*sVo' =4f'a'z' (3)
Przeprowadzmy analogiczne rozumowanie ,dla™ par prostokgtnych
trojkagtéow: FBY* P N*i FPBY ,310,
Stwierdzimy podobienstwo:

dF'B'Y' ~4S'liV

a w konsekwencji rownosc:

<sVo'= *f'b'y' (4)
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Z réwnan (3) i (4) wyprowadzamy:

4n=40'SV- 40's'n'=s - 4p'b'y' * 4 uj,

co nalezato udowodnié*

Jest oczywiste, ze rozumowanie dotyczace szczegOlnych przy-
padkéw potozenia ptaszczyzn miesci sie w powyzszym schemacie
og6lnym. Dla ilustracji na rys. 4 przedstawiono konstrukcje
prawdziwej wielkosci kagta utworzonego przez takie dwie plasz-
czyzny oci |3, z ktérych jedna (j3) jest prostopadia do rzut-
ni, »tym przypadku oprét ptaszczyzny (b dokota -osi s nie
zmienia potozenia tej ptaszczyzny wzgledem rzutniki sj. (3)f
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dzieki czemu przy wyznaczaniu rzeczywistej wielkosci kata Uy
Aoc{b wystarczy rozwazy¢ jedynie obrot punktu A6QC Prosta p~
FP' przedstawia rzut obroconej ptaszczyzny oc» a kgt  utwo-
rzony przez proste 3 i p' wyraza prawdziwg wielkos¢ kata
ptaszczyzno?i fi.

Powdd rownosci katow'cz i Wupraszcza sie zatem do wykaza-
nia relacji (3) wynikajacej z rozwazenia dwoch tylko par troj-
katow:

Wptyneto do Redakcji 16.10.65 r.
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OB 0HHOM H30BPA1EHHH MOCKOCTEfi

pe3dme

R padoTe paccMQTpeHQ HoécoTopoe E:I)ﬂﬁleH'b nJiocKOCTe&d npH domouh hx C_]IejOB H

10 %HIENH
AO0KB3aH0, hto opToroHajEBHue npoeKUHH ynoMHHyrmc clieAOB Ha hjockoctb Kaca-
TejtbHjB b BepmHHe napadoJtcmna odpa3Y»T yrJM, Koropue pasHH hcthhhhm yr*aM >*es-
sy miocKOCTHMH ecjm 3TH h”ockocth npoxoaHT nepes jpcKyc napaoojicftna.

UBER EIME ABBILDUNG \OVI EBENEM

Zusammenfa ssung

Man hat eine Abbildung von Ebenen mit Hilfe ihren Spuren auf
einem Drehparaboloid betrachtet.

Man hat bewiesen, dass Ortogonalprojektion solcher Spuren
auf die Projektionsebene, die normal zur Drehparaboloidsachse
ist, die wahre Grosse des Winkels von den abgebildeten Ebenen
darsteilt, wenn diese Ebenen durch Brennpunkt des Drehparabo-
loids hindurchgehen.



