
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
S eria : MATEMATYKA-FIZYKA z. 10

 1966

Nr k o l. 162

ADAM ZAWADZKI, KAROL BOLEK

DWUOBRAZOWY RZUT RÓV/NOLEGŁY .

W stęp
W niniejszym  a rty k u le  podano próbę ogólnego u jęc ia  odwzorowa
n ia  trójwymiarowej p rz e s trz e n i Euklidesowej na p łaszczyźnie 
przy pomocy dwu rzutów równoległych (w różnych k ierunkach). 
Zmianę jednego kierunku rzutów nazwano transform acją jednokie
runkową, dwu kierunków -  dwukierunkową i td ,  a zmianę rz u tn i  
transform acją podstawową. 3

Wykazano, że wykreślenie rzu tu  trzeciego  r  f ig u ry  JT o- 
k reślonej rzutam i r* i  T 2 można zmechanizować przy pomocy 
dwu układów prostych równoległych (zasada aksonografów). Dwie 
kolejne transform acje jednokierunkowe można za s tąp ić  jedną na 
zwaną ich  sumą. Zbiór tran sfo rm acji z tak  określoną sumą jako 
działaniem  dodawania, tworzy grupę przekształceń . Y/prowadze
n ie  normalnego kierunku rzutowania pozwala na _ rozwiązywanie 
zadań miarowych. J e ż e l i  jeden z kierunków rzutów je s t  normal
ny a drugi zawiera z rz u tn ią  dowolny kąt i} to  otrzymuje s ię  
rzu t równoległy, zwany w rysunku technicznym perspektywą rów
no leg łą  lub aksonometrią ukośnokątną, inaczej też  perspek ty
wą kawalerską. .

W szczególnym przypadku gdy 1?  ̂  45 ten  rzu t aksonometrycz- 
ny nosi nazwę perspektywy wojskowre j .  Wykorzystując natom iast 
transform acje podstawowe, można w p ro sty  i  elem entarnie p rz e j
rzy sty  sposób uogólniać metodę rzutów Monge’a przez z a s tąp ie 
nie prostopadłych rz u tn i  rzutniam i dowolnie nachylonymi oraz 
normalnych kierunków rzutowania kierunkami dowolnymi.

1. Zasada odwzorowania
1 .1 . V/ trójwymiarowej p rze s trze n i (euk lidesow ej) obierzmy do
wolną płaszczyzny JTjako rzu tn ię  oraz wzajemnie nierów noległe, 
jak  również nierownoległe do r z u tn i5? dwa k ie ru n k i rzutów k-j i  
kp. Każdemu punktowi P w p rze s trze n i nieprzynależnemu do rzu t
n i 3? przyporządkujmy parę jego rzutów (p1 p 2 ) i  to  wyrażać bę
dzie zapis P(p1p2).
J e ż e li  punkt Rp leży  na rz u tn i,  to  jego dwuobrazem nazwiemy 
punkt R -  R1 a R2 (ry s . 1 ).

1 .2 . P rostą a tak  samo płaszczyznę rów noległą do kierunku 
rzutów k̂  względnie k^ nazwiemy odpowiednio p ro s tą  i  p ła
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szczyzną kj względnie k^ rzucającą* Płaszczyznę rownole-
g łą  do obu kierunków rzutów k  ̂ i  k^ nazwiemy płaszczyzną
podwójnie rzu cającą  lub płaszczyzną główną* Kierunek wyzna
czony przez ś lad  płaszczyzny głównej nazywamy kierunkiem głów
nym k]2 *

1*3.Nie zm niejszając ogólności rozważań przyjmijmy rz u tn ię  X  
jako poziomą płaszczyznę rysunku. J e ż e l i  dwa punkty- P i  
położone są po' różnych stronach  r z u tn i  X, to  zwroty odcinków

1 2  1 2  1 2P P i  Q Q są różne. Zwrot odcinka P P punktu P poło
żonego nad rz u tn ią  nazwiemy dodatnim i  wyróżnimy s trz ą łk ą , a 
zwrot odcinka q"*Q2 ujemnym.

Ry g *  1
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1.4® Rysunek 2 przedstaw ia dwuobraz p ro s te j m = BQ*
Punkt Hm j e s t  śladem p ro s te j m. Rzuty prostych a//k, b /( k
oraz c IIT przedstawiono na ry s . 3.
Ślad p ro s te j ó j e s t  punktem niewłaściwym

Rys. 3
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1 .5 . Na rysunku 4 przedstawiono płaszczyznę cC wyznaczoną przez 
j e j  ś lad  hor i  n ie  leżący na nim dowolny punkt M(M'!2) .  Dwu- 
obraz (p p2) p ro s te j p przedstaw ia p ro stą  peoc, ponieważ

1 2
p ro sta  ta  przeohodzi przez dwa różne punkty M(M to ) i  H

1 2przynależne do oc » P ro sta  v(v  v ) j e s t  w arstw icą t e j  p łasz
czyzny.

1 .6 . J e ż e l i  płaszczyzna f  j e s t  płaszczyzną k^ rzu ca jącą , to
je j  ś lad  t y  j e s t  zbiorem rzutów w szystkich punktów te j  p ła
szczyzny rzuconych w kierunku k y  W tym przypadku je s t  sen
sowne traktow anie śladu  t y  jako rz u tu  płaszczyzny ^ w k ie 
runku kj i  to  wyraża zap is  w m iejsce t y  ( ry s . 5 ) .Ana
lo g iczn ie  ślad  y  rzu ca jące j płaszczyzny 0 oznaczmy przez 

(32 (ry s . 6 ).
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Rys. 6
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2 .  Zadania

Na podstawie p rzy ję tych  d e f in ic j i  można rozwiązać k ilk a  zadań 
dotyczących elementów przynależnych.

1 2
2 . 1 .  Wyznaczyć^punkt F(F F ; p rzeb ic ia  k- rzu ca jące j p ła r
szczyzny f  ) p ro s tą  a ( a ‘ a^) ( ry s . 5 ) . Rozwiązanie; Wa-

1 1  1 2. 2 1 2 ru n k i ^  a = F oraz F 6 a i  F F II k. - wyznaczają
o ^

rz u t F .

1 22 . 2 .  Analogicznie wyznaczymy punkt P(P P ), w którym p rosta  
1 2b(b b ) p rz e b ija  ło> rzucającą  płaszczyznę ¡3 (ry s . 6 ).

1 22 .3 . W ykreślić krawędź q(q q ) p rzec ięc ia  s ię  płaszczyzn 
cc = M hęę i  /3//k^ (ry s . 7 ) . Rozwiązanie; Wykorzystując to ,ż e

knawędź q =cc(d j e s t  zbiorem punktów, k tórych p roste  leżące
na jednej .z tych  dwu płaszczyzn p rz e b ija ją  pozosta łą  p łasz“ 
czyzńę, wyznaczmy punkt B, w którym warstwicaveccprzebije pła
szczyznę j3. Ponieważ ł ^ h ^  h^p1 = Hq, p rzeto  B Hq = q.



2o4o Analogicznie wyznaczymy krawędź ąCa^ą2) płaszczyzny cc-  
9 i  k2 ru ea ją c e j płaszczyzny y.(y2) (ry s . 8). W m iej
sce  warstwicy v  można posłużyć s ię  dowolną p ro stą  P6CC# co 
przedstawiono na ry s .  9 .

Dwu.obraaowy r z u t  r ó w n o l e g ł y ________________________________ g3
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1 22 .5»  Wyznaczyć krawędź q(q q ) p rzec ięc ia  s ię  p ła s z c z y z n  oc=
= A i  0 = Bh^ (ry s . 10). Rozwiązanie: Przez punkty A i  B 
prowadzimy k^ rzu ca jącą  płaszczyznę y ( y l), k tó ra  przecina
płaszczyznę oc w p ro s te j ocy= a oraz płaszczyznę 0 w p ro s te j

3 . Równoległość

3*1. Rzut równoległy p rzek sz ta łca  p roste  równoległe w p roste  
rów noległe, a w szczególnym przypadku rów noległości orygina
łów do kierunku rzutów -  w punkty. Przy dodatkowym założeniu  
a , b ^ =  k^Ł2 otrzymuje s ię  warunek konieczny i  w ystarczający
rów noległości p rostych , mianowicie:

s to su jąc  kg rzu ca jącą  płaszczyznę y(y^ = A B^j.

\

Rys. 10
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3 .2 . J e ż e l i  przez ślady Ha i  Hb prostych a II b poprowa
dzimy odpowiednio p roste  h^  II h ^ ,to  uzyskamy odwzorowanie dwu 
płaszczyzn równoległych cCe a i  '(3 eb  (ry s . 11).

Y/arunek h 1̂1 h^ j e s t  ty lko  warunkiem koniecznym równoległo
ś c i  oryginałów cc i  @ ’ Dla płaszczyzn rzucających a ta k  samo 
d la  płaszczyzn równoległych do dowolnego kierunku k-IFJC waru
nek hp i l  hp  j e s t  w ystarczający dla oc/l/3.

3.3« Rysunek 11 można wykorzystać jako rozwiązanie zadania: 
Y/ykreślió rzu ty  p ro s te j b rów noległej do danej płaszczyzny 
cc . .P ro s ta  b II a e cc rozwiązuje zadanie.

4. Transformac.ie kierunkowe

4.1. Prz¡y ustalonej rzutniXoraz ustalonych kierunkach rzu
tów k̂  i  k2 rzuty punktów nieprzynależnych do rzutni. X

wyznaczają zbiór odcinków skierowanych, równoległych do k ie 
runku głównego k^2 * J e ż e l i  w m iejsce kierunku k^ wprowadzi
my kierunek k^ sp e łn ia jący  warunki k^ •//" k^ li X
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( ry s . 12) to  punktom P,Q t . .  zostaną przyporządkowane dwu- 
1 3  1 3obrazy P p ,Q Q . . .  W tym odwzorowaniu kierunek główny ozna

czmy przez k ^ *

4 .2 . Przyjmując jednostkę miary d ługości np. 1 cm,możemy dwu- 
obrazowi (P"!p2) a więc i  punktowi P w p rz e s trz e n i przypo
rządkować jednoznacznie liczb ę  rzeczyw istą  n (P), k tó rą  naz
wiemy normą punktu P, wyrażającą względną długość odcinka 

1 PP P , dodatnią d la punktów położonych nad rzu tn ią ,-  ujemną dJLa 
punkt ów leżących pod rz u tn ią .  Punkt owi Re5Tprzypisujemy nor
mę n (R) = 0.
A nalogicznie, normę punktu P wyznaczoną przez rzutowanię w
kierunkaoh k1 i  k^ oznaczmy przez n '( P ) .

Występujące na ry s . 12 tró jk ą ty  oznaczone tymi samymi
wskaźnikami, źe względu na równoległość odpowiednich boków są
podobne, skąd wynika równoległość stosunków;

2i-P/_ = = . . .  = const = c
n(P) n(Q)
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1 2  1 2  1 3  1 3Zbiory dwuobrazów P P , Q Q . . . i  P P , Q Q . . .  oznaczy
my odpowiednio przez [1,2] i  B ,3 ] .  Zmiana kierunku rzutów
na kierunek k^ p rzek sz ta łca  wzajemnie jednoznacznie zb ió r 
[1 , 2]  na zb ió r [1 , 3]  i  to  p rzek sz ta łcen ie  nazwiemy tra n s fo r 
macją jednokierunkową, oznaczając ją  krótko (1, 2/ 3 ) .  y/ ^e -j

1 2  1 2tran sfo rm ac ji obrazy P P , Q Q . . .  zo s ta ją  skręcone o s ta ły  
k ą t i^= -4 k ^ k ^  odpowiednio dookoła punktów P1 , ^ 1 ♦ .. jako

środków obrotu, a normy w szystkich punktów zm ieniają s ię  w 
stałym stosunku c (ry s . 13)* Obrazy punktów przynależnyoh do 
r z u tn i  ( ja k  np. punkt H^) p rzek sz ta łca ją  s ię  w s ieb ie  to żsa - 
mościowo. J e ż e l i  więc dana j e s t  tró jk a  rzutów (P^,p2,p^)punk
tu  P-etf, to  rz u t Q3 , punktu Q(Q1Q2) wyznaczymy przez wy
k re ś le n ie  tró jk ą ta  Ą1Q2Q3 środkowo podobnego do tró jk ą ta  P
P2P3. W szczególności, j e ż e l i  tró jk a  p ”*P2P3 j e s t  współ^i^ 
niowa, c z y li  je ż e l i^ F =  0° albo 180°, to  wówczas tró jk a  Q Q
Q3 j e s t  współliniowa i  zachodzi-równość stosunków pojedyn
czego podziału  -

(P1P2P3, = (q V *  Q3) .

R ys. 13
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Wynika s tąd , że w ykreślenie rz u tu ,trz e c ie g o  T  f ig u ry ' T
1 2  ,{ T  r  ) można ’’zmechanizować11 przy pomocy dwukładów (pęków)

prostych równoległych tak  jak  to  przedstawiono na ry s . 14.

R ys. 14
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Tę zależność (d z ięk i je j  p rostoc ie  konstrukcyjnej) można wy
korzystać w budowie tzw. aksonografów. Ponadto po nieznacznych 
modyfikacjach ta  zależność przenosi s ię  na każdą parę obrazów

r  i F y f ig u ry  r  uzyskanych przez dwa rzuty na dwie rzut
n ie .

2 o /
4.3« Dwie kolejne transform acje (1, /3 )  i  (1. 4) przekształ
ca ją  zb iór [ i ,  2]  tak  jak  transform acja (1, v4-) i  d latego 
nazywamy ją  ich  sumą kładąc -

(1, 2 /3) + (1, 3 /4) = (1, 3 /4)

Transformację (1, 3̂ 2) nazywamy odwrotną do (1, 2/S )  i  ozna
czamy (1, 3/ 2 ) = (1, -  2/ 3 ) .

Suma (1, 2/3 )  + (1, -  2/3> = (1, 2/3 )  + (1 ,3/2)«= (1, 2/£) j e s t  
Przekształceniem  tożsamościowym.
Na podstawie tych  d e f in ic j i  można sprawdzić, że d la  ta k  okre
ślonego dodawania zachodzi łą c z n o ś ć ,t j .  -

[ (1 ,2/3 )  + (1 ,3/4 )]+  (1 ,4/5 )  = (1 ,2/3 )+ [(1 , 3/4 )+ (1 ,4/5 )] =

= (1»2/ 5 ) *

Z powyższego wynika, że zb iór transfo rm acji jednokierun
kowych z tak  określonym działaniem  dodawania tworzy grupę 
p rzek sz ta łceń . Analogicznie wprowadza s ię  transform ację k ie 
runku kj na kierunek k_, k tó ry  oznaczymy przez ( / 3 , 2 ) .Po

dobnie można zbudować grupę p rzekszta łceń  tran sfo rm ac ji dwu
kierunkowych polegających na równoczesnej zmianie obu k ierun
ków rzutów. W ybierając dowolnie dwie pary rzutów fig u ry  P  na 
ry s . 14 uzyskamy i lu s t r a c ję  tran sfo rm ac ji dwukierunkowych.

4 ,4 . W rozwiązywaniu zadań miarowych szczególną przydatność 
posiada transform acja jednego z kierunków rzutów  na kierunek 
normalny, c z y li  prostopadły do rzu tn i*  k tóry  oznaczać będzie-
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my p rze 3 k^. Rzuty f ig u r  A, m,r.. .  w tym kierunku oznaczymy
przez An , mn , p n , . . .  Odcinek skierowany PnP nazywa s ię  wy
sokością punktu P, Długość tego odcinka wyrażona w poprzed
n io  u s ta lo n e j jednostce 'm iary  d ługości (przy wyznaczaniu nor
my n(P) punktu P(P1P2) u s t .  4 .2 T  nazywa s ię  cechą c(,Pjpunk-
tu  P(P1P^). Znak cechy u s ta la  ś ię  ta k  aby zachodziła równość,

' sign c (P) = sign  n (P ). '
Dla punktu R eX , c (r)  = O.
Z podobieństw tró jkątów  oznaczonych tymi samymi wskaźnikami 
wynika równość sto  sunków ,

" f i i t  = f i o ł " "  ••• = c o n s t "  x

k tó ra  wyraża, że w odwzorowaniu scharakteryzowanym przez k i e 
ru n k i rzutów k-j i  k^ norma punktu je s t  proporcjonalna do 
jego cechy.

4*5« J e ż e l i  w zbiorze obrazów i0 ,2 J znany je s t  rz u t normalny 
pn jednego ty lko  punktu P^eJToraz jego cecha c(P) to  przy 
pornocy p rzek sz ta łcen ia  podanego na ry s . ”15 możemy wyznaczyć

R y s. 1 5
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ii  1 2rz u t normalny Q każdego danego punktu Q(Q Q ) oraz jego
i i  x  v  icechę c(,Q) = Q Q . Tak wzbogacony zb iór [1,2J nazwiemy zme- 

tryzowanym d la tego , że d la każdych dwu punktów P (P  p2) i  
1 2Q(Q Q ) możemy już wyznaczyć ich  odległość §  (P Q).

Odległość tę  wyznaczymy przy pomocy kładu "trapezowego" odcin
ka PQ na rz u tn ię  % jak  na ry s . 15: g(PQ) =ię(PxQx ) .

P
4 .6 . S tosu jąc  jakąkolw iek transform ację (1, /3 ) byle k ie ru 
nek k^ n ie  le ż a ł  w płaszczyźnie głównej ff= k  ̂ kg możemy

uzupełnić kryterium  rów noległości prostych podane w § 3*1«Da
ne na ry s , 16 p roste  a = Ĥ .A i  b=H^3 n ie  są równoległe po

nieważ b? ■H' b^.

4,7. Na uwagę zasługuje ten  szczególny przypadek transform a
c j i  dwukierunkowej,w k tó re j jeden z kierunków z o s ta je  z a s tą 
piony przez kierunek k^l % a pozostały  na k ie ru n ek  kQ za
w ierający z rzu tn ią  kąt 45°* W tym odwzorowaniu n(F) = c(P ).
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J e ż e l i  każdemu punktowi P przyporządkujemy wektor P ^ ,  to  
omawiany dwuobraz można rozważać jako "położenie" wszystkich 
tych  wektorów w kierunku kfl lub "zaczesanie" tych wektorów
w kierunku k = p npa . ( ry s . 17)»na

Posługiwanie s ię  zespołem dwu rzutów 5 normalnego r n i  ukoś-»
9 Onego r  (pod kątem 45 do r z u tn i  X )  j e s t  znane pod nazwą 

aksonom etrii wojskowej. Wykorzystuje s ię  w t e j  metodzie zna
jomość rzu tu  poziomego JP*' jako rzu tu  r n o ry g in a łu fj zaś ce
chy poszczególnych punktów odczytuje s ię  ■%, rz u tu  pionowego
r  f ig u ry  r  przedstaw ionej w dwuobrazowej metodzie £iongesa .

5* P ro sto p ad ło ść ; i. kład.y
4  g

5,. 1. Dwuobraz (p p ) p ro s te j p IcC wykreślimy następu ją
co: Przez rz u t normalny punktu M60C oraz . M*»8 prowa
dzimy płaszczyznę € 1  h #  ( ry s . 18)•  Krawędź 6.0C » 1 je s t  l i 
n ią  spadu płaszczyzny oc względem r z u tn i  X  i  z założen ia  pice 
wynika p i l .  W k ładzie  płaszczyzny € na rz u tn ię  (przez o- 
b ró t o kąt 90° dookoła śladu, ) odmierzymy na p ro s te j ngLi”
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odcipek Mn KiX = c (M) i  wykreślimy kład 1X p ro ste j 1 a 
n astępn ie  kład pxJ. l x p ro s te j p. Punkt px £ n = H je s t

1 2  Psiadem p ro s te j p i  wraz z punktami M i  I  wyznacza rz u ty  
1 2P i  p p ro s te j p . Wykorzystując kryterium  równoległości pro

stych wykreślimy ponadto p ro stą  r  6 R i  r  loc •

R ys. 18
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5C 1 25 .2 . Znajomość kładu p p ro s te j p(p p ) umożliwia odmie
rzen ie  na p ro s te j p odcinka MQ o danej d ługości Wy
k orzy stu jąc  niezm ienniczość stosunku pojedynczego podziału  w 
rz u c ie  równoległym dwuobraz punktu Q wykreślimy przy pomo

cy prostych  QXQ1 II A 1 i  QXQ2II A 2.

5 .3 . Aby ppłożyć płaszczyznę CC= ABC na rz u tn ię  X  obróćmy 
ją  dokoła śladu kładąc jeden punkt te j  płaszczyzny n ie  
przynależny do śladu  h ^  np. punkt A (ry s . 19 ;.Przechodząca 
przez ten  punkt płaszczyzna ¿ 1  h^, j e s t  płaszczyzną obrotu 
punktu A, a punkt h^, i n = S je s t  środkiem obrotu. Obrót 
płaszczyzny £ dokoła h^ = 6 n o kąt 90° ujawni promień o-

X  X  /""i X- f  2C *b ro tu  r  = SA . Okrąg 42 '(£ SA ; j e s t  pdłożonym torem punktu
Aj punkt 6n 42x  = A° j e s t  więc kładem punktu A na rz u tn ię  JT. 
Równoległość płaszczyzn obrotów poszczególnych punktów, a w 
konsekwencji równoległość śladów tych  płaszczyzn, pozwala już 
na bezpośrednie w ykreślenie kładów dalszych punktów płaszczyz
ny«?.

W tym k ładzie  ślad  b ^  jako oś obrotu p rzek sz ta łca  s ię  w 
s ie b ie  tożsamościowo, p rzeto  związki łączące kład A°B°C° i

1 1 1  2 2 2 rz u ty  A B C  oraz A B C  możną zin terpretow ać jako powi
nowactwa osiowe.-

5 .4 ; Zespół podanych k o n stru k c ji można uważać za zb ió r "kon
s tr u k c j i  podstawowych" omawianej metody- V«' dotychczasowych 
rozważaniach pominięto szczególne przypadki prostych i  p łasz
czyzn rzucających . Dla tych szczególnych położeń omawiane do
tychczas konstrukcje u leg a ją  n iekiedy znacznemu uproszczeniu.

6. Transformac.ie podstawowe

6 .1 . Zespół rz u tn i  X  oraz związanych z n ią  kierunków rzutów 
k.j, k2 nazwiemy aparatem {X^k^ >k^}. Pozwoli to  na znaczne

skrócenie dalszy&h opisów.
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6 .2 . Niech dane będą dwa aparaty  { x 1} k^t k2J. i  ,k 2 }
o wspólnych kierunkach rzutów k-j ' k^ oraz różnych podsta

wach 5C^3C^. Odwzorowują one zb iór punktów trójwymiarowej

p rz e s trz e n i euklidesowej na dwa p łask ie  zbiory dwu obraz ów, k tó
re  oznaczymy przez (Xj) i  ( X 9) .  Przyporządkujmy każdemu dwu-
obrazowi zbioru  (X ^) dwuobraz zbioru ( X2) ta k , aby przypo

rządkowane sobie dwuobrazy posiadały wspólny o ryg ina ł (rys^o). 
Uzyskamy wzajemnie jednoznaczne przekszta łcen ie  zbioru  ( 1 ^

na zb iór (X ,), k tó ry  nazwiemy transform acją podstawową i  o- 

znaczymy przez —•). P rzekszta łcen ie  odwrotne oznaczymy

przez (--fi—■) *
X-1

Rys. 20
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6.3» Dla zapewnienia jednoznaczności opisów, rzu ty  punktu P
, 11aa rz u tn ię  X- w kierunkach

, 12
'1

a na rz u tn ię  X_ przez
k1 i  k_ oznaczymy przez

2 1  2 2  P* i  P ^
P i  

jego cechy przez
O. (P) i  (P) oraz normy przezT
stych

2
b.

n.-,(P)
i  płaszczyzn oc, /3

n2 (P ), Ślady pro
na r z u tn i  o-

znaczymy przez 
Zakładając 

no leg łe  rz u tn ie

Ua* oraz
x ^ x 2

V  V *

oznaczmy ic h  krawędź x ^ 2 x.Nierów-
X 1 i  X9 tworzą cz te ry  kąty dwuścienne (czy-

l i  obszary)# Obszar w którym cechy dowolnego punktu wewnętrz
nego są obie dodatnie nazwiemy obszarem I ,  a następne ponu- 
merujęnry jako I I , ( I I I ,  IV#. Płaszczyzny dwusieczne kątów I  i  
I I I  oraz I I  i  IV oznaczymy przez ( ^ i  d" • Przekrój obu rz u t
n i .  i.X 2 oraz ohu płaszczyzn dwusiecznych S i  <5’płaszczyz
ną 0)1 x przedstaw ia ry s . 21. Oznaczmy przez i  oraz j k ie 

ru n k i rzutów i  1  d" , 
j jL d  • Rzut równoległy

1na płaszczyznę ZII OT. 
albo t / / X 2 w kierunku

lub j odwzorowuje o- 
b ie  rzu tn ie  w iern ie , t j .  
izom etrycznie. Takie 
wierne przedstaw ienie 
obu rz u tn i  na jednej 
płaszczyźnie rysunku x 
można uzyskać przez z i
dentyfikowanie jednej 
z r z u tn i  z płaszczyzną 
X i  położenie pozo
s ta łe j  r z u tn i  na p ła
szczyznę X przez obrót' 
dokoła o s i x.D la za
pewnienia jednoznacz
nośc i należy ponumero

wać jednoznacznie obszary oraz-jednoznacznie o k re ś lić  "zwrot” 
obrotu. W is to c ie  są to  dwie różne in te rp re ta c je  tego samego 
zespołu k o n s tru k c ji stereom etrycznych zrealizowanych przy po
mocy k o n stru k c ji planim etrycznych. Uzyskuje s ię  w te n  sposób
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"rozw in ięcia" układu dwu rz u tn i  3C~ i  JC na jedną płaszczyz
nę rysunku Z ( ry s . 22 i  2 3 ) .  Przyjm ując, że rysownik znajdu
je  s ię  w pierwszym obszarze i  że stosujemy kierunek rzutów i  
otrzymamy rozw in ięcie  układu przedstawionego na ry s . 20 jako 
rysunek 2 2 .  J e ż e l i  ten  rysunek uważalibyśmy za rz u t układu na 
płaszczyznę rysunku Z II3 ±Z*3C  ̂ to  wszystkie elementy te 
go rysunku powinny posiadać wskaźnik i ,  a je ż e l i  z a ło ż y li
byśmy Z = 3C-1, to  zgodnie z poprzednio p rzy jętą  umową § 6.3»
npi rzu t P należałoby również oznaczyć wskaźnikiem i , t j .  

21 iP . Aby nie komplikować oznaczeń rzutom elementów przynależ
nych do r z u tn i  n ie  dajemy wskaźnika i  (ani te ż  wskaźnika j).

Rys.22

6.4» Ponieważ k ierunk i i  oraz j le żą  w _płaszczyźnie col x 
p rzeto  w rozw inięciu  proste  hw = u w 6 P-*- są śladami p łasz
czyzny o» e P . J e ż e li  położymy płaszczyznę (O na rz u tn ię  3Ĉ
przez obrót dokoła śladu a następnie w ykreślim y na śred
nicy P1? 3 półokrąg Q X to  na tym półokm*ęgu leżeć musi kład 
PX punktu P ( ry s . 24). Półokrąg nazwiemy zakresem punk

R;ys. 23
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tu  P a odcinek p 1Pł1 
zakresem dla rzu tu  nor
malnego Pn punktu P na 
rz u tn ię  iTj» O bierając
dowolnie jeden  z dwu
punktów Px albo P11
ustalam y jednoznacznie 
cechę c(P) punktu P
względem r z u tn i  X^ jako

obcinek FnPx .
W te n  sposób zo stan ie  
zmetryzowany zb ió r r j  
(p a trz  4»5)»

6.5« Wskażemy obecnie, że zmetryzowanie zb ioru  (iT-j) pociąga 

za sobą zmetryzowanie zbioru  ( X^) •
Oznaczmy przez m promień rzu tu ją cy  punkt P w kierunku kg
(ry s., 25 ). Śladami p ro s te j m = P^2p22 aą punkty P**̂  = Hm' i
22 22P = Urn.' Na rysunku 22 i  25 punkt P = Um nie j e s t  orygi

nałem Um, a le  rzutem punktu Um w kierunku i ,  co wyraża na
ry s . 25 zap is Um = U1.; Natomiast na ry s .  23 punkt p22 je s t  
rzutem śladu Um na rz u tn ię  w kierunku j .  Ponieważ od*
c in k i X^ Ui oraz X^ U3 są wiernymi rzu tam i.tego  .same
go oryginału  X^ Um, przeto  na ry s .  25 punkty U1 i  U3 mu
szą być symetrycznie położone względem o s i x . Inaczej mówiąc 
j e ż e l i  położymy rz u tn ię  rz u tn ię  dwukrotnie przez

i  idwa różne obroty to  otrzymamy dwa-'kłady X^ U i  2 ^  U tego 
samego- o ryginału  X^ Um skąd wynika równość' X^ U1 = X^U •
Kład płaszczyzny X na rz u tn ie  X^  przez obrót te j  płaszczyz
ny wokół ś ladu  ujawni okrąg fi1 (XX|  x k , u1) ,  na którym
leżeć  musi kład. Ux punktu; Um.

Ponieważ p ro sta  m je s t  promieniem rzutującym  punkt P w kie
runku kg p rzeto  o b ie ra jąc  dowolnie punkt P^n lub P* u s ta 
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lamy jednoznacznie rzu t normalny m"'n tego promienia rzu tu 
jącego a tym samym położenie punktu U n i w  konsekwencji

1 n mx rjego wysokość wyrażoną odcinkiem U U i  na odwrót. A więc
"1 nm x "In x fty lko  jeden z cz terech  punktów P , P , U , U może być o-

brany dowolnie i  ten  wyrób ueteim inuje położenie trz ech  pozo
s ta ły ch  punktów.

P rostą  u"^6 i  II j e s t  kładem ś lad u  uw a w ięc
odległość ę (P  , u J )  wyraża odległość punktu P od r z u t n i ^  
t D* <o(-X, u*f) = q (P, X2 ) = c2(P ).
Znak cechy c2(p ) zależy od p rz y ję te j num eracji obszarów,któ
ra  może być jednoznacznie usta lona  w k ła d z ie  jakiejkolwiek: 
płaszczyzny prostopadłej do o s i x.
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Okrąg Q y~ (Xw, X<JPX) wyznacza na ś lad z ie  uw rz u t normalny 
P2n punktu P na rz u tn ię  X?i k tó ry  v/ras z cechą c^(p) u s ta 
la  metrykę zb ioru  (jro ). Analogiczną konstrukcję można uza
sadnić d la  jak ie jko lw iek  p ro s te j q e P  i  qe Z porówna

l i  ■n ia  rysunków 20, 22 i  23 je s t  .widoczne, że p rzek sz ta łcen ie

można otrzymać przez dwukrotne p rzek sz ta łcen ie  osiowopowino-
11 21 12- 22 wate o o s i x i  kierunkach powinowactwa P P" oraz P Ł"P .

6 .6 . Metrykę zbiorów ( X* ) i  ( X2 ) mężna róvmięż u s ta l ić  
przez podanie k ą ta  i*= 4 %  Uę ja k i  wyznaczają ślady  p ła sz 
czyzny 07/k., ,k 9 ( ry s .  26). Połóżmy płaszczyznę 9  na rz u tn ię  
JT, przez obrót dokoła śladu  p ro s ta  ugf6Xg. zaw ierająca

ze śladem h ę  kąt %  ucr = e s t  kładem śladu  Uę. Okręgi
& (kę, Xę P2 ) i  f i  (l . ,  XęP22) wyznaczą na p ro s te j u ^  k ła -
, „ 21 . _22 . . .  _21-. „22 , „11„21 . _12„22 dy Pq x PQ punktów P x P a p ro ste  P P i P P
przetną  s ię  w punkcie P° , k tó ry  je s t  kładem punktu P. Jeże
l i  podniesiemy płaszczyznę 9  w je j  pierwotne położenie to
punkt P° wyznaczy okrąg 3P°) leżący w płaszczyźnie
fi X h^. Ponieważ hę6Xj p rze to  h ^ l  h ę  i  h^ h ę  = S 
a  rzu t P1n leżeć  musi wobec « i * ;  na ś lad z ie  h^ . Z po

przednich rozważali wiadomo, że P1n6 h ^  a więc h^ h y = P1n. 
Kład płaszczyzny'- fi na rz u tn ię  wokół śladu  h^ ujawni
kład Q X okręgu 0 . ( 3 ,  SP°) skąd uzyskamy wysokość punktu 

1 TT. yP jako odcinek P T . Aby to  "zadanie posiadało rozwiązanie 
potrzeba i  w ystarcza aby kąty ^  A] = h ę  i  A, = Ą x  Uę 

sp e łn ia ły  warunek t ró jk ą ta  (i^ -



Dwuobrazowy r z u t  r ó w n o le g ły  , 81



ÄBJXKAFTHHHHE HAPAAJEJlbHHE ÜPOEKhM

8 2 ________________________ Adam Z aw adzkif Karol Bolek

P e 3 » m e

ß  paöore caeJEHo nonHTKy saTB oönmit noÄXOÄ k  oTodpa&eHJüo na mrocKoc.TB MeTOAOM 
napajuiejrbHHX npoeKUHz (jyiH pasmix HanpaBjeratit) TpexMepHoro eBKramoBoro npo-
CTpflHCTBa• „ .

PaccMOTpeHO H3MeHeKHe HanpasJteHHä npoeKuroi t . h . TpaHcxpopMam® HanpaBJieiwK  
k  HaMeHeHHe nJiocKOCTZ npoeKm at, t . h .  ÖasHCHy» TpaHC$opMaiflCB. ^OKaaaHO, hto

onpeseJieHHQ T p e T te ä  npoeKUHH ärnrypn P sasaKH oii npoeKUHHMH h r  j p -  
eTCH Mexami3npoBaTb n p z noMomn £Byx nymcoB napajuera>HHX ephm hx.

Ä se  nocjeaoB aTejiB H H e TpaHC$op«©UHH HanpaBneHHä mokho 3aMecTHTB oähoü  TpaHO-

SopMamieä HasBaHHofi hx cyMMoä.
OBOK^IHOCTB TpaHC$OpMaUH& C TRK OüHCaHHOÄ HX CyMMOÄ K3K CJI6ÄCTBOM CJIOXeHHH 

oöpa3yeT  rp y n n y  npeoöpaKeHHä.
ßBeaeffiie HopMaraHoro HanpasJiehhh npoeacuHH nosBOJraet pemaTB MeTpiraecKiie sasanH.

Echh oäho n s  HanpaBJieHHit HopMa.ra.Hoe, a s p y r o e  oö p aaye? c  iijio c k o c tb »  n p o e K -  
UHH vtoji HaKÄOHa v  T o ra a . nojtyaaeTCH npoeKUHH aKcoHOMeTpaaecKaa, t . h .  K a -  
B a raepH an nepcneKTH Ba. ß aacTHOCTH, K o rs a  v  = 4 5 °  nojryHaeTCH BoeHHaa nep— 
cneKTHBa. . .

Mcnora>3yH 6a3HCHHe TpaHCöopM auHH no jryaaeT C H  b o 3 m o x h o c tb  n p o c T o  h h c h o o o o o -  
uihtl MeTOÄ Mo h m  u e p e a  3 a  Me Hy neprieHjCQcyjiHpHHX iiJiocKOCTeÄ npoeK U jcä h h k jo h h h m h  
IIJIOCKOCTHMH H HOpMara.HKX HanpaBJieHHH npoeKUHH npOH3BOJU>HHMH HanpaBJieHHHMH.

ZWEIBI1DIGE PARALLELPRO JEKTIOTI

Z u s a m m e n f a s s u n g

Im vorliegenden A rtik e l wurde eine allgem eine Auffassung der 
Abbildung des dreidim ensionalen euk lid ischen  Raumes auf F lä
chen m itte ls  zwei P a ra lle lp ro jek tio n en  (in 'v ersch ied en en  Rich
tungen) angegeben. Die Änderung einer(zw ei) . P ro je k tio n s ric h -  
tung/en) wurde a ls 'T ran sfo rm atio n  e in e r  (zwei) Ruchtung/en und 

^die Umformung der P ro jek tio n sfläch e  a ls  Grundtransform ation 
"bezeichnet.-

Es wurde bewiesen* dass man das Aufzeichnen der d r i t te n
P ro jek tio n  r 3 e in e r F igur T d ie durch die P rojektionen  T1 und
r  gegeben i s t  m it te ls  zwei Sj'stemen von p a ra lle le n  L inien 
m echanisieren kann (P rinzip , des ¿ksonografes). Zwei aufeinan
derfolgende Transform ationen e in e r Richtung kann man mit einer 
d r i t t e n ,  d ie .m it der Summe benannt i s t ,  v e r tre te n . Eine Menge 
von Transform ationen mit nach der A dditionsform el bezeichne-
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ten  Summe b ild e t  eine Umformungsgruppe. Bei Einführung e in e r 
normalen R ro jek tionsrich tung  i s t  man im Stande auoh Massaufr 
gaben zu lösen . Wenn eine normale Pro jek tio n srich tu n g  vorhan
den i s t  und die zweite mit ih re r  P ro jek tionsfläche  einen be
lieb ig en  Winkel ü  b i ld e t ,  dann e rh a lten  wir die P a ra lle lp ro 
je k tio n  die in  der technischen Zeichnung a ls  P a ra lle lp e rsp ek 
t iv e ,  sch iefe  Axonometrie oder auch a ls  K av a lle rie - Perspek
t iv e  gennant i s t .  q

Im speziellen Pall, wenn 45 i s t  diese axonometrische 
Projektion als MilitärTPerspektive bekannt.

Mit H ilfe der G rundtransform ation kann man d ie  orthogona
le  P a ra lle lp ro je k tio n  auf b e lieb ig e  schiefw inklige in  e in fa 
cher Weise verallgemeinen»

Wpiynçlo do Redakcji 15.11.66 r


