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METODY DOBORU PARAMETROW OBSERWATOROW
LINIOWYCH NA PRZYKLADZIE OBSERWATORA ZMIENNYCH
STANU MASZYNY INDUKCYJINEJ

Streszczenie. W niniejszym opracowaniu, wychodzgc od modeli matematycznych liniowe-
go, stacjonarnego obiektu dynamicznego i liniowego, stacjonarnego obserwatora zmiennych
stanu, wyprowadzono warunki, ktérych spetnienie gwarantuje poprawng estymacja zmiennych
stanu, a nastepnie, korzystajac z tychwarunkéw, zaproponowano cztery rézne algorytmy doboru
parametréw obserwatoréw. Dwa zzaprezentowanych algorytméw umozliwiajg synteze obser-
watora, ktéry oprocz zmiennych stanu obiektu odtwarza réwniez pochodne tych zmiennych.

METHODS FOR LINEAR OBSERVER DESIGN ON THE EXAMPLE OF
STATE OBSERVER FOR INDUCTION MOTOR

Summary. In the paper four algorithms for linear observer design are proposed. The algo-
rithms are based on the sets of conditions derived/from the models of a linear, time-invariant
system and a linear, time-invariant state observer, fulfillment of which provides correct state
estimation. Two of the presented algorithms enable design of an observer, that estimates not
only state variables but also their derivatives.

1. WSTEP

Teoria liniowych obserwatoréw zmiennych stanu zostata dobrze poznana i szeroko opisa-
na w literaturze [2, 4, 5, 6, 7]. Znaczaca wiekszo$¢ opracowan dotyczacych obserwatoréw
liniowych nie zawiera jednak prostych w zastosowaniu algorytméw doboru ich parametrow
podajacych sposob postepowania krok po kroku. Dwa z zaprezentowanych algorytméw korzy-
stajg z zestawu warunkdéw ktore zostaty wyprowadzone bez definiowania macierzy transforma-
cji [2, 6] wigzacej zmienne stanu obserwatora ze zmiennymi stanu obiektu obserwowanego.
Pozwolito to na zmniejszenie liczby zatozen, jakie muszg spetnia¢ macierze obserwatora, co z
kolei zwiekszyto mozliwosci redukcji rzedu obserwatora. Pozostate dwa algorytmy bazuja na
zestawie warunkéw wyprowadzonych przy wykorzystaniu macierzy transformacji. W stosunku
do algorytmow opisanych w literaturze algorytmy te zostaty uzupetnione o analize mozliwosci
odtwarzania pochodnych zmiennych stanu obiektu obserwowanego. Wszystkie opisane algo-
rytmy moga postuzy¢ do doboru parametréw liniowych obserwatoréw niestacjonarnych, jezeli
parametry, od ktoérych zalezg wspétczynniki kolejnych macierzy obiektu obserwowanego,
zmieniajg sie znacznie wolniej od zmiennych stanu tego obiektu oraz kolejne macierze dobie-
ranego obserwatora sg funkcjami ciagtymi tych parametréw w przedziale ich zmiennosci.
W trakcie rozwazan duzo uwagi poswiecono zagadnieniom istnienia rozwigzarn zadanych pro-
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blemoéw, co zaowocowato podaniem szeregu zaleznos$ci pozwalajacych w prosty sposéb okre-
§lié, czy synteza danego obserwatora jest mozliwa, oraz utatwiajgcych wybor najlepszego w
danym przypadku algorytmu postepowania.

2. ROWNANIA OBSERWATORA LINIOWEGO

Liniowy obiekt dynamiczny, op wejsciach, q wyjsciach oraz o n zmiennych stanu, mozna
opisa¢ za pomoca réwnania stanu i rGwnania wyjscia postaci [2, 3]:

x=Ax+Bu, (1)
y =Cx, 2
gdzie macierze A, B i C majg wymiary odpowiednio nxn,nxpi gxn,a wektoryu, x iy maja

odpowiedniop, ni g elementéw. Warto$ci macierzy A, B iC sastate w czasie, a para macierzy
A i.C jest obserwowalna [2, 5].

Rys. 1. Schemat blokowy obiektu liniowego i obserwatora liniowego
Fig. 1 Block diagram of linear system and linear observer

Do estymacji zmiennych stanu tak zdefiniowanego obiektu mozna uzy¢ obserwatora li-
niowego o0 nazmiennych stanu i q0wyjsciach, opisanego nastepujacymi réwnaniami [4, 6]:

3

x0=A0x0+Boly +Bo2u, @)

yG=CO0x0+Coly, 4)

gdzie macierze AQ, Bol, B&2 C0i Co/ majg wymiary odpowiednio nOxn0, naxg, naxp, q0xn0

i 0,.Xg. x0jest wektorem zmiennych stanu obserwatora o wymiarze na ay,,jest wektorem wyjsé

obserwatora o wymiarze ga Jezeli opisany rownaniami (3) i (4) obserwator spetnia warunek

n =n,, to jest to obserwator peinego rzedu, jezeli n >nQ, to jest to obserwator rzedu zreduko-
wanego. Tak zdefiniowanego obserwatora mozna uzupetni¢ o dodatkowe réwnanie:

y®@2- ®ono >
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stuzgce do estymacji pochodnych zmiennych stanu obiektu - x, gdzie D,, jest macierza o wy-
miarze n0xnQ a ya@jest dodatkowym wektorem wyj$¢ obserwatora o wymiarze naodwzorowu-
jacym wektor pochodnych zmiennych stanu x . W dalszej czesci rozwazan bedg rozpatrywane
tylko obserwatory, ktorych liczba wyjs¢jest rowna liczbie zmiennych stanu g,, = n,,. Schematy
blokowe obiektu obserwowanego i obserwatora przedstawiono na rys. 1
Obserwator liniowy opisany réwnaniami (3) i (4) powinien jak najdoktadniej odwzoro-
wywac wektor stanu obiektu x, dlatego wektor wyjscia obserwatora yOpowinien by¢ w kazdej
chwili czasowej réwny temu wektorowi. Na tej podstawie mozna zapisa¢ warunek [2], [6]:
y0=Tx+e, (6)

gdzie T jest zerojedynkowg macierzg owymiarze naxn, a £ wektorem btedu estymacji o wy-
miarze n0. Macierz T w kazdym wierszu zawiera doktadnie jeden element niezerowy. W przy-
padku gdy obserwator jest obserwatorem petnego rzedu, macierz T jest macierzgjednostkowg
rzedu n =n0.

Na podstawie warunku (6), réwnan obiektu obserwowanego (1) i (2) oraz rownan obser-
watora, (4) i (5) mozna wyprowadzi¢ warunki, jakie powinny spetnia¢ macierze obserwatora,
aby przebiegi btedow estymacji nie zalezaly od warto$ci zmiennych stanu x i wymuszen u
obiektu obserwowanego. Warunki te majgnastepujaca postac:

AO0CO0_1T - A 0Co_ICoIC+BO0IC -C 0_ITA + C0o_1C0JCA = 0, @

Bo2-C 0-TB+Co 1C0ICB = 0. (8)

Jezeli obserwator ma stuzy¢ do estymacji nie tylko zmiennych stanu, ale takze ich po-

chodnych, elementy wektora zmiennych stanu obserwatora xfl powinny by¢ kombinacjami
liniowymi elementéw wektora zmiennych stanu obiektu obserwowanego x:

\0=Kx +w, 9)
gdzie K jest macierzg o wymiarach nxn. Warunek ten wynika bezposrednio z rownania (5).
Wektor w o wymiarze najest zalezny tylko od wektora btedu estymacji s. Dodatkowy wektor

wyjscia obserwatora yo2 powinien by¢ w kazdej chwili czasowej réwny pochodnej wektora
stanu obiektu x , skad wynika warunek:

y@=Ti +E2> (10)
gdzie e2jest wektorem btedu estymacji pochodnych zmiennych stanu o wymiarze nQ.
W tym przypadku uniezaleznienie btedéw estymacji od zmiennych stanu obiektu x oraz
od wymuszen u wymaga wprowadzenia czterech warunkow:

COK-T +ColC =0, (V)
AOK -KA +BolC =0, (12)
B02-KB =0, (13)
DOK =T. (14)

Wi ieksza liczba warunkow jest konsekwencjg koniecznosci uwzglednienia zatozen (9) i (10).
W obydwu przypadkach, gdy obserwator odtwarza tylko zmienne stanu obiektu obserwowane-
go oraz gdy odtwarza zmienne stanu iich pochodne, réwnanie btedu obserwatora przyjmuje te
sama postac:
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(¢ =CoAQCo-E. (15)
Po poroéwnaniu réwnania (5) z warunkiem (10) otrzymano:

Tx+e2=D0x0. (16)

Ze wzgledu na to, ze macierz DOw przypadku ogélnym nie jest macierzg kwadratowa, nie jest
mozliwe zapisanie rownania btedu dla wektora s2 Na podstawie warunkéw (11), (12), (13) i
(14) oraz réwnan obiektu (1) i (2) oraz obserwatora (3) i (4) mozna uzyskac zaleznos¢:

e2 =DOAOCO-'£. (17>

z ktérej wynika, ze wektor btedéw estymacji pochodnych zmiennych stanu e2 jest liniowo
zalezny od wektora btedéw estymacji zmiennych stanu s. Wynika stad, ze btedy te bedg zani-
ka¢ z takimi samymi statymi czasowymi. Ponadto, w ten sam spos6b mozna uzyska¢ zalez-
nos¢:

£2=DO0CO-‘E, <18)
z ktorej wynika, ze wartosci wektora e2 sg wprost proporcjonalne do pochodnych wektora e.
Wynika stad, ze im szybciej beda zanika¢ btedy estymacji zmiennych stanu £, tym wieksze
wartosci bedg osiagac btedy estymacji pochodnych zmiennych stanu e2.

3. DOBOR PARAMETROW OBSERWATORA LINIOWEGO

Synteza obserwatora liniowego polega na odpowiednim dobraniu wartos$ci wszystkich je-
go macierzy: AQ, B,i, Ba2 CO, CO, i ewentualnie DO, tak aby spetniaty one wyprowadzone w
rozdziale 2 warunki (7) i (8) albo warunki (11), (12), (13) i (14). Ponadto, dodatkowe wyma-
gania sg stawiane macierzy A0 ktorej warto$ci wiasne (pierwiastki rownania charakterystycz-
nego obserwatora) sg odpowiedzialne za zachowanie obserwatora w stanach nieustalonych.
Zagadnienia z tym zwigzane zostaly opisane miedzy innymi w pozycjach [2], [3] i [8], Aby
zapewni¢ szerokie mozliwosci doboru wartosci wtasnych tej macierzy i jednoczesnie uproscic
dalsze rozwazania, zatozono nastepujacajej posta¢ [4]:

&o :aolno > \(19)

gdzie aQjest statg, w ogolnym przypadku liczbg zespolong. Obserwator, ktdrego macierz AOma
posta¢ okreslong wzorem (19), ma tylko jedng, wielokrotng warto$¢ wtasng réwng co do war-
tosci a,,, a krotnos$¢ tej wartosci wiasnej jest rGwna rzedowi obserwatora na.

4. ALGORYTMY SYNTEZY LINIOWYCH OBSERWATOROW ZMIENNYCH STANU

W rozdziale 2 przedstawiono dwa rézne zestawy warunkow (7) i (8) oraz (11), (12), (13)
i (14). Warunki te sq podstawg doboru kolejnych macierzy modelu matematycznego obserwa-
tora. Mozna warunki te wykorzysta¢ na dwa sposoby. Pierwszy sposéb polega na utworzeniu i
rozwigzaniu jednego duzego uktadu réwnan i wyznaczeniu wszystkich macierzy obserwatora
naraz. Metoda ta lepiej wykorzystuje mozliwosci kazdego z zestawoéw warunkéw, lecz wyma-
ga duzego naktadu pracy i obliczen. Dwa ponizej przedstawione algorytmy bazujace na tej
metodzie nazwano algorytmami ogdlnymi. Drugi sposéb polega na kolejnym wykorzystaniu
poszczeg6lnych warunkow i obliczaniu macierzy obserwatorajedna po drugiej. Ze wzgledu na
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konieczno$¢ wprowadzenia dodatkowych zatozen ten tok postepowania zapewnia mniejsze
mozliwosci niz poprzedni, lecz nie wymaga wielu skomplikowanych obliczen. Dwa algorytmy
bazujgce na tej metodzie nazwano algorytmami uproszczonymi.

4.1. Ogolny algorytm syntezy liniowego obserwatora zmiennych stanu

W punkcie 2 wyprowadzono warunki (7) i (8), jakie musza spetnia¢ macierze liniowego
obserwatora zmiennych stanu, aby zapewnic poprawne jego dziatanie. Warunki te sg podstawg
do wyznaczenia tych macierzy. Poszukiwane sg macierze o postaciach:

Co= k , U * Co\=\Pk,\n0x9 > Bol= [*m.n]J«0x9> 7 »2= \Sr,s\0y.p" (20)

Macierz A, jest okreslona réwnaniem (19), a macierz T jest macierza rzedu n,, 0 wymia-
rach i wartosciach elementéw zaleznych od rzedu obserwatora i wyboru estymowanych
zmiennych stanu obiektu obserwowanego. Podstawiajac zaleznos$¢ (19) oraz wyrazenia (20) do
warunku (7) oraz po wykonaniu wszystkich dziatan na macierzach po lewej stronie réwnania i
poréwnaniu komorek otrzymanej w ten sposdb macierzy do zera, otrzymuje sie uktad réwnan
nieliniowych. Nieliniowo$¢ uktadu réwnan wynika z wystepowania w zaleznosci (7) iloczynu
macierzy C0i CO, bedagcych niewiadomymi. Postepujagc analogicznie z warunkiem (8) otrzy-
mano wyrazenie, ktére po wykonaniu wszystkich dziatan macierzowych i przyréwnaniu
wszystkich komérek powstatej w ten sposéb macierzy do zera mozna przeksztatci¢ w uktad
réwnan nieliniowych.

taczac obydwa otrzymane uktady réwnan w jeden, otrzymano uktad nO-(n +p) réwnan
nieliniowych z n0-(n0+p + 2q) niewiadomymi. Uktad ten mozna zlinearyzowa¢ zaktadajac
odgornie warto$ci wszystkich elementdw macierzy Cc. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy rozni-
ca liczby niewiadomych i réwnan jest wieksza bagdz réwna liczbie elementéw tej macierzy. Na
tej podstawie mozna wyprowadzi¢ warunek:

2g9-n>0. (21)
Aby zlinearyzowany ukfad réwnan miat zawsze jednoznaczne rozwigzanie, nalezy zatozy¢

wartosci takiej liczby niewiadomych, aby ilos¢ pozostatych niewiadomych byta réwna liczbie
réwnan, co opisuje réwnanie:

d =no(n0+2q-n), (22)
gdzie ¢ jest liczbg niewiadomych ktérych wartosci nalezy zatozyé. Dodatkowo, aby zagwaran-

towa¢ w kazdym przypadku istnienie rozwigzania zlinearyzowanego uktadu réwnan, nalezy
tak dobra¢ warto$¢ a,,, aby spetniony byt warunekl:

rzad(aol,-A)= n. (23)

W przypadku niespetnienia tego warunku moze sie zdarzy¢ (lecz nie musi), ze otrzymany

uktad rownan stanie sie uktadem rownan sprzecznych lub jedynym jego rozwigzaniem bedg
macierze zerowe.

Warto jeszcze zwrdci¢ uwage na dodatkowa, uzyteczng wiasciwosé réwnania (22). Row-

nanie to moze postuzy¢ do wyznaczenia przedziatu wartosci, do ktédrego musi naleze¢ rzad

obserwatora (warto$¢ na), aby synteza tego obserwatora byta mozliwa. Zaktadajac, ze wartosci

1 Wszystkie podane w tej pracy warunki rozwigzalnosci uktadow réwnan wynikajg z twierdzenia
Kroneckera-Capellego [1] i gwarantujg istnienie rozwigzania. W niektorych przypadkach moze sie zda-
rzy¢ jedynym rozwigzaniem bedzie rozwigzanie zerowe. Co prawda, podano w niektérych przypadkach
warunki zmniejszajace prawdopodobienstwo wystapienia takiego rozwiazania, lecz sg to warunki ko-
nieczne, lecz nie konieczne i wystarczajace.
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n0,g \n sg liczbami catkowitymi wiekszymi od zera (obiekt obserwowany i obserwator maja
co najmniej po jednej zmiennej stanu i dodatkowo, obiekt obserwowany ma co najmniej jedno
wyjscie), mozna powiedzie¢, ze synteza obserwatora jest mozliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
warto$¢ d jest wieksza badz réwna zeru. Gdy d osiggnie warto$¢ mniejszg od zera, oznacza to,
ze rozpatrywany uktad rownan zawiera wiecej niezaleznych réwnan niz niewiadomych, a wiec
nie ma rozwigzania. Z rébwnania (22) wynika, ze djest wieksze od zera, gdy:

no>n- 2q . (24)

Na tej podstawie mozna stwierdzié, ze rzad projektowanego opisywang metoda obserwatora
powinien naleze¢ do przedziatu:

n-2q <na<n, gdy n-2q>1,
II<n0<«, gdy n-2g<\.

Ostatecznie, sposéb postepowania w trakcie syntezy liniowego obserwatora zmiennych
stanu jest nastepujacy:

1. Nalezy wybra¢ rzad obserwatora i zmienne stanu obiektu podlegajace estymacji, tak aby
rzad ten spetniat zalezno$¢ (25) i na tej podstawie zatozy¢ postaé macierzy T, tak aby jej
rzad byt rowny wybranemu rzedowi obserwatora.

2. Zatozy¢ wartos¢ a,, tak aby spetniony byt warunek (23).

Zapisa¢ postacie macierzy Bol, B2 C,, oraz CO0i i utworzy¢ uktad réwnan.

4. Jezeli warunek (21) jest spetniony, zatozy¢ wartosci elementow macierzy CO, tak aby jej
rzad byt rowny na Najtatwiej jest podstawi¢ za te macierz macierz jednostkowag I.

5. Zatozy¢ dodatkowo wartosci tylu niewiadomych, by ogdlna liczba zatozonych niewiado-
mych z elementami macierzy Cawlgcznie byta okreslona zaleznoscia (22).

6. Rozwigza¢ otrzymany uktad rownan wyznaczajagc wartosci elementéw macierzy BOI, Bo2
Co i Col.

w

4.2. Uproszczony algorytm syntezy liniowego obserwatora zmiennych stanu

Algorytm ten rowniez wykorzystuje warunki (7) i (8), przy czym kazdy z tych warunkéw
jest analizowany oddzielnie i wykorzystywany na innym etapie obliczen. Uproszczenie obli-
czen jest jednak w tym przypadku okupione zmniejszeniem mozliwosci algorytmu, objawiaja-
cym sie mniejszg swobodg wyboru rzedu obserwatora.

Po podstawieniu do warunku (7) zatozenia (19) otrzymano réwnanie:

(ColC-T X A -aol,)+CoBolC =0. (26)

Rownanie (26) moze postuzy¢ do wyznaczenia macierzy CDi Co), po uprzednim zatozeniu
wartosci elementéw macierzy B,,i. W og6Inym przypadku obserwatora zredukowanego rzedu,
aby rozwigza¢ réwnanie (26), nalezy podstawi¢ do tego réwnania jako niewiadome macierze:

C = 1_!>1JJn0an’ Coollz \pk|]A0xq' (27)

W ten sposob, po wykonaniu wszystkich dziatan macierzowych oraz po poréwnaniu do zera
wszystkich komdrek powstatej w ten sposéb po lewej stronie rownania macierzy, mozna réw-
nanie to przeksztatci¢ w uktad n-n0réwnan liniowych z (q +nQn0 niewiadomymi. Uk}ad ten
ma na pewno jednoznaczne, niezerowe rozwigzanie, gdy speiniony jest szereg warunkdw.
Pierwszym z nich jest rownos$¢ liczby rownan i liczby niewiadomych, skad mozemy obliczy¢
liczbe niewiadomych d, ktorych wartosci nalezy zatozy¢:

d- g+na-n. 2"
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Na podstawie warunku (28), postepujac analogicznie jak w przypadku warunku (22), mozna
okresli¢ dolng granice przedziatu, do jakiego powinna naleze¢ liczba zmiennych stanu obser-
watora na(gdrna granice, zalezng od macierzy C, omowiono ponizej):

n-q<na<rzad(c), gdy n-g> 1 A
l<na<rzad(c), gdy n-gq< 1

Poréwnujac warunki (25) i (29), wida¢, ze przedstawiony w punkcie 4.1 algorytm ma wieksze
mozliwosci, gdyz w ogélnym przypadku umozliwia wiekszg redukcje rzedu obserwatora.

Aby rozpatrywany uktad rownan miat zawsze rozwigzanie, macierz Aobiektu obserwo-
wanego powinna spetnia¢ zaleznos¢:

rzad(nOl,, -A)=n . (30)

Spetnienie tego warunku nalezy zapewni¢ przez odpowiedni dobdr wartosci a,, analo-
gicznie jak w przypadku warunku (23). Réwniez w przypadku omawianego algorytmu brak
spetnienia tego warunku nie jest rownoznaczny z brakiem mozliwosci syntezy obserwatora.

Kolejny warunek zapewniajacy istnienie rozwigzania uktadu réwnan jest opisany zalezno-
Scig:

rzad(BOIC) = n0, (31)
ajego spetnienie nalezy zapewni¢ odpowiednio dobierajagc macierz B,,i. Ponadto, koniecznos$¢
spetnienia réwnania (31) wymaga, aby rzad obserwatora byt nie wiekszy niz rzad macierzy C
obiektu obserwowanego. W przeciwienstwie do warunku (30), niespetnienie zaleznosci (31) w
wiekszosci przypadkéw prowadzi do braku rozwigzania analizowanego ukfadu réwnan, lub do
przypadku, gdy jedynymi rozwigzaniami sg macierze zerowe.

W przypadku gdy dokonujemy syntezy obserwatora petnego rzedu (n, = 1), macierz T
staje sie macierzg jednostkowg rzedu n. Ponadto, jezeli macierz C jest macierzg kwadratowg
rzedu n(liczba zmiennych stanu obiektu jest réwna liczbie wyj$¢ n = g), mozliwe jest prze-
ksztatcenie rGwnania (26) do postaci umozliwiajacej bezposrednie wyliczenie macierzy C,,:

CO0 = (A -flol,,XBoIC)-\ (32)
Dodatkowo zatozono, ze macierz CD jest macierza zerowa. Zatozenie takie znacznie ufatwia
synteze obserwatora nie wptywajac na rozwigzalno$¢ réwnania (26), pod warunkiem ze spet-
niony jest warunek (30). Po wyznaczeniu macierzy C0Oi Col macierz B,,2mozna wyznaczy¢ z
warunku (8):

Ba2=CO0-'(T-CalC)b, (33)
ktdry dla obserwatora petnego rzedu i po postuzeniu sie wzorem (32) przyjmuje postac:

Bo2=CO0-B. (34)
Ostatecznie, podczas syntezy liniowego obserwatora zmiennych stanu metodg uproszczo-
ng mozna przyja¢ nastepujacy sposéb postepowania:
1. Dobra¢ liczbe zmiennych stanu (rzad) obserwatora, tak aby spetniona byta zalezno$¢ (29).
2. Wypekié¢ zerami i jedynkami macierz T, o wymiarach nOxn, tak by kolejnym elementom
wektora wyjscia obserwatora y0 odpowiadaty wybrane zmienne stanu obiektu obserwowa-
nego (elementy wektora x).
3. Zatozy¢ warto$¢ a0- wielokrotng warto$¢ wtasng macierzy A,,, tak by spetniony byt waru-
nek (28).
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4. Zalozy¢ takag posta¢ macierzy Bol o wymiarach gxna, aby byt spetniony warunek (31).

Najprosciej odpowiednio wypetni¢ te macierz zerami ijedynkami.

5. Dobra¢ macierze C0i Co]:

- jezeli syntetyzowany jest obserwator petnego rzedu i spetniony jest warunek (30), ma-
cierz Col jest kwadratowg macierzg zerowg o wymiarach n0xn0, a macierz CO nalezy
wyznaczy¢ z zaleznosci (30),

- jezeli syntetyzowany obserwator jest obserwatorem rzedu zredukowanego, macierze CO
i COi nalezy wyznaczy¢ na podstawie uktadu rownan otrzymanego z warunku (26).

6. Na podstawie zaleznosci (33) w ogdlnym przypadku, lub zaleznosci (35), gdy uprzednio
korzystano ze wzoru (32), wyznaczy¢ macierz B,,2

4.3. Uproszczony algorytm syntezy liniowego obserwatora zmiennych stanu
i ich pochodnych

Macierz DO mozna wyznaczy¢ z warunku (14) rozwiazujac uktad n-naréwnan z n,, nie-
wiadomymi. Jak widac¢, uktad ten na pewno ma rozwigzanie, gdy n = n0, a wiec obserwator jest
obserwatorem petnego rzedu i dodatkowo, macierze K i T nie sg macierzami osobliwymi. Dla
obserwatora rzedu zredukowanego spetniona jest relacjan>n,,, a wiecliczbaréwnan jest
wieksza odliczby niewiadomych, co sprawia, ze wyznaczenieelementowmacierzy DO jest
niemozliwe. Wynika stad, ze estymacja pochodnych zmiennych stanu jest mozliwa tylko za
pomoca obserwatora petnego rzedu i tylko ten przypadek zostanie omoéwiony. Przedstawiony
w tym punkcie algorytm uproszczony nadaje sie tylko do syntezy obserwatora dla obiektu
spetniajacego zalezno$¢ q =n. Jezeli n = na warunek (14) mozna przeksztatci¢ do postaci:

D, =K-1. (35)

Macierz K mozna wtedy wyznaczy¢ na podstawie warunku (32), ktéry po wprowadzeniu zato-
zenia (32) przyjmie w tym przypadku postac:

K =-BolC(all,, —A)-1. (36)
Jak wynika ze wzoru (35), macierz K musi by¢ macierzg nieosobliwg, aby mozliwe byto jej
odwrocenie. Aby to zapewnié, muszg by¢ spetnione obydwa warunki:

Rz4d(alin-A)=n, 3?)

Rzad(BolC) =/i. (38)
Nalezy zauwazy¢, ze w odrdznieniu od poprzednich algorytméw, gdzie niespetnienie warunku
(37) (ktory ma taka sama postac jak warunki (30) i (23) tylko ograniczato liczbe przypadkow,
w ktérych synteza obserwatora byta mozliwa, tutaj uniemozliwia synteze we wszystkich przy-
padkach. Spetnienie warunku (38) jest tatwe do uzyskania, gdy rzad macierzy C jest rowny
rzedowi obserwatora i nalezy je zapewni¢ przez odpowiedni dobér macierzy Bol. Jezeli rzad
macierzy C jest mniejszy od rzedu obserwatora, co ma miejsce zawsze, gdy liczba niezalez-
nych wyj$¢ obiektu obserwowanego jest mniejsza od liczby jego zmiennych stanu, warunek
(38) nie jest spetniony i synteza obserwatora za pomocg tego algorytmu nie jest mozliwa.
W takich przypadkach nalezy skorzysta¢ z przedstawionego w punkcie 4.4 algorytmu ogoélne-
go. W dalszej kolejnosci, z warunku (13) mozna wyznaczy¢ macierz Bo2

ba2=kb . (39)
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Warunek (11) moze postuzy¢ do wyznaczenia macierzy C0i Col. W rozpatrywanym przypadku
macierz K jest macierza kwadratowg petnego rzedu, wiec macierz CO mozna wyznaczy¢ na
podstawie warunku (11) przeksztatconego do postaci:

Co=(l,-ColC)K-1, (40)
po uprzednim takim dobraniu macierzy CO;, by spetniony byt warunek:

rzad(l,-ColC)=77. (41)

Ostatecznie, sposéb postepowania podczas syntezy obserwatora jest nastepujacy:

1. Zatozy¢ warto$é aD tak by spetniony byt warunek (37).

2. Zatozy¢ taka posta¢ macierzy Bo] o wymiarach nx«, ab/byt spetniony warunek (38). Naj-

prosciej jest podstawi¢ za te macierz macierz jednostkowa.

. Na podstawie zaleznosci (36) wyznaczy¢ macierz K.

. Na podstawie zaleznosci (39) wyznaczy¢ macierz Ba2

5. Zalozy¢ takg posta¢ nx«-wymiarowej macierzy C,i, by spetniony byt warunek (41). Naj-
prostszym rozwigzaniem jest podstawienie za macierz Co] macierzy zerowej.

6. Macierz C0wyznaczy¢ z zaleznosci (40).

7. Na podstawie wzoru (35) wyznaczy¢ macierz DO.

~ w

4.4. Ogoblny algorytm syntezy liniowego obserwatora zmiennych stanu i ich pochodnych

Algorytm przedstawiony w punkcie 4.3 wykorzystuje wyprowadzone w punkcie 2réwna-
nia (11), (12) i (13) kolejno, rozbijajac proces syntezy na Kkilkaetapéw. Wymaga to jednak
spetnienia dodatkowych warunkéw, co ogranicza mozliwosci tego algorytmu. Petne wykorzy-
stanie mozliwosci rownan (11), (12) i (13) mozna uzyska¢ przez potaczenie wszystkich trzech
warunkoéw w jeden uktad réwnan ijednoczesne wyznaczenie wszystkich macierzy obserwatora
(z wyjatkiem macierzy D0). W punkcie 4.3 wykazano, ze odtwarzanie pochodnych zmiennych
stanu jest mozliwe tylko w obserwatorze petnego rzedu, wiec w tym punkcie réwniez analizo-
wano tylko ten przypadek.

Poszukiwane sg macierze o postaciach:

Macierz A0 ma posta¢ opisang rownaniem (19), a macierz T jest macierzg jednostkowg
rzedu n. Po podstawieniu zaleznosci (42) do réwnania (11), wykonaniu wszystkich dziatan
macierzowych po lewej stronie otrzymanej zaleznosci i poréwnaniu do zera wszystkich komoé-
rek w ten sposob otrzymanej macierzy otrzymuje sie uktad rownan nieliniowych. Nieliniowo$¢
jest spowodowana wystepowaniem iloczynéw kolejnych niewiadomych a i 77. Analogicznie
postepujac z warunkami (12) i (13) otrzymuje sie uktady réwnarn liniowych.

Trzy otrzymane uktady réwnan nalezy potgczy¢ w jeden duzy ukfad n-(2n +p) réwnan
nieliniowych z n-(p +2q +2n) niewiadomymi. Synteza obserwatora sprowadza si¢ zatem do
rozwigzania tego ukfadu i wyznaczenia wszystkich niewiadomych a, fi, y, 8, i 7. Rozpatrywa-
ny uktad réwnan jest uktadem nieliniowym, wiec nie da sie jednoznacznie okresli¢ warunkéw
jego rozwigzalnosci. Jednak zaktadajac z gory wartosci elementéw a macierzy CQ mozna te
nieliniowo$¢ wyeliminowac. Jest to jednak mozliwe tylko wtedy, gdy réznica liczby niewia-
domych i réwnar jest wieksza bgdz rowna liczbie elementéw tej macierzy, skad wynika waru-
nek:

2q-n>0. (43)
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Aby liniowy uktad réwnan miat zawsze rozwigzanie, liczba jego réwnan musi by¢ réwna licz-
bie niewiadomych. Liczba niewiadomych d, ktérych wartosci nalezy zatozyé, jest wtedy dana
wzorem:

d=2qn. (44)
Jezeli liczba nadmiarowych niewiadomych ¢ jest wieksza lub réwna liczbie elementéw macie-
rzy CQ to linearyzacja rozpatrywanego uktadu réwnan jest zawsze mozliwa i warunek (43) jest
spetniony.
Ostatecznie, algorytm syntezy obserwatora liniowego ma postaé:

1. Zalozy¢ warto$¢ a,,.

2. Zapisac postacie macierzy Bol, Ba2 C0, CO, oraz K i utworzy¢ uktad rownan.

3. Jezeli warunek (43) jest spetniony, zatozy¢ wartosci elementdw macierzy CQ tak aby jej
rzad byt réwny n. Zatozy¢ dodatkowo wartosci tylu niewiadomych, by og6lna liczba zato-
zonych niewiadomych z elementami macierzy COwi#acznie spetniata zaleznos¢ (44).

4. Rozwigza¢ otrzymany uktad rownan wyznaczajac macierze Bol, Ba2, C0O, Co) i K.

5. Macierz D,, obliczy¢ na podstawie wzoru (35).

5. BADANIA SYMULACYJINE LINIOWEGO OBSERWATORA STRUMIENIA
WIRNIKA MASZYNY INDUKCYJNEJ

Niestacjonarny obserwator zmiennych stanu moze by¢ wykorzystany do odtwarzania
zmiennych stanu silnika indukcyjnego [4], Do doboru obserwatora wykorzystano réwnania
monoharmonicznej maszyny indukcyjnej o liniowym obwodzie magnetycznym i jednym ob-
wodzie wirnika, zapisane w dwuosiowym uktadzie wsp6trzednym a-p-0 [9]. Model maszyny
indukcyjnej moze by¢ traktowany jako liniowy niestacjonarny [9], przy zatozeniu ze predkos$¢
obrotowa wirnika zmienia sie znacznie wolniej niz pozostate, elektromagnetyczne zmienne
stanu. Jako wymuszenia przyjeto napiecia stojana w dwuosiowym uktadzie wspotrzednych a-
1?7, jako wielkosci wyjsciowe prady stojana, a jako zmienne stanu sktadowe strumieni elektro-
magnetycznych stojana i wirnika. Predko$¢ obrotowg co potraktowano jako wolnozmienny
parametr. Wektory u, y i X przyjmujg zatem postacie:

~Ula ~
us= = ZEK * *1fi "2a "ip\m (45)

ul\p_ v

Macierze modelu matematycznych silnika przyjmujg postacie:

R\C 0 -R*a O "1 0"
0 Rjc 0 -Ra 01 — 0 ao
A = ) , B= (46)
-R2a 0 R2b -co 00 0 -c 0a
0 -R2a (O R2 00

gdzie wspoétczynniki a, b i c dane sg wzorami:

a=—J"N—, c=- . (47)
vV -£ A V -4 4
Badania przeprowadzono dla silnika o nastepujgcych danych znamionowych i parame-
trach schematu zastepczego: U,,= 380V (Y),/, = 10 A (Y),fn=50 Hz, pb- 2, Rj = 0,62 Q,
R2=0,84 Q, L,= 0,087 H; L2= 0,087 H, Lm= 0,082 H.
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Na podstawie algorytmu przedstawionego w punkcie 4.2 dobrano parametry obserwatora
strumienia elektromagnetycznego wirnika maszyny indukcyjnej. Zatozono wielokrotng wartos¢
wiasng obserwatora aa= -1000 oraz nastepujace postacie macierzy T i Bol:

0.15

Q1
Elementy macierzy Bg2
0.05
0
-0.05
-400 -300 -200 -100 0 10 200 300 400

w [rad/s)

Rys. 2. Zalezno$¢ elementéw macierzy obserwatora od predkosci katowej wirnika
Fig. 2. Dependence of matrices elements of observer on the rotor angular speed

_ 0010 10

= > BOL.
0001 01 (48)

Pozostatle macierze obserwatora sg antysymetrycznymi macierzami kwadratowymi o warto-
Sciach zaleznych od predkosci obrotowej co. Warto$ci elementéw tych macierzy przedstawiono
w funkcji predkosci obrotowej na rysunku 2.

Aby sprawdzi¢ poprawnos$¢ dziatania obserwatora w warunkach zaktoceniowych, do
przebiegéw wejsciowych obserwatora dodano zakidcenie o postaci sktadowej statej (udziat
zaktocenia w przebiegach wejsciowych obserwatora wynosi kilka procent).
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Rys. 3. Wyniki badan symulacyjnych obserwatora strumienia wirnika silnika indukcyjnego
Fig. 3. Simulation results of linear observer of induction motor rotor flux

Badania objety symulacje rozruchu silnika i nastepujacego po zakonczeniu rozruchu sko-
kowego zatgczenia momentu obcigzenia oraz nawrotu poprzez zmiane kolejnosci faz. Na ry-
sunku 3 przedstawiono zarejestrowane przebiegi predkosci obrotowej silnika, sktadowych
strumienia wirnika w osiach a i i3 oraz wzglednych bledéw odtwarzania tych sktadowych.
Linig przerywang wykreslono rzeczywiste przebiegi silnika, a linig ciggta przebiegi wielkosci
odtworzonych przez obserwatora.

6. WNIOSKI
Badania symulacyjne wykazuja, ze liniowe niestacjonarne obserwatory zmiennych stanu

moga mie¢ zastosowanie do odtwarzania zmiennych stanu maszyny indukcyjnej w szerokim
zakresie zmian predkosci obrotowej. Zaletg tego typu obserwatoréw jest mozliwo$¢ redukcji
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ich rzedu, co nie jest mozliwe przy zastosowaniu obserwatoréw proporcjonalnych [4], Wyraz-
ne pogorszenie jako$ci estymacji w stanach nieustalonych (poczatek rozruchu oraz nawrét
silnika) przy niewielkich wartosciach predkosci obrotowej, widoczne na rysunku 3, jest spo-
wodowane silng zalezno$cig wartosci elementéw macierzy obserwatora od predkosci obroto-
wej (rys.2). Szybkie zmiany warto$ci predkosci obrotowej w tych warunkach pracy silnika w
potaczeniu z silng zaleznos$cig parametrow obserwatora od predkosci obrotowej, gdy jej warto-
$ci sg niewielkie, powoduja, ze w tych warunkach zatozenie wolnozmiennosci predkosci obro-
towej w stosunku do pozostatych zmiennych stanu nie jest do korica prawdziwe, co jest bezpo-
$rednig przyczyngwzrostu btedéw estymacji.
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Abstract

In the paper four algorithms for linear observer design are presented. They enable calculation of ob-
server parameters basing on the known parameters of an observed system and the assumed observer
eigenvalues.

In section 2 equations of the mathematical models of an observed system and a linear observer are
given. The observer mathematical model includes an additional equation enabling estimation of the de-
rivatives of the observed system state variables. Estimation of the derivatives of state variables is useful
because their values are sometimes used during automatic control process and calculation of these values
using the observer is much easier than calculation by differentiation of the estimated state variables.
Conditions for observer parameters providing correct estimation are also derived. They refer to two
cases. The fist one is when estimation of state values derivatives is not necessary, which provides inde-
pendence of estimation errors from observer input values and state values of the observed system. The
second case includes the set of conditions providing correct work ofthe observer when estimation of state
values derivatives is required. Moreover, in sections 2 error equations of the discussed observers are
derived.
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In section 4 four different algorithms for linear observer design are derived. The algorithms pre-
sented in sections 4.1 and 4.2 enable design of an observer of state variables only without possibility of
estimation of their derivatives. Section 4.1 includes description of the algorithm providing wide possibili-
ties for full order and reduced order observer design, however requiring great expenditure of calculations.
The algorithm presented in section 4.2 requires less expenditure of calculations than that presented in
section 4.1 but provides less possibility of observer order choice and can be used only in some special
cases.

In sections 4.3 and 4.4 there are presented algorithms providing design of a full order observer, es-
timating state variables and their derivatives. Section 4.4 describes the algorithm using full possibilities of
the set of the considered conditions but requiring great expenditure of calculations. In section 4.3 the
algorithm simplified and easier for application is presented but it can be used only when the number of
outputs of observed system is equal to the number of its state variables.

Section 5 gives the simulation results ofthe observer ofthe induction motor rotor flux. The observer
was designed using one of the described algorithms.

The conclusions are presented in section 6.



