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METODY POMIAROWE A OBLICZENIA MOMENTU
ELEKTROMAGNETYCZNEGO INDUKCYJNYCH SILNIKOW
KLATKOWYCH

Streszczenie. Przedstawiono model obliczeniowy 3-fazowego silnika klatkowego
z uwzglednieniem wyzszych harmonicznych przestrzennych przeptywu. Model ten pozwala na
analize standéw nieustalonych silnika dla réznych stopni uproszczenia. Analizowano
nastepujace metody pomiarowe momentu: tensometryczny przez pomiar kata skrecenia watka
pomiarowego, za pomocg tachogeneratora, przez pomiar chwilowych wartosci mocy
pobieranej z sieci.

Stwierdzono obliczeniowo, ze dla modelu jednoharmonicznego niezaleznie od
zastosowanej metody wyznaczania momentu uzyskane przebiegi czasowe momentu sg takie
same, za$ dla modeli wieloharmonicznych sg one r6zne. Dla rozwazanych metod pomiarowych
nie ma wiec mozliwosci uzyskania prawidlowych wynikéw pomiarbw momentéw od
wyzszych harmonicznych przestrzennych przeptywu.

MEASURING METHODS VERSUS CALCULATIONS OF
ELECTROMAGNETIC TORQUE OF SQUIRREL CAGE MOTORS

Summary. The paper presents the analysis of different methods for determining the
electromagnetic torque of the computational model of a 3-phase squirrel cage motor which
takes into account higher harmonics of MMF. This model allows analysing the motor transient
states for different degrees of its simplification. There are analysed the measuring methods of
the torque based on: measurement of the shaft torsional angle by means of a strain gauge,
measurement of the rotational speed and measurement of the input power instantaneous values.

It has been proved that the obtained waveforms of the torque for the monoharmonic model
are the same independently of the applied method, whereas for polyharmonic models they are
different. There is no possibility of obtaining the correct measurement results of the torques
from higher space harmonics of MMF by means of the measuring methods considered in the
paper.

1. WSTEP

Stosowane  metody pomiarowe nie  wyznaczajag bezposrednio  momentu
elektromagnetycznego, lecz jest on okreslony w sposéb posredni, np. przez pomiar kata
skrecenia watka pomiarowego momentomierza, predkos$ci obrotowej, mocy pobieranej z sieci,
itp. Przy uwzglednieniu w obliczeniach wyzszych harmonicznych przeptywu uzyskuje sie
wyniki symulacji, np. rozruchu silnika znacznie odbiegajgce w swym charakterze od



94 R. Miksiewicz

uzyskiwanych wynikéw pomiaréw. Powstaje wiec pytanie, ktéra z metod pomiarowych daje
lepsze wyniki i czego nalezy oczekiwaé przy zastosowaniu konkretnej metody pomiarowe;j.
Zagadnienie to jest nadal aktualne i otwarte.

Celem artykutu jest poréwnanie metod pomiarowych momentu z wynikami obliczen
postugujac sie modelem poliharmonicznym maszyny indukcyjnej i wskazanie, ktéra z metod
jest uzyteczna przy pomiarowym wyznaczaniu momentéw pochodzacych od wyzszych
harmonicznych przestrzennych.

2. MODEL POLIHARMONICZNY INDUKCYJNEJ MASZYNY KLATKOWEJ]

Przy zatozeniu stalej i gtadkiej szczeliny powietrznej, stan nieustalony 3-fazowej maszyny
indukcyjnej klatkowej o Qrztobkach wirnika (rys.l) opisuje we wspotrzednych fazowych:
- uktad 3 réwnan napieciowo-pragdowych stojana:

K I=[*.1[I]1+[£.] 1+W ssA[is]+jt&Vsr(5)][irJd, (1)

- uktad Qrrownan napieciowo-pradowych wirnika:

[0] = [Rr][«,]+[Lar]j[ir]+\Mrr]~Ur]+J " Mrs(-9)]['J - 2)
- rbwnanie stanu mechanicznego:
J o
A Tpm’ (3)
gdzie:
Te =[is]r -~*[M sr(m ir], (4)

& - kat obrotu wirnika,

Tm- moment obcigzenia silnika,

Te - moment elektromagnetyczny silnika,

[Mss\, [M,,], [Msr], [Mrs] - macierze indukcyjnosci gtdwnych stojan-stojan, wimik-
wimik, stojan-wimik oraz wimik-stojan,

[Zra], [Lar] - macierze indukcyjnosci rozproszenia stojana i wirnika,

[/?3, [37r] - macierze rezystancji uzwojenia stojana i wirnika.

Jezeli uwzgledni¢ wyzsze harmoniczne przestrzenne, wowczas macierze indukcyjnosci
gtdbwnych mozna przedstawi¢ w postaci sum macierzy zwigzanych z poszczegblnymi
harmonicznymi przestrzennymi wytwarzanymi przez uzwojenia.

Wprowadzajac transformacje do uktadu wspétrzednych afi, otrzymuje sie uktad réwnan
napieciowych dla stojana i wirnika:

[uf]:[Rf][if]+[Lf]’;‘t-[if]+[M f]a~t[if]+at (5)]\?pJ,

[01=[RfI[if1+][Lf] EM}f]+[Mf]4 [if]+2 M f (5)IH 1,

Moment elektromagnetyczny silnika jest wéwczas sumg momentéw wytwarzanych przez
poszczegblne harmoniczne przestrzenne:
r- 2A--Z if]. @
v=I,2,3,... v=1,2,3,... ocf

Poszczeg6lne macierze we wspo6trzednych ap majg postaé opisang szczeg6towo
w pracach [2, 3]:
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W uktadzie wspoétrzednych a3 macierze [Mss] i [Mrr] ulegajg diagonalizacji, zas w
macierzach [Msr{3)\ i [Mrs{3)] wiekszo$¢ elementéw (z wyjatkiem najczesciej
4 element6w, a niekiedy 2 lub 1 elementu) przyjmuje warto$¢ 0.

Mozna  okresdli¢ mnemotechniczny
sposob obliczern wspo6tczynnikéw macierzy
indukcyjnosci wimik-stojan [2], znalez¢ pary

harmonicznych przestrzennych (v,p)
uczestniczacych w generowaniu momentéw
synchronicznych. Znajomos$¢ rzedow

harmonicznych przestrzennych uczestniczacych
w generowaniu dominujagcych momentéw
synchronicznych pozwala réwniez na znaczng
redukcje liczby réwnan ukladu i liczby
wspoétczynnikéw rownan przez wybor tylko
tych harmonicznych, ktére majg decydujacy
udziat w generowaniu momentéw
pasozytniczych. Konsekwencjg uproszczenia

Rys.l. Uzwojenia stojana i wirnika silnika - - .
y | ! modelu dynamicznego jest réwniez znaczne

klatkowego . tod bliczer t6 d
Fig. 1. Stator and rotorwindingsofsguirrel-cage uproszczenie metody obliczen momentow 0
motor wyzszych harmonicznych  w stanach

ustalonych.

3. MODEL OBLICZENIOWY SILNIKA TM90-L4

Obliczenia, pomiary i analize momentéw z uwzglednieniem wyzszych harmonicznych
przestrzennych przedstawiono na przykiadzie 3-fazowego silnika TM90-L4 o danych
znamionowych: /V=1,5 kW; £7°=400 V (y); oraz danych konstrukcyjnych:p=2, £>,=36; Qr=28.
Na podstawie schematu rozktadu na maszyny elementarne tego silnika zestawiono pary
harmonicznych (tabela 1) wytwarzajgcych pasozytnicze momenty synchroniczne w zakresie do
43p harmonicznej. Analizowany silnik wytwarza momenty synchroniczne przy 3predkosciach:
i2n=(22,4; -11,2; 0) rad/s. Dominujace znaczenie w tym przypadku ma para harmonicznych
(2,26) odpowiadajacap-tej harmonicznej gtdwnej i (Qr -p) harmonicznej ztobkowej wirnika.

Tabela 1
Predko$¢ synchroniczna - Rzedy harmonicznych
f2ns rad/s (v,p)
=224 (2,26); (10,38); (22,50); (34,62); (46,74); (58,86)
14
-ME =-H 2 (2,58);(10,46); (22,34); (26,82)
28
0 (10,74); (22,62); (26,58); (38,46)

W zaleznos$ci od potrzeb analizy obliczenia silnika mozna uprosci¢ biorgc pod uwage
oprécz p harmonicznej gtéwnej, 5p harmoniczng wytwarzajagcg znaczacy moment
asynchroniczny oraz 13p harmoniczng biorgcg udziat w wytwarzaniu dominujgcego momentu
synchronicznego. Uproszczony uktad réwnan (obejmujacy 2 réwnania napieciowe stojana i
4 rownania wirnika) silnika we wspotrzednych a/?, przy uwzglednieniu wymienionych
harmonicznych, mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:
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dla stojana:
— —
usa & ha + Las d ha £~=2,10,14,22,...
ut_ L RsJ hB_ . v dt hg 1sB
v=2,\0,14,22,...
cos29 -sin23 0 0 0 0O "0 0 0 0!1005105 -sin 105
sin25 cos23 0 0 0 0 "™ 0 0 0 0:-sin105 -cos105 (8)
\ a2
c0s265 -sin265 0 0 0 0 KRz
% sin265 €0s265 o0 0 0 0, hatwo
hBIO
dla wirnika:
sz ha2 LP2 ha2
\B he2 L P2 d ne2
Vio ha\0 Lpio dt havo
pio o o ING) ©
c0s25  sin25 c0s265  sin265
—sin25 co0s25 sin265 -c0s265
d n ha
+ Tt Asr2 + AyrlO % he (9)
cosl05  -sinl05
v -sinl05 -cosl05 /
Z -
v=2,30,54,.
ra2
Z £-
v=2,30,54,... B2
zZ N 'rolO
v=18,66,...
hBIO
Z" v
v=18,66,...
Moment elektromagnetyczny:
ha |4 /'T c0s25 -sin25 0 0 0 0
" JsR 83 K"”z sin25 c0s25 o o o O
\ ha2 (10)
0 0 0 0! coslo5 -sin105 €0s265 -sin265 10 0!0 o qp
A% 0 0 o 0!-sinl05 -cos105 "' sin265 c0s265 :0 © o 0, halo
hR1O
gdzie:
A P2 = Ro ~ 2RprCOs2a; Rli® = Ro ~ 2RpF cos 10«; V)
Lp3 =LB8- 2Lprcos2a , Lpio =L0 -2Lprcos10a; (12)

a=27t/Qr.. (13)
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Rozwigzujac uktad réwnan rézniczkowych (8-10) mozna uzyska¢ przebiegi czasowe
pradéw, predkosci, momentu wypadkowego oraz mozna wydzieli¢ jego skladowe. Dla
analizowanego  silnika obliczone  przebiegi czasowe wyodrebnionego  momentu
asynchronicznego wytwarzanego przez 5p harmoniczng przedstawia rys. 2, zaS momentu
synchronicznego wytwarzanego przez pare harmonicznych (p,13p) - rys. 3. Moment ten
powstaje od wspotdziatania przede wszystkim podstawowych harmonicznych pradéw stojana
(o czestotliwosci 50 Hz) z podstawowymi harmonicznymi pradéw wirnika (o czestotliwosci
poslizgowej), w tym przypadku 13p harmoniczng indukcyjnosci stojan-wimik. Przy
predkosciach wirnika roznych od predkosci synchronicznej moment synchroniczny
przeksztatca sie w moment przemienny o zmieniajacej sie czestotliwosci:

~ Q1
[y== 95i 17"~ T g (14)

50 200 150 200

Rys. 2. Moment asynchroniczny w funkcji predko- Rys. 3. Moment przemienny w funkcji predkosci

Sci katowej wytwarzany przez 5p-harmo- katowej wirnika wytwarzany przez pare
niczng harmonicznych (p, 13p)

Fig. 2. Asynchronous torque vs angular velocity Fig. 3. Alternating torque vs angular velocity
developed by 5p harmonic developed by pair of harmonics (p, 13p)

4. POMIAROWE WYZNACZANIE MOMENTU SILNIKA

Zadna ze stosowanych obecnie metod pomiarowych nie wyznacza bezposrednio momentu
elektromagnetycznego wytwarzanego przez silnik. Najczesciej przebiegi czasowe momentu
okresla sie:

a) przez pomiar sity metoda tensometryczng. Tensometry sg umieszczone na dodatkowym

watku skretnym miedzy silnikiem i obcigzeniem (rys. 4).

Rys. 4. Uktad do pomiaru momentu silnika metoda tensometryczng z watkiem skretnym
Fig. 4. System for measurement of a motor torque by strain gauge method with torsional shaft

Dla uktadu mechanicznego, sktadajacego sie z silnika 0 momencie bezwtadnosci Js, watka
skretnego o sztywnosci kw i wspétczynniku ttumienia cw oraz urzadzenia obcigzajgcego o
momencie bezwtadnos$ci Jm réwnania uktadu mechanicznego majg postac:
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15
Jsh dthTe-kw(3x-31)-cw(nmX—n ml), (13)
(16)
J, d(()jtmz -~ Tm + lew{3\ ~ A ) +CwAPm\
Czestotliwos¢ rezonansowa takiego uktadu wynosi:
1 i 1 1
- a7

gdzie: 3], S2- katy potozenia wirnika silnika oraz urzadzenia obcigzajacego.
Pomiarowy uktad tensometryczny (rys. 4) mierzy w rzeczywistosci kat skrecenia watka
(3r 32), ktéry przyjmuje sie jako proporcjonalny do momentu uzytecznego na wale silnika.
Uktad taki ma w praktyce istotng wade, a mianowicie cechuje go stosunkowo niska
czestotliwo$¢ drgan rezonansowych mieszczaca sie w zakresie wystepowania przemiennych
momentéw synchronicznych. W wyniku tego ulegajg znieksztatceniu zmierzone przebiegi
czasowe - szczegOlnie dotyczy to momentow przemiennych;
b) przez pomiar predkosci obrotowej wirnika. Jezeli zatozy¢ idealng sztywno$¢ sprzegta,
to obliczajagc pochodng z predkosci wirnika mozna z réwnania ruchu wyznaczyé
moment dynamiczny i przy znanym obcigzeniu moment elektromagnetyczny:

Te~Tm ={ds +dm)- (18)
c) przez pomiar wartosci chwilowych napie¢ i pradéw fazowych; moment mozna obliczy¢
(przy znanej rezystancji uzwojenia stojana i pominieciu strat w zelazie) z mocy pola
wirujgcego:
Te=— p UAIA + UB ‘B +Ud c - R.{¢(A+iB +ic) , (19)
®0
Zaktada sie tu, ze wirnik jest sprzezony magnetycznie ze stojanem jedynie przez
podstawowa harmoniczng indukcyjnosci oraz ze energia zwigzana z indukcyjno$ciami
stojana jest stata.

5. WYNIKI SYMULACJI | POMIAROW
MOMENTU PODCZAS ROZRUCHU
SILNIKA

Dla porownania, wykonano symulacje
rozruchu silnika z nawrotu i obliczano moment
elektromagnetyczny silnika wg wymienionych
metod. Parametry niezbedne do obliczen
symulacyjnych wyznaczono na podstawie
danych konstrukcyjnych analizowanego silnika
przy zatozeniu statych parametrow

.y - obwodowych. Przebieg czasowy predkosci

Rys. 5. Prze leg czasowy pre osci orotowej 07rOtOwej odpowiadajacy poszczeg6lnym
podczas rozruchu silnika z nawrotu s r , . ,

Fig. 5. Angular velocity vs time during starting przypadkom symulacji przedstawia rys. 5.
the motor from reversal speed Na kolejnych rysunkach zamieszczono wyniki

symulacji dla trzech r6znych modeli obliczeniowych silnika:

- uwzgledniajgc tylko podstawowg harmoniczng (rys. 6),

- uwzgledniajagc oprocz p-tej harmonicznej podstawowej - réwniez harmoniczne: 5p oraz
13p (model poliharmoniczny uproszczony - rys. 7),
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- uwzgledniajgc wszystkie harmoniczne uczestniczagce w wytwarzaniu momentow
elektromagnetycznych (rys. 7), zgodnie z tabelg 1.
Model z p harmoniczng

Rys. 6. Obliczeniowe przebiegi czasowe momentu podczas rozruchu silnika z nawrotu wyznaczone
metodami: a) obliczen symulacyjnych; b) z zastosowaniem watka skretnego, c) napiecia
tachopradnicy; d) z obliczen mocy pola wirujacego

Fig. 6. Calculated torque vs time during starting the motor determined by the methods: &) simulated
calculations, b) using torsional shaft, c) tachogenerator voltage, d) calculation of air gap power
Model z p, 5p, 13p harmoniczng Model ze wszystkimi harmonicznymi
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Rys. 7. Obliczeniowe przebiegi czasowe momentu podczas rozruchu silnika z nawrotu wyznaczone
metodami: a) bezpos$rednich obliczeA; b) z zastosowaniem walka skretnego, c) napiecia
tachopradnicy; d) z obliczen mocy pola wirujagcego

Fig. 7. Calculated torque vs time during starting the motor determined by the methods: a) simulated
calculations, b) using torsional shaft, c) tachogenerator voltage, d) calculation of air gap power

a) b)

Rys. 8. Zmierzone metodg tensometryczng przebiegi czasowe momentu podczas rozruchu silnika
TM90-L4: a) z nawrotu; b) od zerowej predkosci

Fig. 8. Torque vs time measured by tension gauge method during starting the TM90-L4 motor: a) from
reversal speed, b) from zero speed

Dla poréwnania wynikéw symulacji wykorzystano wyniki pomiar6w momentu silnika
metoda tensometryczng zamieszczone w [6] podczas nawrotu i rozruchu silnika (rys. 8).
Metoda ta pozwala na wyznaczenie momentu synchronicznego, lecz prowadzi do
niedoktadnego pomiaru momentéw przemiennych. Na rys. 9 przedstawiono wyniki pomiaréw
(a) oraz symulacji (b) mocy pobieranej podczas nawrotu silnika. Widoczne duze réznice czasu
trwania rozruchu wynikajg z przyjecia do obliczen mniejszego momentu bezwtadnosci ukfadu.

Na podstawie przeprowadzonych symulacji i pomiaréw momentu stwierdzono, ze:

- mozna w znacznym stopniu uprosci¢ model matematyczny silnika uwzgledniajac tylko

dominujace harmoniczne,
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Rys. 9. Przebiegi czasowe mocy chwilowej pobieranej podczas rozruchu silnika TM90-L4 z nawrotu:
a) zmierzony; b) obliczony

Fig. 9. Waveforms of the instantaneous input power during the TM90-L4 motor starting from reversal
speed: a) measured, b) calculated

- wszystkie wymienione metody wyznaczania momentu dajg takie same wyniki, jezeli
uwzgledni¢ tylko harmoniczng podstawowa,

- pomiar za pomocg tachopradnicy daje wyniki zblizone do pozostatych, pod warunkiem
ze ona sama nie wprowadza dodatkowych zaktécen,

- moment obliczony z mocy pola wirujgcego nie pozwala na wyznaczenie momentéw
pochodzacych od wyzszych harmonicznych zar6wno momentéw synchronicznych, jak i
przemiennych. Mierzone sg momenty asynchroniczne.

6. WNIOSKI

Przedstawiony model obliczeniowy silnika we wspdtrzednych a@3 umozliwia znaczne
ograniczenie i uproszczenie rozwigzywanych réwnan dla stanu nieustalonego silnika przez
wyodrebnienie dominujacych harmonicznych przestrzennych. Dzieki mozliwosci tatwego
wydzielenia harmonicznych mozliwa jest tatwiejsza analiza wpltywu poszczeg6lnych
harmonicznych na momenty pasozytnicze. Wymaga to jednak znajomosci szczegdtowych
danych konstrukcyjnych silnika. Wystepujacy w silniku decydujgcy moment synchroniczny
przy predkosci 00=22,4rad/s zostal rowniez potwierdzony pomiarowo przy zastosowaniu
réznych metod z wyjatkiem metody pomiaru chwilowej mocy pobieranej przez silnik z sieci.

Ro6zne posrednie metody pomiaru nie wyznaczajg doktadnie momentow
elektromagnetycznych od wyzszych harmonicznych przestrzennych. Jesli odnosi¢ wyniki tych
metod do momentu elektromagnetycznego obliczanego na podstawie modelu
monoharmonicznego, to sg one poprawne. Je$li natomiast odniesieniem sg momenty
elektromagnetyczne uzyskiwane z modeli poliharmonicznych, to wyniki pomiarowe znacznie
od nich odbiegaja. Dotyczy to zwtaszcza pomiaréw momentéw przemiennych.
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Abstract

The paper presents the analysis of different methods for determining the electromagnetic torque of
the computational model of a 3-phase squirrel cage motor which takes into account higher harmonics of
MMF. The transient state of a 3-phase squirrel cage induction machine is described in the phase
coordinate system by equations (1-4). When transforming into the aP coordinate system one obtains the
system of voltage equations (5-7). This model allows analysing the motor transient states for different
degrees of its simplification (8-10) by selecting only those harmonics whose participation in generation of
parasitic torques is essential - in this case p, 5p and 13p harmonics.

Computations, measurements and analysis of the torques when taking into account the higher space
harmonics are presented on the example of the TM90-L4 3-phase motor of the rating: PN=1.5kW;
Un=400 V (y); and of the following constructional data p=2; Qs=36; Qr=28. In the Table 1there are given
the pairs of harmonics producing the parasitic synchronous torques within the range up to the 43p
harmonic. For the analysed motor the calculated waveforms of the asynchronous torque produced by the
5p harmonic are shown in Fig.2, whereas Fig.3 presents the synchronous torque produced by the pair of
the (p, 13p) harmonics. This torque at rotor speeds different from the synchronous one becomes the
pulsating torque of the frequency varying in accordance with the formula (13).
There are analysed the measuring methods of the torque based on: measurement of the shaft torsional
angle (14, 15) by means of a strain gauge (Fig.4), measurement of the rotational speed (16) and
measurement of the input power instantaneous values (17).
Simulations of the motor starting from the reversal and calculations of the electromagnetic torque by
means of the considered methods have been carried out. There are presented the simulation results for
computational models ofthe motor when taking into account:

- the fundamental harmonic only (Fig.6),

- the p fundamental harmonic together with the harmonics 5p and 13p (the simplified polyharmonic

model-Fig.7),

- all the harmonics participating in production of the electromagnetic torques according to Table 1

(Fig.7).

The results of measurements of the torque by the tension gauge method during starting of the

TM90-L4 motor from reversal and zero speeds are shown in Fig.8. The comparison of the measurement
and calculation results for the instantaneous input power during the TM90-L4 motor starting from
reversal speed are shown in Fig.9.
It has been proved that the obtained waveforms of the torque for the monoharmonic model are the same
independently of the applied method, whereas for polyharmonic models they are different. There is no
possibility of obtaining the correct measurement results of the torques originating from higher space
harmonics of MMF by means of the measuring methods considered in the paper.



