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WIESŁAW SOBIESZEK

O PEWNYCH WŁASNOŚCIACH FUNKCJI QUASI-WKLĘSŁYCH

W pracy n in ie j s z e j  form ułuje s i ę  i  udowadnia pewne w ła sn o śc i 
fu n k c ji q u a si-w k lęsły ch , k tóre mogą okazać s i ę  pożyteczne  
przy rozważaniu pewnych problemów z zakresu programowania ma­
tem atycznego.

Na w stęp ie  podamy k ilk a  d e f in i c j i  i  oznaczeń.

Zbiór A C En nazywać będziemy w y p u k ł y m ,  j e ż e l i  
d la  dowolnych dwóch punktów x , y e  A odcinek ( l - ) i ) x  + p,y€ A,

my w k l ę s ł ą ,  j e ż e l i  d la  dowolnych dwóch punktów 
x ,y e E n i  dowolnej l ic z b y  < u e < 0 ,1 >  sp e łn io n a  j e s t  n ie ­
równość

Funkcję u (x )  nazywać będziemy w y p u k ł  ą , j e ż e l i  
funkcja -u (x )  j e s t  w k lę s ła .

u [(1 -Jx )x  + ^ y ]  Ss (1 —jx ) u ( x )  + j t u ( y )

Funkcję u (x ) określoną w p r z e s tr z e n i En nazywać bę­
dziemy ą u a s i - w k l ę s ł ą ,  j e ż e l i  zb iór

j e s t  wypukły, gd zie  c j e s t  dowolną s t a łą .

Funkcję u (x ) nazywać będziemy q u a s i - w y p u k -  
i  ą , gdy funkcja -u (x )  j e s t  q u a si-w k lę s ła .
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T w ie rd ze n ie  1

W arunkiem koniecznym  i  w ys ta rcza ją cym  ą u a s i-w k lę s ło ś c i fu n k ­
c j i  u ( x ) ,  je s t  ą u a s i-w k lę s ło ś ć  f u n k c j i  je d n e j zm iennej F (x )=
= u (x + X s ), (o  sS X *S1 ) ,  g d z ie  x  i  s są dwoma dowolnym i 
pun ktam i p r z e s tr z e n i En .

Dowód w arunku ko n ie czn e go :

N iech  A-j i  będą dwoma dowolnym i lic z b a m i s p e łn ia ją ­

cym i w a ru n k i

^"l ’ ^ 2  e A F , c ’ (1 )

Z (1 ) w yn ika

F(A1 ) = u(x + 5» c , F(A2 ) = u(x+X2s )  5= c ,  x ,s  e En (2 )

N ierów ność ( 2 )  oznacza, że

( 3 )

Z q u a s i-w k lę s ło ś c i f u n k c j i  u (x )  i  z ( 3 ) w yn ika

(l-ja)(x+X1s) + fi (x+X2s ) e Au c, (OsSjKl) (4 )

Z ( 4 ) o trzym ujem y

u p 1 - ^ X x+^-]S) + ¿1 ( x+A2s j j  = u |x  + ( ( 1 - ^  +|JlA2 )sJ =

= p [ ( l - f i ) ^  + f tX 2]  >  c ( 5 )
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O s ta tn ia  n ie ró w n o ść  oznacza, że

( 1 - f O X ,  + ^ 2 € A P , c

Z ( 1 )  i  ( 6 )  w yn ika  w ypukłość z b io ru  A_ , c z y l i  q u a s i-w k lę -
ii f c

s ło ś ć  f u n k c j i  P (A ).

Dowód w arunku w y s ta rc z a ją c e g o :

N iech  x  i  y  będą dwoma dow olnym i pun k tam i p r z e s tr z e n i 
En  s p e łn ia ją c y m i w arunek

x ,y G  Au ,c  O )

K ładąc y - x  = s o trzym ujem y

,u ( x )  = F(o) 5* c ,  u ( y ) = P(1 ) Ss c (8 )

N ierów ność ( 8 )  oznacza, że l i c z b y  0 i  1 n a le ż ą  do z b io ru
A . S tąd  i  z ą u a s i-w k lę s ło ś c i f u n k c j i  f (A )  o trzym ujem yi) ,c

p [ ( l - f . ) 0  + p l ]  >  c ( 9 )

N ierów ność ( 9 ) możemy n a p isa ć  w równoważnej p o s ta c i

u [(1 -¿ l)x  +¿xy| s* c (9 ’ )

Z ( 7 )  i  (9 ’) w yn ika  ą u a s i-w k lę s ło ś ć  f u n k c j i  u ( x ) .
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T w ie rd ze n ie  2

J e ż e l i  d la  dane j f u n k c j i  u ( x )  o k re ś lo n e j w p r z e s tr z e n i 
En , i s t n ie je  fu n k c ja  je d n e j zm iennej f ( t )  rosnąca  i  ta k a ,  że 
fu n k c ja  z ło żo n a  v ( x )  = f [ u ( x ) ]  je s t  w k lę s ła ,  to  fu n k c ja  u ( x )  
je s t  ą u a s i-w k lę s ła .

Dowód;

N ie ch  x  i  y  będą dwoma dowolnym i punktam i n a le żą cym i do
z b io ru  A . Wówczas

u ,c

u ( x ) s* c ,  u ( y ) 5s c ( 1 0 )

Ponieważ fu n k c ja  v ( x )  je s t  w k lę s ła ,  w ięc

v [ j t x  + (1 -J l)y ]  = f ( u [ p c  + ( l - f i ) y ] ) >  f t v ( x )  + ( 1 - j i M y )  =

= / a f [ u ( x ) ]  + ( l - f t ) f [ u ( y ) ] ,  ( 0 * i ^ s £ l )  (1 1 )

Z z a ło ż e n ia  fu n k c ja  f ( t )  je s t  ro s n ą c a , w ięc  z (11 ) o t r z y ­
mujemy

f ( u | j i x  + ( l - ( Ł ) y ]  ) >  f i f [ u ( x ) ]  + [ u ( y ) ] ^ f L f ( m in [ u ( x ) ,

u ( y )] ) -f (1 - & (  m in J u (x ) ,u  ( y ) ]  = f ( m in [ u ( x ) , u ( y ) ]  ) 

S tąd  i  z (1 0 )  w yn ika  n ierów ność

u [^lx  + ( l - ^ ) y ] ^ m in [ u ( x ) , u ( y ) ]  > c ,

k tó r a  dowodzi ą u a s i-w k lę s ło ś c i f u n k c j i  u ( x ) .



O pewnych w łasn ościach  fu n k c ji g u a si-w k lęsły ch 7

T w ie rd z e n ie  3

J e ż e l i  d la  dane j f u n k c j i  u ( x )  o k re ś lo n e j w p r z e s t r z e n i 
En , i s t n ie je  fu n k c ja  je d n e j zm iennej f ( t )  m a le ją ca  i  ta k a ,  
że fu n k c ja  z ło ż o n a  v ( x )  = f [ u ( x ) ]  je s t  w k lę s ła ,  to  fu n k c ja  
u ( x )  je s t  ą u a s i-w y p u k ła .

Dowód tw ie rd z e n ia  je s t  a n a lo g ic z n y  do dowodu tw ie rd z e n ia  po­
p rz e d n ie g o .

W niosek:

J e ż e l i  fu n k c ja  u ( x )  je s t  ą u a s i-w k lę s ła  i  n ie  je s t  ą u a s i-  
-w yp u k ła  i  j e ż e l i  i s t n ie je  fu n k c ja  m onoton iczna  f { t )  ta k a ,  
że fu n k c ja  v ( x L>) = f [ u ( x ) ]  je s t  w k lę s ła ,  to  fu n k c ja  f ( t )  
je s t  ro s n ą c a .

Dowód:

J e ż e l i  fu n k c ja  m onoton iczna  f { t )  b y ła b y  jn a le ją c a , to  na 
mocy tw ie rd z e n ia  ( 3 ) fu n k c ja  u ( x )  m u s ia ła b y  być q u a s i-w y - 
p u k ła  wbrew z a ło ż e n iu .

T w ie rd ze n ie  4

Maksimum lo k a ln e  w łaśc iw e  f u n k c j i  q u a s i-w k lę s łe j je s t  rów ­
n ie ż  g lo b a ln e .

Dowód:

N iech  k ( x ° ) b ę d z ie  
c ja  ą u a s i-w k lę s ła  u ( x )
Je s t w ięc

u (x °  ) >  u ( x ) d la  x  € K (x °  ) (1 2 )

Przypuśćm y, że i s t n ie je  p u n k t x  t a k i ,  że

o
otoczen iem  p u n k tu  x  , w k tó rym  fu n k -  

o s ią g a  maksimum lo k a ln e  w ła ś c iw e .

u (x 1 ) >  u (x ° ) (13)
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Rozważmy o d c in e k  ( l- f i )x °  + fix  , (0 < f i« S 1  ) .  Na o d c in ku  tym 
i s t n ie je  p u n k t x2 £ K (x° ) i  x* x ° .  N ie ch  fi e ( 0 ,1 )  s p e ł­
n ia  warunek

x 2 = ( l - f l 2 )x °  + (U.2X"1

Z ( 1 3 ) w y n ik a , że

x  , x ° e A u  c g d z ie  c = u ( x ° ) (1 4 )

Z (1 4 )  i  ą u a s i-w k lę s ło ś c i f u n k c j i  u ( x )  o trzym ujem y

S tąd  u (x 2 ) u (x °  ) g dz ie  x 2 G K ( x ° )  c o  p rz e c z y  n ie ró w n o ś c i 
(1 2 ).

T w ie rd ze n ie  5

J e ż e l i  fu n k c ja  u ( x )  o k re ś lo n a  w p r z e s tr z e n i En je s t  
ą u a s i-w k lę s ła  i  k la s y  c " , to

n

Z
i=  1

U . ( x ° ) ( x . - x ° )  
1 '  1  1 '

0, x  e A 7 u . c '
x °  e b

u .c

jx :  u (x) = c j  ( 1 5 )

, ■ d ug d z ie  u. = - — .
1  5 x .



O pewnych w łasn ościach  fu n k c ji ą u a si-w k lęs ły ch 9

Dowód;

N iech x b ęd zie  dowolnym punktem należącym do zb ioru  
A , zaś x° dowolnym punktem należącym do zb ioru  B 

u , c *  /  N u »cZ ą u a s i-w k lę s ło s c i fu n k c ji u(,x ) otrzymujemy

u |( l - X ) x Q + Xxj = u jx° + A (x-x°)J  >  c -  u (x ° ) ,

(0 <  X <  1 ) (1 6 )

D z ie lą c  nierówność (1 6 ) przez X mamy

u [x ° + X (x—x^ )] -  u (x° ) _ f (X) ~ f (0 )  ^  q

Przechodząc w (17 ) do gran icy  przy X — »~0+ otrzymujemy

F ’ ( 0 )  5= 0 
+

Stąd po o b lic z e n iu  pochodnej prawostronnej fu n k c ji F(X) w 
zerze , otrzymujemy nieróvmość ( 1 5 ).

Twierdzenie 6

Warunkiem koniecznym i  wystarczającym  na to ,  aby forma

kwadratowa ^  I a^_.x.jX.., b y ła  ok reślon a  dodatnio, przy zało- 
i »  D= 1

żen iach

n
( a )  2  a x = 0, a t  0

i =1
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Dowód tw ie rd z e n ia  ( 6 )  z n a jd u je  s ię  w [ 1 ] .

T w ie rd ze n ie  7

J e ż e l i  fu n k c ja  u ( x )  o k re ś lo n a  w p r z e s tr z e n i En  je s t  
ą u a s i-w k lę s ła  i  k la s y  C2 , p rz y  czym

u.j 0 d la  każdego x  € E
n

0 u . . . .  u 
1 n

U1 «11 . u.
'1n

u  u . . . .  u 
n n1 nn

*  ° *

a 2o  u  _ „ n  
g<lz:Le ui j = 57T : -  x e E

X ć)
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to  prawdziwe są n ie ró w n o ś c i

( -1  )'
k

1

11

Uk

• ^ k

Ufc u k i  \ k

0 u.

U1
u.

• •
• •

• •

0 , k= 1 , 2 , . . .  ,n ,  x  € E'
n

( i s ;

Dowód;

Ponieważ fu n k c ja  u ( x )  je s t  ą u a s i-w k lę s ia ,  w ięc  na mocy 
tw ie rd z e n ia  ( 5 ) o trzym ujem y

G ( : n
) = u^ ( x ° ) [ f ( x 2 , . . . , x n ) -  x ° ]

n
+ 2  u ( x ° ) ( x  - x ° )  

i= 2
(1 9 )

gd z ie  x^ = f ( x 2 , . . . , x n ) je s t  fu n k c ją  u w ik ła n ą  p rzechodzącą

przez p un k t x ° .  Z n ie ró w n o ś c i (1 9 )  w y n ik a , że fu n k c ja  G 
os iąga  w p u n kc ie  ( x ° , . . . , x ° )  maksimum lo k a ln e .  S tąd

d2G <  0 j e ż e l i  d2G /  0 w p u n kc ie  ( x ° , . . . , x ° )  (2 0 )

J e s t o czy w iś c ie

d2G = u1 ( x ° ) d 2 f
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O b lic z a ją c  drugą ró ż n ic z k ę  f u n k c j i  u w ik ła n e j o trzym ujem y 

n

d 2 ° = ^  2  ( u n u i u j + u i j u ?  -  -
U1 i ,

-  0 2 )

Z d ru g ie j s t ro n y  o b l ic z a ją c  z w arunku

^  u i ( x ° ) d x i  = 0  (2 3 )

i=1

2
ró ż n ic z k ę  dx^ i  w s ta w ia ją c  do w zoru  na ró ż n ic z k ę  d u  o t r z y ­
mujemy prawą s tro n ę  w zoru (2 2 )  ze znakiem  przeciw nym . S tąd  
je s t

d2G = - d 2u (2 4 )

2 2 
Ponieważ d G <  O, w ięc d u  >  0 . S tąd  w yn ika  o s ta te c z n ie ,  że
druga ró ż n ic z k a  f u n k c j i  u  w p un kc ie  x ° ,  p rz y  w arunku ( 2 3 ) 
nałożonym  na p rz y ro s ty  zmiennych n ie z a le ż n y c h , je s t  fo rm ą  kwa­
dra tow ą o k re ś lo n ą  d o d a tn io . Ponieważ s p e łn io n e  są z a ło ż e n ia  
tw ie rd z e n ia  ( 6 ) ,  w ięc  prawdziwość n ie ró w n o ś c i (1 8 ) w p u n kc ie  
x °  je s t  udow odniona. Z dow o lno śc i s t a łe j  c i  p u n k tu  x °  na­
leżącego  do z b io ru  B , w yn ika  praw dziw ość n ie ró w n o ś c i (1 8 )

U j C
w dowolnym p u n kc ie  x  należącym  do p rz e s tr z e n i E .

R ękopis z łożono  w R e d a k c ji d n ia  2 3 .I I . 1966 r .
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0 HEKOTOFWX CBOftCTBAX KBA3MB0rHYTUX $yHKUHÎÎ

P e 3 a  m e

B poéOTHe aBTop npeÆCTaBJBïeT ÆOKasaTeJiBCTBa neKOTopux c b o h c tb  K Ba3H - 
BorHyTux $yHKUHâ (t* Ü ) ,  ( 4 ) ,  ( 5 ) ,  ( 7 ) ]  h TeopeM cBH3aHHX c n p e o é p a -  
30B3HHeM KBa3HBorHyToa (JyHKUH Ha BorHyroü [ t .  1 2 ) ,  ( 3 ) ] .

ABOUT CERTAIN QUASI-CONCAVITY FUNCTIONS

S u m m a r y

The a u th o r g ive s  in  th e  paper p ro o fs  o f  c e r ta in  p ro p e r­
t ie s  o f q u a s i-c o n c a v ity  fu n c t io n s  [ t . ( 1 ) ,  ( 4 ) ,  (5 ) and 
(7)1 and theorems about th e  tra n s fo rm a tio n  o f  th e  q u a s i-  
-c o n c a v ity  fu n c t io n s  in to  th e  c o n c a v ity  fu n c t io n s  [ t . ( 2 )  
and (5 ) ] •


