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WIESEAW SOBIESZEK
O PBWNYCH WAEASNOSCIACH FUNKCJI QUASI\WKLESEYCH

W pracy niniejszej formutuje sie i udowadnia pewne wiasnosci
funkcji quasi-wklestych, ktdére moga okaza¢ sie pozyteczne

przy rozwazaniu pewnych probleméw z zakresu programowania ma-
tematycznego.
Na wstepie podamy kilka definicji i

Zbior A C En nazywaé¢ bedziemy wypukitym, jezeli
dla dowolnych dwoch punktéow x,ye A odcinek (I-)i)x + p,y€ A,

oznaczen.

my wkIlesta, jezeli dla dowolnych dwoch punktow

x,yeEn i dowolnej liczby <ue<0,1> speilniona jest nie-
rownos¢

U[(1-IJx)x + ~y] Ss (L4x)u(x) +jtu(y)

Funkcje u(x) nazywaé¢ bedziemy wy p u k t g, jezeli
funkcja -u(x) jest wklesta.

Funkcje

u(x) okreSlong w przestrzeni En nazywaé be-
dziemy guasi-wklesta,

jezeli zbi6r

jest wypukly, gdzie c

Funkcje wu(x) nazywac¢ bedziemy
i g, gdy funkcja -u(x)

jest dowolng statg.

guasi-wypuk-
jest quasi-wklesta.
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Twierdzenie 1

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym guasi-wklestosci funk-
cji u(x), jest guasi-wklesto$s¢ funkcji jednej zmiennej F(x)=
= u(x+Xs), (o sS X*S1 ), gdzie x i s sa dwoma dowolnymi
punktami przestrzeni En.

Dowéd warunku koniecznego:

Niech Aj i bedg dwoma dowolnymi liczbami spetniaja-
cymi warunki

A A2 eAF,CC @)
Z (1) wynika

F(Al) = u(x + 5» ¢, F(A2) = u(x+X2s) 5=c, X,s €En (2)

Nierbwnos¢ (2) oznacza, ze
(3)

Z quasi-wklestosci funkcji u(x) i z (3) wynika
(IFja)(x+X1s) + fi (xtX2s)e Au ¢, (OsSjKI) (4)
Z (4) otrzymujemy
UPL-AXxX+A-]S) + A(x+A2sjj = ulx + ((1 -~ +[JIA2)s] =

= p[(I-fi)r +ftX2 > ¢ (5)
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Ostatnia nierbwno$¢é oznacza, ze
(1-fOX, +"~ 2 €AP,c

Z (1) i (6) wynika wypukto$¢ zbioru A'ri'fc’ czyli quasi-wkle-
stos¢ funkcji P(A).

Dowod warunku wystarczajacego:

Niech x i 'y beda dwoma dowolnymi punktami przestrzeni
En spetniajgcymi warunek

X, yG Au,c 0)
Kltadgc y-x = s otrzymujemy
uix) = F(0) 5t ¢, u(y) =P@)Ssc (8)

Nierébwnos¢ (8) oznacza, ze liczby O i 1 nalezg do zbioru
AD ¢ Stad i z auasi-wklestosci funkcji f(A) otrzymujemy

p[(l-f)0 +pl] > ¢ (9)
Nieréwnos¢ (9) mozemy napisa¢ w rOwnowaznej postaci
ul(l-¢)x +¢xy| s* ¢ (9"

Z (7) i (9’) wynika guasi-wklestos¢ funkciji u(x).
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Twierdzenie 2

Jezeli dla danej funkcji u(x) okreslonej w przestrzeni
En, istnieje funkcja jednej zmiennej f(t) rosnaca i taka, ze
funkcja ztozona v(x) = flu(x)] jest wklesta, to funkcja u(x)
jest guasi-wklesta.

Dowéd;

Niech x i 'y bedg dwoma dowolnymi punktami nalezgcymi do
zbioru Au c Wowczas

u(x) s*c, u(y)5sc (10)
Poniewaz funkcja v(x) jest wklesta, wiec
v[jtx + (1-JDy] = f(u[pc + (I-fi)y])> ftv(x) + (1-jiMy) =

=/laflu(x)] + (I-ft)flu(y)], (0*irsE) (11)

Z zatozenia funkcja f(t) jest rosngca, wiec z (11 ) otrzy-
mujemy

fCuljix + (I-(£)y])> fiffu(x)] + [u(y)IMfLf(min[u(x),
u(y)l) -f 1-& (minJu(x),u(y)] = f(minfu(x),u(y)])
Stad iz (10) wynika nieréwnosé
ufMx + (I-M)y]*minfu(x),u(y)] >c,

ktéra dowodzi guasi-wklestosci funkcji u(x).
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Twierdzenie 3

Jezeli dla danej funkcji u(x) okresSlonej w przestrzeni
En, istnieje funkcja jednej zmiennej f(t) malejgca i taka,
ze funkcja ztozona v(x) = fl[u(x)] jest wklesta, to funkcja
u(x) jest guasi-wypukia.

Dowéd twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia po-
przedniego.
Wniosek:

Jezeli funkcja u(x) jest auasi-wklesta i nie jest auasi-
-wypukta i jezeli istnieje funkcja monotoniczna f{t) taka,
ze funkcja v(xL) = fl[u(x)] jest wklesta, to funkcja f(t)
jest rosnaca.

Dowéd:

Jezeli funkcja monotoniczna f{t) bytaby jnalejaca, to na
mocy twierdzenia (3) funkcja u(x) musiataby by¢ quasi-wy-
pukta wbrew zatozeniu.

Twierdzenie 4

Maksimum lokalne wtasciwe funkcji quasi-wklestej jest row-
niez globalne.

Dowdd:

Niech «k(x°) bedzie otoczeniem punktu xo, w ktérym funk-
cja guasi-wklesta u(x) osigga maksimum lokalne wtasciwe.
Jest wiec

u(x°)> u(x) dla x€K(x°) (12)
Przypusémy, ze istnieje punkt x taki, ze

u(x1) > u(x°) (13)
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Rozwazmy odcinek (I-fi)x° + fix , (0<fi«S1 ). Na odcinku tym
istnieje punkt Xx2£K(x°) i x* X°. Niech fi e (0,1) spet-
nia warunek

x2 = (I-fl12)x° + U2X1

Z (13) wynika, ze
X ,X°eAu c gdzie ¢ = u(x°) (14)

Z (14) i guasi-wklestosci funkcji u(x) otrzymujemy

Stad u(x2) u(x°®°) gdzie x2Gk(x°) <co przeczy nieréwnosci

(12).

Twierdzenie 5

Jezeli funkcja u(x) okreslona w przestrzeni En jest
guasi-wklesta i klasy c¢", to

n

z Ul.,(x )(xl.-xl), 07 XEAu.c' X ebu.c

jX: u(x) =cj (15)
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Dowdd;

Niech x bedzie dowolnym punktem nalezgcym do zbioru
A, za$§ x° dowolnym punktem nalezacym do zbioru B

Zj’afaasi-wkles}osci funkcji u/(,xi\I otrzymujemy u»e
ul(l-X)xQ + Xxj = ujx°® + A(x-x°)J > ¢ - u(x®),
0O< X< 1) (16)
Dzielgc nieréwnosé¢ (16) przez X many

ufx® + X(x=>"M)] - u(x°) _ £(X) ~ £(0) ~ ¢g

Przechodzac w (17 ) do granicy przy X—»0+ otrzymujemy
F’(0) 5= 0
+

Stad po obliczeniu pochodnej prawostronnej funkcji F(X) w
zerze, otrzymujemy nierovmos$¢ (15).

Twierdzenie 6
Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby forma
kwadratowa ~ | a™ _x.jX., byta okreslona dodatnio, przy zato-

i» D=1
zeniach

(a) 2 ax =0,a to
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O LI ]
*1 an
al an e aln
O>) (] L] L[] * 0
% &ni " @nn

jest zachodzenie nierownosci

0 al ak

(-lO* al al1 """ alk > O

“k akl "+ akk
Dowdd twierdzenia (6) znajduje sie w [1].

Twierdzenie 7

Jezeli funkcja u(x) okresSlona w przestrzeni En jest
guasi-wklesta i klasy C2, przy czym

uj 0 dla kazdego x €E"

0 u:L un
Ul «11 - Uy
*
u u.,. u
n nil nn
8 2u N

g<tle uij =57)T(:Q— xeE
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to prawdziwe sg nieréwnosci
0y Uk
U Y1 e ak .
(-l )- - . 0, k= l,2,...,n, X €F (lS;
Ufc uki \ k
Dowdd,;
Poniewaz funkcja u(x) jest guasi-wklesia, wiec na mocy
twierdzenia (5) otrzymujemy
o n):u"(x°)[f(x2,...,xn)- X°
n
+ 2 u (x°)(x -x°) (19)
i=2
gdzie x* =f(x2,...,xn) jest funkcja uwiktang przechodzacag
przez punkt x°. Z nieré6wnosci (19) wynika, ze funkcja G
osigga w punkcie (x°,...,x°) maksimum lokalne. Stad
d2G< 0 jezeli d2G/ 0 w punkcie (x°,...,x°) (20)

Jest oczywiscie

d2G = ul(x°)d2f
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Obliczajgc drugg rézniczke funkcji uwiktanej otrzymujemy
n
d2° =N 2 (un uiuj +uiju? - -
uil i,
- 02)

Z drugiej strony obliczajgc z warunku

N ui (x?)dxi =0 (23)
i=1

2
rézniczke dx* i wstawiajgc do wzoru na réozniczke du otrzy-
mujemy prawg strone wzoru (22) ze znakiem przeciwnym. Stad
jest

d2G = -d 2u (24)

Poniewaz dZG< O, wiec dzu > 0. Stad wynika ostatecznie, ze
druga rozniczka funkcji u w punkcie x°, przy warunku (23)
natozonym na przyrosty zmiennych niezaleznych, jest forma kwa-
dratowa okreslong dodatnio. Poniewaz spetnione sa zatozenia
twierdzenia (6), wiec prawdziwos¢ nieréwnosci (18) w punkcie
X° jest udowodniona. Zdowolnosci statej C i punktux® na-
lezgcego dozbioru BUJ_C,Wynika prawdziwosénier6wnosci  (18)

w dowolnym punkcie x nalezacym do przestrzeni E .

Rekopis ztozono w Redakcji dnia 23.11.1966 r.
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0 HEKOTCRAK CBORCTBAX KBASVBOrHYTUX $yHKUHIT

Pe 3ame

B poéOTHe aBTop npe/ECTaBJBieT /AOKasaTeliBCTBa neKOTopux chohcth KBa3H-

BorHyTux $yHKUHa (t* U), (4), (5), (7)] h TeopeM cBH3aHHX ¢ npeoépa-
30B3HHeM KBaSHBorHyToa (JyHKUH Ha BorHyrou [t. 12), (3)].

ABOUT CERTAIN QUASI-CONCAVITY FUNCTIONS
Summary

The author gives in the paper proofs of certain proper-
ties of quasi-concavity functions [t.(1), (4), (5) and

(7)1 and theorems about the transformation of the quasi-
-concavity functions into the concavity functions [t.(2)
and (5)]



