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WESLAW SOBIESZEK
0 WYPUKLOSCI PEANYCH FUNKCJI EKSTREMALNYCH

Przedmiotem badan tzw. programowania matematycznego sg zagad-
nienia ekstremalne warunkowe. Dla ustalonego uktadu parame-
trow wystepujgcych w rozwazanym zagadnieniu, szukane ekstre-
mum jest liczbg. Wprzypadku uzmiennienia wszystkich, badZ
tylko pewnych parametrow, szukane ekstremum staje sie funkcjag
zalezng od tych parametréw. Jest rzeczg naturalng, nazywac
tego rodzaju funkcje, funkcjami ekstremalnymi. Wpracy niniej-
szej rozwaza sie dwie funkcje ekstremalne (1), (2), o ktérych
dowodzi sie twierdzenia dotyczace ich wypuktosci.

Zanim przejdziemy do sformutowania tych twierdzen podamy
kilka niezbednych poje¢ i oznaczeh. Zbiér XCEn nazywaé be-
dziemy wypuktym, gdy wraz z dwoma punktami nalezy
do niego odcinek je tgczacy. Funkcje f(x) okre$long na pod-
zbiorze wypuklym X C En, nazywaé¢ bedziemy wypukta,

goy

fIXx+(I-X)y] sS Xf(x)+(1-X)f(y), (x,y€X, 0< X< 1)

Funkcje f(x) nazywa¢ bedziemy wklestag, gdy spet-
nia nieréwnos$¢ przeciwna.
Niech beda dane funkcje: g(x) wklesta i f.(x) (j=1,...,m)

wypukte na zbiorze XCEn. Rozwazmy zagadnienie znalezienia
maksimum funkcji g(x) przy warunku f.(x)”v. gdzie

v.5=0 (j =1,...,m). Traktujagc liczby v. jJjako zmienne pa-

rametry i wprowadzajac oznaczenia v =|vit...,v }, F(x) =
= |fA(x),...,fm(x)| mozemy krétko zdefiniowa¢ nfunkcje eks-

tremalna

(1)
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Twierdzenie 1

Jezeli wektor-funkcja F(x) = |fl(x),..,,fmx)| jest wy-
pukta, funkcja g(x) jest wklesta, to funkcja ekstremalna

h(v) = max |g(x)/P(x) =£ v, x€X|-

jest wklesta.

Dowéd:

Niech

h(v) —max|g(x)/P(x)sg v, xexj-, h(v) =

= maxig(x)/P(x) =£ v,x€ X|
X

Wowczas na mocy wklestosci funkcji g(x) mamy
Xh(v) + (1-X)h(?) =Xg(x) + (1-X)g(x)sf£ g[Xx + (1-X)I],
(o*s X =£1) (*)

Jest oczywiscie p(x)< v i p(x)aSv, wiec z wypukitosci wek-
tor-funkcji P(x) otrzymujemy P [Xx + (1- X)i]s”v + (1-A)f.
Poniewaz wektor Ax + (1-A)x nalezy do zbioru |xj F(x)ssAv +
+ 0 -A)v] wiec

g [Ax + (1-A)x]< maxjg(xX)/[F(xX)«E Av + (1-A)f, xexj =
= h[/lv+ (i-A)“p*

Z (*) i (**) wynika zgdana nieréwnos$¢ dla funkcji h(v).
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Zdefiniujmy funkcje ekstremalng

M(pft) = max|g(x)/ » = t*xi > °} (2)
x 1 i=1 J
gdzie p =|p1l pnJ, °> za$ t oznacza liczbe nie-
ujemng. Oznaczmy x(p,t) =|x1(p.,t),...,xn(p,t)| wektor-funk-
cje spetniajgca »
M(p,t) = g[x(p.t)] (3)

Znajomos$¢ struktury funkcji ekstremalnych (1) lub (2), po-
zyteczna jest w roznych zagadnieniach praktycznych. Jezeli
np. liczba t oznacza¢ bedzie te czes¢ dochodu konsumenta,
ktéora przeznacza on na zakup wektora towaréw x =|x",...,xn| ,

zas p =jp”,... »Pn| bedzie wektorem cen jednostkowych, to

funkcje g(x) interpretowac¢ mozna jako funkcje uzytecznos$ci
wektora x (utility function). Wowczas funkcja M(p,t) be-
dzie funkcjg posredniej uzytecznosci (indirect-utility func-
tion) oraz funkcje x.(p,t) (i =1,...,n) bedag funkcjami po-

pytu (p. [1]., [2]).

Twierdzenie 2

Jezeli g(x) jest funkcja wklestg oraz funkcje x”™(p,t),...
x (p.,t) (k ¢n), sa state wzgledem zmiennych P-j,.. ¢«»P"ft, to

funkcja

M(p,t) = max|g (x)/ Ptx. =t, o}

X i=1

jest wklesta v/izgledem zmiennych p*,... ,p",t.



18 Wiestaw Sobieszek

Dowdéd:

Poniewaz funkcja g(x) jest wklesta, wiec

AM(p/\l.. ° *ooo*Pnf/\) + N *oo o

= Xg[x(pl,...,pk,pk+l,...,pn,i)] + (I-®)g[x(plt...,

pk*pk+l**“ ))pn”"'] < g[XX(ply ... PKk,Pk+l.eee pPn, t ) +
+ (!_N)X(p'l »e oo))H())H(+-/§)o oo»Pn»/\)J ° (4_)

Obecnie wykazemy, ze Xx(pl,...»Pk»Pk+l»Pnf*) +
(I-X)x(51,...,5k,PiCfl,-**»Pn»”) spetnia warunek

k v L>
2 [Apx +(1-X)pijxi + £ Pixi=*w + 0-*)t (5)
i =1 i=k+1

Istotnie oznaczajac x* = x£(pl,,.. ,Pk»Pk+l,eee»Pn»*)»
xt = xi(i5l,...,?k,Pk+l,...,PnJ) otrzymujemy

2 [% + (i-xp) [KE+ Alxxi] + 3 Pi (A3 +
i=k+

i=
k k.
(I-X)X 1= X 2Pixi + 0“%)22 Pixi +
1J i=11 i*l 1
Ic n n

x(i-x) 1> A +f~) +x 2 ,Pixi +o0-*) 2 PA =



O wypuktosci pewnych funkcji ekstremalnych... 19

K K K
- + (1. X)22 » A +x(1*x) 2z (A H
i= i=1 i=1
k k
+ Vi%i) + *.(*" VANEVAN A N + A P A) =
i-1 i=1
k k
= At + (1-A)t + A(A-1) 2P A+ ) 'S t? A
i=1 i=1
k
+ (i-a)»”™ (pA + PAN =N +
k
+a(a~i) 2 [piAAN +A AA] = "~ + 0-"A
i=1
gdyz ze wzgledu na zatozenie x” =x”" dla i =1,...,k.
Poniewaz
k n

Ax + (i-A)Se [x}2[~P £ + (I-M)filxi + A p+xi =
Nl i=k+1

= At + (1-A)i, xi s* o]

gdzie oznaczono
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wiec

k
g ["ax + (1-A)xjss mang(X)// |~Ap™ + (1-A)p.
- |
n
+ A Pixi = At + (I-X)T, xi 5201 = Mj"xpl +
i=k+1

+ @-A)p.j,... ,Apk + (1-A)p~rPj,+,j,... ,pn,At + (1-A)tJ

Z ostatniej nierobwnos$ci i z (4) otrzymujemy
AM(p"r , oo e *Pk *Pk+-[ne e *»Pu*t ) + 0 ~X)M(p~r,... »Pjj.o»Pk+-|»e o o»

Pn *nr) < M +  ('>-M)pl,x*x** APk + (1_A)Pk»Pk+i
t + (1-A)?J

co dowodzi wklestosci funkcji M (p,t) wzgledem zmiennych
P-] »¢ oo *Pk »/

Przy interpretacji funkcji M(p,t) podanej wyzej, sens
twierdzenia (2) jest nastepujacy. Jezeli zatozymy, ze popyt na
kilka artykutow (np. chteb, sél, cukier) nie zmienia sie wraz
ze zmiang ich cen i ewentualnie dochodu konsumenta, to funkcja
M (p,t) jest wklesta ze wzgledu na ceny jednostkowe tych arty-
kutéw i dochod.

Rekopis ztozono w Redakcji dnia 4»IH«1966 r.
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0 BbHiyKJIOCTH HEKOTOFUX SKCTPIMAJIbHDbK fyHKUHIt
Pe3nme

B padoTe aBTop npescTaBJiaeT aoica3aTelitCTBa jxbokx TeopeM
1) 0 BorHyrocTH $yincmui

h(v) = max|g(x)/F(x) sivx€ x|

rae X HBIJWeTCH n-MepHHM BeKTOpOM, V BeKT%pOM m-MepHHM, a F(xé =
={fdCx),...,fmCx)| HBJiaeTCA BHnyKJioa BeKTop-$yHKUHeS h g¢'.x) or-
HyToK $yHKimeE.

2) 0 BOrHyTOCTH $yHKUHH

M(p,t) = max]|g(x)/j*] =t, x> o0

rse g(x) HBJaeTCH BorHyToE $yHKUHefl, a xAp.t) (j=1,...,k) hbjddotch
noCTOHHHVH $yHKUHHVH OTHOCHT8JIBHO nepeMeHHHX — P-1,Pp» ee e *Pk»'t (X <n)
npHMEM $yHKUHH xi(p,t) (i =1,2,..., n) hciiojihhx« ycjioBlie

M(p,t) =gl[x,(p,t),....,xn(p,t)]

Abtop flaéi cjieaynmyio HHTepnpeTainm TeopeMu (2). Ec&h aonycriiM, hto
cnpoc Ha HecKOJitko TOBapoB (Hanp. xjied, cojib, caxap) He H3MeHaercfl BMe-
CTe ¢ H3MeHewieM hx ueH h aoxoaa noTpedHTeJW, to ¢yHKipw M (p,t)(.indi-

rect utility fonction) /EBJWeTCH BOrHyTOE OTHOCHT6JTBHO U6H 3TKX TO-
BapoB h aoxojia hotpedHTejw



22 Wiestaw Sobieszek
ABOUT CONVEXITY OF SOME EXTREME FUNCTIONS
Summary

The author gives in the paper proofs of the two theorems!
1) About concavity of a function

h(v) = maxjg(x)/F(x) « v, x Cx]j

where x is an n-dimensional vector, v an m-dimensional
vector and F(x) = ~f~(x),,..,fm(x)j is a vector-convex func-

tion and g(x) is a concave function.
2) About the concavity of a function

M(p,t) = maxjg(x)/"T =t, xi 3? oi
X i=1 J

assuming that a function g(x) is concave and the functions
xM(p,t) (j =1»...,k) are constants with respect to variab-

les p-p...,Pk,t (k in), where the functions x”(p,t) (i =
=1,...,n) satisfy a condition

M(p,t) =g[xI(p.,t),....xn(p,t)J

The author gives the following interpretation of the the-
orem (2): if we assume that the demand for some food products
(e.g. bread, salt, sugar) hasn't been changed with the price
change or the consumer’'s income, then function M(p,t) (indi-
rect-utility function) is concave on account of the elementa-
ry prices of these goods and income.



