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0 WYPUKŁOŚCI PEWNYCH FUNKCJI EKSTREMALNYCH

Przedmiotem badań tzw . programowania matematycznego są  zagad
n ie n ia  ekstrem alne warunkowe. D la u sta lon ego  układu parame
trów w ystępujących  w rozważanym zagadnien iu , szukane e k s tr e 
mum j e s t  l i c z b ą .  W przypadku uzm iennienia w szy stk ich , bądź 
ty lk o  pewnych parametrów, szukane ekstremum s ta j e  s i ę  funkcją  
za leżn ą  od tych  parametrów. J e s t  rzeczą  natura lną , nazywać 
tego  rodzaju  fu n k cje , funkcjam i ekstrem alnym i. W pracy n in ie j 
sz e j  rozważa s i ę  dwie funkcje ekstrem alne (1 ) , ( 2 ) ,  o których  
dowodzi s i ę  tw ierd zen ia  dotyczące ic h  w ypukłości.

Zanim przejdziem y do sform ułowania tych  tw ierdzeń podamy 
k ilk a  niezbędnych p o jęć  i  oznaczeń. Zbiór XCEn nazywać bę
dziemy w y p u k ł y m ,  gdy wraz z dwoma punktami n a leży  
do n iego  odcinek  je  łą c zą cy . Funkcję f ( x )  określoną na pod
zb iorze  wypukłym X C En , nazywać będziemy w y p u k ł ą ,  
g ó y

f[X x + (l-X )y ] sS X f (x )+ ( 1 - X ) f ( y ) ,  ( x , y € X ,  0 <  X <  1 )

Funkcję f ( x )  nazywać będziemy w k l ę s ł ą ,  gdy s p e ł
n ia  nierówność przeciw ną.

N iech będą dane funkcje: g ( x )  w k lę s ła  i  f . ( x )  ( j = 1 , . . . , m )
wypukłe na zb io rze  XCEn . Rozważmy zagadnien ie z n a le z ie n ia  
maksimum fu n k c ji g ( x )  przy warunku f . ( x ) ^ v .  gd zie
V.. 5= 0 ( j  =  1 , . . . , m ) .  Traktując l ic z b y  v_. jako zmienne pa
rametry i  wprowadzając oznaczen ia  v = | v l t . . . , v  } ,  F( x )  =
= | f ^ ( x ) , . . . , f m( x ) |  możemy krótko zdefin iow ać mfunkcję eks
trem alną

( 1 )
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Tw ierdzenie 1

J e ż e l i  w ektor-funkcja F(x)  = | f 1 ( x ) , . . , , f m( x ) |  j e s t  wy
pukła, funkcja  g ( x )  j e s t  w k lę s ła , to  funkcja ekstrem alna

h ( v )  = max |g ( x ) / P ( x )  =s£ v , x € x | -

j e s t  w k lę s ła .

Dowód:

N iech

h( v)  — max |g ( x ) / P ( x )  sg v , x e x j - ,  h (v )  =

c |g (x ) /P (x )  =£ v , x €  x |= max-i 
x

Wówczas na mocy w k lę s ło ś c i fu n k c ji g ( x )  mamy

Xh(v)  + ( 1 -X )h (? ) = Xg(x)  + ( 1 - X) g ( x ) s £  g[Xx + ( 1 - X ) l ] ,

( o * s  X =s£ 1) ( * )

J e s t  o czy w iśc ie  p ( x ) <  v i  p ( x ) aS v ,  w ięc z w ypukłości wek- 
to r - fu n k c j i P(x)  otrzymujemy P [Xx + (1 - X )i]s^v + ( 1 -A) f .  
Ponieważ wektor Ax + (1-A)x n a leży  do zbioru |x j  F(x)ssA v +
+ 0 -A )v J  w ięc

g [Ax + (1 - A )x ] <  m axjg(x )/F (x )«£  Av + (1 -A )f , x e x j  =

= h [ / l v  + ( i  -  A) '“p *

Z ( * )  i  (* *) wynika żądana nierówność d la  fu n k cji h ( v ) .
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Z d e fin iu jm y  fu n k c ję  e ks tre m a ln ą

M (p f t ) = m a x |g (x )/ ^  = t * x i >  ° }  ( 2 )
x 1 i = 1  J

g d z ie  p = | p 1  pnJ ,  °> zaś t  oznacza l ic z b ę  n ie -

ujem ną. Oznaczmy x ( p , t )  = | x 1 ( p , t ) , . . . , x n ( p , t ) |  w e k to r - fu n k -  

c ję  s p e łn ia ją c ą  »

M ( p , t )  = g [ x ( p , t ) ]  ( 3 )

Znajom ość s t r u k t u r y  f u n k c j i  e ks tre m a ln ych  (1 ) lu b  ( 2 ) ,  po
ż y te czn a  je s t  w ró ż n y c h  z a g a d n ie n ia ch  p ra k ty c z n y c h . J e ż e l i  
np . l i c z b a  t  oznaczać b ęd z ie  tę  część dochodu konsum enta, 
k tó r ą  p rze zn a cza  on na zakup w e k to ra  tow arów  x  = |x ^ , . . . , x n| ,

zaś p = j p ^ , . . .  »Pn |  b ę d z ie  w ektorem  cen je d n o s tko w ych , to

fu n k c ję  g ( x )  in te rp re to w a ć  można ja k o  fu n k c ję  u ż y te c z n o ś c i 
w e k to ra  x  ( u t i l i t y  f u n c t io n ) .  Wówczas fu n k c ja  M (p, t ) bę
d z ie  fu n k c ją  p o ś re d n ie j u ż y te c z n o ś c i ( i n d i r e c t - u t i l i t y  fu n c 
t i o n )  o ra z  fu n k c je  x . ( p , t )  ( i  = 1 , . . . , n )  będą fu n k c ja m i po

p y tu  (p .  [1 ]  , [ 2 ] ) .

T w ie rd ze n ie  2

J e ż e l i  g ( x )  je s t  fu n k c ją  w k lę s łą  o ra z  fu n k c je  x ^ ( p , t ) , . . .  
x  ( p , t ) ( k  ¿ n ) ,  są s ta łe  względem zm iennych P-j, . .  • » P ^ ft ,  to

fu n k c ja

n

M (p, t  ) = max | g ( x ) /  P±x . = t ,  o }

x  i=1

je s t  w k lę s ła  v/zględem zmiennych p ^ , . . .  , p ^ , t .
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Dowód:

Ponieważ funkcja  g ( x )  j e s t  w k lę s ła , w ięc

A M (p^ , . .  • * • • • *Pnf ̂  ) + ^  * • • •

= X g[x(p1 , . . . , p k,pk+1 , . . . , p n , i ) ]  + ( l - * ) g [ x ( p 1 t . . . ,

pk*pk+1**“ »pn ’~- ]  <  g[Xx(p1 , . . . , P k , P k + 1 . • • • , P n , t ) +

+ ( ’'_ '̂)x(p-| »• • • »Pk»Pk+-̂ »• • • »Pn»̂  )J • (4-)

Obecnie wykażemy, że Xx(p1 , . . . »Pk »Pk+1 »Pnf * )  + 

( l - X ) x ( 5 1 , . . . , 5 k,PiCf1 , -**»Pn»^) s p e łn ia  warunek

k v L>
2  [Ap± + (1-X )pij x i  + £  P ix i  = *■* + 0 - * ) t  (5 )
i =1 i=k+1

I s t o t n ie  oznaczając x± = x±(p 1 , , . . ,Pk»Pk+1 , • • • »Pn »*)» 

x ± = x i (i51 , . . . , ? k,Pk+1 , . . . , P nJ )  otrzymujemy

2  [ % + ( i - x)pJ  [K*± + ^1 - X)x i ]  + J  Pi [ A3?i +
i =1 i=k+1

k k_

+(1-X)x 1 = X2 2 P i xi  + O“*)2 2  Pixi  
1J i =1 1  i *1 1

lc n n

x ( i-x )  ] > A  + f ^ )  + x 2 , P ixi + o -* )  2  PA  =
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K K K

■ ^  + (1_X)2 2  » A + x(1‘ x) Z (5A H
i= 1  i= 1  i=1

k  k

+ V±%± ) + * • ( * "  ^ ^ A ^  + ^  P A )  =
i - 1  i=1

k  k

= A t  + (1 - A )t  + A (A -1  ) ^ P A  + ) 'Ŝ ' t ? A

i= 1  i=1

k

+ ( i - a) ^ ^  ( pA  + P A ^  = ^  +

k

+ a(a~i ) 2  [ p i A A ^  + A  A -A ]  = ^  + o - ^ A
i=1

gdyż ze w zg lędu  na z a ło ż e n ie  x_̂  = x_̂  d la  i  = 1 , . . . , k .  

Ponieważ

k  n

A x  + ( i - A ) S e  | x } 2 [ ^ P ± + ( l - ^ ) f i] x i  + A  p ±x i  =

^ i=1 i=k+1

= At + ( 1 - A ) i ,  x i  s* o |

g d z ie  oznaczono
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w ięc

k

i h ł
X =  I

n

+ ^  Pi x i  = A t + ( l - X ) T ,  x i  5= 0 1 = M j"xp 1 +

i=k+1

+ (1 — A )p .j, . . .  ,Apk  + (1 -  A )p^,P j,+ ,j, . . .  ,p n , A t + (1 -  A )t J
Z o s ta tn ie j  n ie ró w n o ś c i i  z (4 )  otrzym ujem y

A M ( p ^  ,  •  •  •  * P k * P k + - | » •  •  * » P u *  t )  +  0  ~ X ) M ( p ^ , . . .  » P j j . » P k + - | » •  •  • »

P n * ^ )  <  M  +  ( ' > - ^ ) p 1 , * * * *  ^ P k  +  ( 1 _ A ) P k » P k + i

t + (1-A)?J

co dowodzi w k lę s ło ś c i f u n k c j i  M ( p , t )  względem zm iennych 

P - ]  » •  •  •  * P k » ^  •

P rz y  i n t e r p r e t a c j i  f u n k c j i  M ( p , t )  podanej w y ż e j, sens 
tw ie rd z e n ia  ( 2 )  je s t  n a s tę p u ją c y . J e ż e l i  założym y, że p o p y t na 
k i l k a  a r ty k u łó w  (n p . c h łe b , s ó l ,  c u k ie r )  n ie  zm ien ia  s ię  w raz 
ze zmianą ic h  cen i  e w e n tu a ln ie  dochodu konsumenta, to  fu n k c ja  
M ( p , t )  je s t  w k lę s ła  ze w zględu na ceny jednostkow e ty c h  a r t y 
ku łów  i  dochód.

g  |"ax + ( 1 - A )x j s s  m a x j g ( x ) /  /  |~Ap  ̂ + ( 1 - A ) p

R ękopis z łożono  w R e d a k c ji d n ia  4 » IH « 1 9 6 6  r .
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0 BbHiyKJIOCTH HEKOTOFÜX SKCTPiMAJIbHbK fyHKUHtt 

P e 3 n m e

B padoTe aBTop npescTaBJiaeT aoica3aTeJitCTBa jxbokx TeopeM
1) 0 BorHyrocTH $yincmüi

h (v )  = max |g (x ) /F (x )  si v x €  x |

r a e  X HBJWeTCH n-MepHHM BeKTOpOM, V BeKTOpOM m-MepHHM, a F ( x )  = 
= { f dC x ) , . . . , f mCx)| HBJiaeTCA BHnyKJioa BeKTop-$yHKUHeS h g ' .x )  B or- 
HyToK $yHKimeË.

2 )  0 BOrHyTOCTH $yHKUHH

M(p , t )  = m a x |g ( x ) / j* ]  = t ,  x± >  o |

rse g (x ) HBJiaeTCH BorHyToË $yHKUHefl, a x A p . t )  ( j = 1 , . . . , k )  hb jd d o tch  
noCTOHHHHMH $yHKUHHMH OTHOCHT8 JIBHO nepeMeHHHX P-i ,Pp» • • • *Pk»'fc ( X < n )  
npHMëM $yHKUHH x i (p , t )  ( i  = 1 , 2 , . . . , n )  hciio jihhx«  ycjioBlie

M ( p , t )  = g [ x , ( p , t ) , . . . , x n ( p , t ) ]

A b top  f la ë ï  cjieaynmyio HHTepnpeTainm TeopeMu ( 2 ) .  Ecæh ao n y c riiM , hto  
cn p o c  Ha HecKOJitKo TOBapoB (H a n p . x j ie d ,  c o j ib , c a x a p )  He H3M eHaercfl BMe- 
CTe c  H3MeHewieM hx ueH h  a o x o a a  noTpedHTeJW , t o  çyHKipw M ( p , t ) ( . in d i
r e c t  u t i l i t y  f o n c t i o n )  ÆBJWeTCH BOrHyTOË OTHOCHT6JTBH0 U6H 3TKX TO- 
BapoB h aoxo jia  h o t peôHTe jw  •
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ABOUT CONVEXITY OF SOME EXTREME FUNCTIONS 

S u m m a r  y

The a u th o r g iv e s  in  th e  paper p ro o fs  o f  th e  two theorem s!
1 ) About c o n c a v ity  o f a fu n c t io n

h ( v )  = m a x jg (x ) /F (x )  «  v ,  x  C x j

where x  i s  an n -d im ens io na l v e c to r ,  v  an m -dim ensional 
v e c to r  and F (x ) = ^ f ^ ( x ) , , . . , f m( x ) j  is  a ve c to r-c o n v e x  fu n c 
t io n  and g (x )  is  a concave fu n c t io n .

2 ) About th e  c o n c a v ity  o f  a fu n c t io n

M (p , t )  = m a x jg (x ) /^ T  = t ,  x i  3? o i
x  i=1 J

assuming th a t  a fu n c t io n  g (x )  is  concave and the  fu n c tio n s  
x ^ ( p , t )  ( j  = 1 » . . . , k )  are  co ns ta n ts  w ith  re s p e c t to  v a r ia b 
le s  p - p . . . , P k , t  (k  i n ) ,  where the  fu n c t io n s  x ^ ( p , t )  ( i  =
= 1 , . . . , n )  s a t is f y  a c o n d it io n

M ( p , t ) = g [x l ( p , t ) , . . . , x n (p , t ) J

The a u th o r g ive s  th e  fo l lo w in g  in te r p r e ta t io n  o f  th e  th e 
orem (2 ) :  i f  we assume th a t  the  demand f o r  some fo o d  p ro d u c ts  
(e .g .  b read , s a l t ,  sugar) hasn’ t  been changed w ith  the  p r ic e  
change o r th e  consumer’ s income, then fu n c t io n  M (p , t )  ( i n d i 
r e c t - u t i l i t y  fu n c t io n )  is  concave on account o f  th e  elem enta
r y  p r ic e s  o f  these goods and income.


