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RYSZARD BARTIOMIEJCZYK

O PEWNYM WYPROWADZENIU WARUNKOW DLA ISTNIENIA EKSTREMOW
FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH BEZ UZYCIA WZORU TAYLORAX >

W niniejszej pracy podane jest wyprowadzenie warunkéw dla ist-
nienia ekstreméw lokalnych funkcji wielu zmiennych, ktére wy-
daje sie prostsze od znanych dowodéw opierajacych sie na wzo-
rze Taylora.

Wyprowadzenia tego nie znalaztem w znanej mi literaturze.
Niech

u="f(x1l,...,xn), 1)

bedzie funkcjg okreslong w pewnym otoczeniu punktu
P1(x°,...,x”). Nadto zatézmy, ze funkcja ") jest.ciggta i

posiada ciggte pochodne czgstkowe pierwszego i drugiego rzedu
w tym otoczeniu.

Rozwazmy dowolng prosta peku o wierzchotku Pq

(2)

dla i =1,2,...,1, gdzie:

e ms e 4 m=

Niniejsza praca jest modyfikacjg rozwazan podanych w
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Jes$li ograniczymy obszar okreslonosci funkcji (1) do pros-
tej peku (2), to funkcje te mozemy zapisa¢ w postaci

v(t) = f(x° + ULjt, X° + mt) (3)

Funkcja v(t) jest okresSlona w pewnym otoczeniu punktu t = 0.
Obliczmy pierwsza i druga pochodng funkcji (3) w punkcie

(x° + n™t, . X° + mt).

BVAA 0 _ of 9 /.
W) =9%T O”fh* “oxd® 2t Tl n (/43

a2 2 df d of
VD F ™M g0 T Y 5_d|'x_6>r(n' Pt

a2f a2f a2f 2 (5)
+dxna>§1 m ml +d}<\ dﬁ,, mnm2 + *'* +6Xr21 m

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcji (3) dla
t =0 jest V(o) =0.

Stad wobec réwnosci (4) otrzymujemy

Of(a Of(: X}
dx1 u Oxn mn =0 (6)

Jezeli Vv(0) = O, to do istnienia ekstremum funkcji (3) dla
t =0 wystarcza V’(0) 4 0.
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Wprowadzmy oznaczenia
5 f(x~, .*., xn)
ST 57 zaij(xi» \% n
dla i, j s 1, 2.iieeinns wowczas réwnos¢ (5) przyjmie postaé
V(o) = T a,(x°, X°)ymi m.. (8)

ij=1

Wartos¢ V" (0) jest zatem formag kwadratowg zmiennych
nlu,. .. 1mn. Udowodnimy,

Twierdzenie 1

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcji (1) w
punkcie Pqg jest uktad réwnosci

9f(x°, X°) df(xv xn) N

0xn "o0# (9)

Dowdd

Dla istnienia ekstremum funkcji (1) w punkcie PQ potrze-
ba, aby funkcja (3) dla dowolnych n, , m speiniata wa-
runek konieczny istnienia ekstremum dla t » O.

Zatem rowno$¢ (6) musi zachodzi¢ dla dowolnych m~”,,..,mn,
a to pocigga réwnosci (9).

Punkt, dla ktérego spetnione sg warunki (9) nazywamy
punktem stacjonarnym funkcji (1).
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Twierdzenie 2

Jezeli Pqg jest punktem stacjonarnym funkcji (1) i forma

kwadratowa (8) jest okre$lona, to funkcja (1 ) w punkcie Pq

osiaga ekstremum. Przy czym, jes$li forma kwadratowa jest okre-
S§lona dodatnio, to istnieje minimum, a gdy jest okre$lona
ujemnie to istnieje maksimum.

Jedli natomiast forma kwadratowa (g), jest nieokre$lona, to
w punkcie PQ ekstremum nie istnieje.

Pierwszg cze$¢ tezy udowodnimy w przypadku, gdy forma kwa-
dratowa jest dodatnio okreslona.
Lemat

Jedli a™_.(xj, ..., xn) dla i,j =1, 2, ..., n sg funk-
cjami ciaggtymi w pewnym otoczeniu punktu Pq i forma kwadra-

towa (8) jest okreslona dodatnio, to istnieje takie otoczenie
punktu P o promieniu <, ze forma kwadratowa

n
y 1 (x1, ..., xn)mt m. (10)
i,D=1

jest okres$lona dodatnio dla kazdego punktu nalezgacego do tego

otoczenia.

Podam dwa dowody tego lematu; pierwszy bezpos$redni, drugi -
opierajgcy sie na twierdzeniu J.J. Sylvestern.

Pierwszy dowdd lematu

Bez zmniejszania ogo6lnosci zatozen mozna przyjac, ze

bl2i+ +mn2='1 éﬂ)\

Przez G oznaczamy najmniejszg warto$¢ formy kwadratowej (S)
przy warunku (11 ).

Z ciggtosci funkcji an™,(x™, ..., xfl) wynika istnienie
otoczenia punktu PQ o promieniu "ty
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dla kazdego punktu (x©, X ) nalezacego do tego
otoczenia.

Wprowadzamy oznaczenie

6 =min &5 J.
i»3=1»eee>n

Dla dowolnego punktu (x1, Xx™) nalezgacego do oto-

czenia punktu Pg o promieniu $i dowolnych m#, ..., mn
spetniajacych warunek (11) zachodzi nierownos¢

n n
a, y(xl, Ceeg Xn)mf m, 5 ., 0 Xn')mi'ms"
i 3= i, 31
n
¢J Jaij (x1 - aij(xr eee> xn |ml h I<
i, 3=1
n
< 2. N h ot 12=6
i,3=1
Z ostatniej nieré6wnosci wynika, ze
n n
° ° - £ .. .
/ al.].(Xlﬁ " Xn)-m' m3 < // ala(xl’ *Xn)m1m2
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Stagd na podstawie okreslenia liczby £ otrzymujemy
Xn)mi My > 0

xn) nalezacego do otoczenia punk-
tu PQ o promieniu 6 i dowolnych m®, . m spetniajacych
warunek (11).

Oznacza to, ze forma kwadratowa (10) jest okre$lona dodatnio
w otoczeniu punktu PQ o promieniu 5.

Drugi dowdd lematu wynika fatwo z twierdzenia J.J. Sylve-
stera [1] . Porma kwadratowa (10) wtedy i tylko wtedy jest okre-
$§lona dodatnio w punkcie (x1, xn) jesSli spelnione sg

nierownosci

5H(xi» «*e» X =a
i
...y
> 0
dis. X — 2, eee
Z zatozenia lematu i twierdzenia Sylyestera wynika, ze
F’\()(/\l soe (12)
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Poniewaz funkcje a1.3.(xl|, xn ) dla i,j =1,2,...,n
sg funkcjami ciggtymi w pewnym otoczeniu punktu P f wiec
funkcje in(x”™, ..., xq) dla i =1, 2, n sg ciggte w

tym otoczeniu.

Z ciggtosci funkcji PN, xn) i (12) wynika ist-
nienie otoczenia punktu Pg o promieniu 0%, ze

Pi (x1, xn) > 0
dla kazdego punktu (x*, xn) nalezacego do tego otocze-
nia. Wprowadzamy oznaczenie <G=min [NL1* eee» ®NJI“ Zatem

w otoczeniu punktu Pg o promieniu <% zachodzg nieréwnosci

Pi(x1, ..., xn) > 0 dla i =1, ..., n. (13)

Z nieréwnosci (13) i twierdzenia Sylvestera wynika, ze forma
kwadratowa (10) jest okre$lona dodatnio w otoczeniu punktu Pq
0 promieniu S

Dowdd twierdzenia. tatwo zauwazyé, ze funkcja (1) posiada
w punkcie Pq minimum wtedy i tylko wtedy, jezeli funkcja
(3) osigga dla t =0 minimum w przedziale (-<5,6) (6 dowol-
na liczba dodatnia) dla dowolnych m® ..., m speiniajg-
cych warunek (11).

Aby to wykazaé, nalezy udowodni¢, ze V7(t) >0 dla
-¢ <t < 6 i dowolnych nu, ..., m spetniajgcych warunek
(11). n

Przy oznaczeniach (7) funkcja (1) speitnia zatozenia lema-
tu, a wiec forma kwadratowa (10) jest okres$lona dodatnio w
otoczeniu punktu Pg o promieniu 6

Forma kwadratowa (10) dla x,- x°% + mt,.....x =X

1 1
+ mt jest réwna V’(t).
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Zatem V"(t) > O dla dowolnych , ..., m speiniajgcych
¥/arunek (11 ) dla -6 < t m<6

Oznacza to, ze funkcja v (t) osigga w przedziale <*“ ¢, 6 >
minimum dla t = 0, funkcja (i ) posiada wiec w punkcie Pq mi-

nimum.

Dowdd pierwszej czes$ci tezy w przypadku,gdy funkcja (1) w
punkcie Pqg osigga maksimum jest analogiczny.

Przeprowadzimy teraz dowdd drugiej czes$ci tezy. Zaldézmy, ze
dla uktadu (m, ..., m”) forma kwadratowa (8) jest dodatnia, a
dla (m", ..., m") jest ujemna. Oznacza to, ze funkcja (i) przy-
biera na prostej

m. t
i
m* + ... +m"
(i =1, ..., n) warto$¢ najmniejszg v/ punkcie PQ, a na pro-
stej
o mi’t
X. =X. + 1=1 —
N + + 4
(i =1, ..., n) wartos¢ naj¥/ieksza w punkcie Pq.

Oczywiscie oznacza to, ze funkcja (1) w punkcie P eks-
tremum nie posiada.

Rekopis ztozono w Redakcji dnia 16.111.1966 r.
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O HEKOTOPOM AOKA3ATEJLCTBHE YCHOBMII CQyiHECTBOBAHVA
BKCTPEMYMOR fyHKItfM HECKOJLKHX IEPEMEHHUX BEO SOPMyjH TiUJIOPA

Pe3» Me

JIOKa3aTeJTbCTBO HeodXOAHMHX U AOCTaTOHHHX yCJIOBHa CymeCTBOBaHHH 3KC-
ipeMyM $yHKmi& HecKOJiBKHX nepeweHHHXx ormpaeTCH Ha cjresynmeit TeopeMe:

liyCTfc eyHKUHH

u=Ffx®+mt,...,xE + m.t

onpeaelieHa b HeKOTopou oicpecTHocTH tohkh t = o o pajjlyce 0 h «Meer b
3704 TOHKe aKCTpef*M Toae cawoe ajw npoH3BOIn>HHX bh-
nojiHHeMHX ycjroBHe 1 é “

mﬁ+...+ s 1

Torna fyHKUHH u = f(x 1...x ) HMeeT b Tonne (x°,...,x£) ancTpeMyM.
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DERIVATION OP CONDITIONS FOR THE MAXIMUM AND MINIMUM
VALUES OF A FUNCTION OF SEVERAL VARIABLES WITHOUT
USING TAILOR’S THEOREM

Summary

The following theorem is the basis of the derivation of the
necessary and sufficient conditions for the maximum and mi-
nimum values of the function of several variables: If the
function

u = f(x»™ + nlt,...,x + nx) 02)

is determined in a distance of a radius $ the point tQ=0
and if it reaches the same extreme in this very point for the

arbitrary values for m.,...,m satisfying the condition
n(% S m% =1,
then the function u = f(x”",..i,xn)

has the local extreme in the point (xf XE).



