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RYSZARD BARTłOMIEJCZYK

O PEWNYM WYPROWADZENIU WARUNKÓW DLA ISTNIENIA EKSTREMÓW 
FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH BEZ UŻYCIA WZORU TAYLORAx >

W n in ie js z e j  p ra c y  podane je s t  w yprow adzenie warunków d la  i s t ­
n ie n ia  ekstrem ów lo k a ln y c h  f u n k c j i  w ie lu  zm iennych, k tó r e  wy­
d a je  s ię  p ro s ts z e  od znanych dowodów o p ie ra ją c y c h  s ię  na wzo­
rz e  T a y lo ra .

W yprowadzenia te g o  n ie  z n a la z łe m  w znane j m i l i t e r a t u r z e . 
N iech

u  = f ( x 1 , . . . , x n ) ,  (1 )

będzie fu n kcją  ok reślon ą  w pewnym o to czen iu  punktu 
P1 ( x ° , . . . , x ^ ).  Nadto załóżm y, że funkcja 1̂ ) j e s t .c ią g ła  i
po s ia d a  c ią g łe  pochodne cząstkowe pierw szego i  drugiego rzędu  
w tym o to cze n iu .

Rozważmy dow olną p ro s tą  pęku o w ie rz c h o łk u  Pq

x . = x °  + m. t ,  ( 2 )
1  1  x  * '

d la  i  = 1 , 2 , . . .  , 11, g d z ie :

2 2 2 n 
m^ +  m2 + . . .  +  m^ = 1

N in ie js z a  p ra ca  je s t  m o d y fik a c ją  rozważań podanych w
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J e ś l i  ograniczymy obszar określoności funkcji (1 ) do pros­
te j  pęku ( 2) ,  to funkcję tę  możemy zapisać w postaci

v ( t )  = f (x °  + ULjt, x° + mnt )  ( 3 )

Funkcja v ( t )  j e s t  określona w pewnym otoczeniu punktu t = 0. 
Obliczmy pierwszą i  drugą pochodną funkcji ( 3 ) w punkcie

(x° + n^t, . x° + mnt ) .

..V, \ ó f  9 f  9 f  / .  \V( t )  =  x— m. + =— m0 + . . .  + r — m ( 4 )' 9 x 1 1 Ox2 2 óxn n v '

a 2f  2 d 2f  d 2f
V( t ) = — — m. + x— x—  m. m0 + . . .  + 5— - —  m. m +' ' A 2 1 dx..dx0 1 2 dx .ôx  1 nOx  ̂ 1 2  I n

a 2f  a 2f  a 2f  2
+ dx ax1 mn m1 + dx dx„ mn m2 + * ’ * + a 2 mnn i  n 2 Ox n

Warunkiem koniecznym is tn ie n ia  ekstremum funkcji ( 3 ) dla  
t  = 0 j e s t  V,(o )  = 0.
Stąd wobec równości (4 ) otrzymujemy

(5 )

Of(a Of(:
d x 1

nu
°  i x  ) n '

Ô x n
mn  = 0 (6 )

J e ż e l i  v’( 0 ) = O, to do i s tn ie n ia  ekstremum funkcji ( 3 ) dla  
t = 0 wystarcza V”(0 )  4 0.
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Wprowadźmy o znaczen ia

5 f  ( x ^ , . * . ,  xn )

S T  5 7  = a i j ( x i»  V  ^

d la  i ,  j  s  1 , 2 ............ .....  wówczas równość ( 5 )  p rz y jm ie  p o s ta ć

V” ( o )  = T  a „ ( x ° ,  x°)m i  m .. ( 8 )

i , j= 1

W artość  V” ( 0 ) je s t  zatem fo rm ą  kw adratową zmiennych
nu, . . . ,m . Udowodnimy, i ’ 1 n

T w ie rd z e n ie  1

W arunkiem koniecznym  is t n ie n ia  ekstremum f u n k c j i  (1 ) w 
p u n kc ie  Pq je s t  u k ła d  ró w n o śc i

9f(x°, x°) df(xv  xn ) ^
”   0 x n  "  0# (9)

Dowód

D la  is t n ie n ia  ekstremum f u n k c j i  ( 1 )  w p un kc ie  PQ p o trz e ­

ba , aby fu n k c ja  ( 3 ) d la  dow olnych m̂  , , m s p e łn ia ła  wa­

ru n e k  ko n ie c z n y  is t n ie n ia  ekstremum d la  t  » 0 .

Zatem równość ( 6 )  m usi za cho d z ić  d la  dow olnych m ^ , , . . ,m n , 
a to  p oc iąga  ró w n o ś c i ( 9 ) .

P u n k t, d la  k tó re g o  s p e łn io n e  są w a ru n k i ( 9 ) nazywamy 
punktem s tac jon a rn ym  f u n k c j i  (1 ) .
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Tw ierdzenie 2

J e ż e l i  Pq j e s t  punktem stacjonarnym fu n k c ji (1 ) i  forma 
kwadratowa (8 )  j e s t  ok reślon a , to  funkcja  (1 ) w punkcie Pq

o s ią g a  ekstremum. Przy czym, j e ś l i  forma kwadratowa j e s t  okre­
ś lo n a  dodatn io , to  i s t n i e j e  minimum, a gdy j e s t  określona  
ujemnie to  i s t n i e j e  maksimum.

J e ś l i  natom iast forma kwadratowa (g), j e s t  n ieo k reślo n a , to  
w punkcie PQ ekstremum n ie  i s t n i e j e .

P ierw szą c zę ść  t ezy  udowodnimy w przypadku, gdy forma kwa­
dratowa j e s t  dodatnio ok reślon a .

Lemat

J e ś l i  a^_.(x.j, . . . ,  xn ) d l a  i ,  j = 1,  2,  . . . ,  n są  funk­
cjam i c iąg łym i w pewnym o toczen iu  punktu Pq i  forma kwadra­
towa (8 )  j e s t  ok reślon a  dodatn io , to  i s t n i e j e  ta k ie  o to czen ie  
punktu P o prom ieniu <S , że forma kwadratowa

n
y 1, (x1 , . . . ,  xn )m± m.  (1 0 )

i,D=1

j e s t  określona  dodatnio d la  każdego punktu należącego do tego  
o to c z e n ia .

Podam dwa dowody tego lematu; p ierw szy bezpośredn i, drugi -  
o p iera ją cy  s i ę  na tw ierd zen iu  J . J .  S y lv e s te r n .

P ierw szy dowód lematu

Bez zm niejszan ia  o g ó ln o śc i za łożeń  można p rzy ją ć , że

2 2 . / y. y, \
bl + . . .  + m = 1 (11)i n

Przez G oznaczamy najm niejszą  w artość formy kwadratowej ( s )  
przy warunku (11 ).

Z c ią g ło ś c i  fu n k c ji a^.,(x^ , . . . ,  xf l) wynika i s t n ie n ie
o to czen ia  punktu PQ o prom ieniu ^ ± y
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d la  każdego p u n k tu  (x^ , x  ) na leżącego  do tego
o to c z e n ia .

Wprowadzamy oznaczen ie

6 = m in  £<5 J . 

i» 3 =1 »• • • >n

D la  dowolnego p u n k tu  ( x 1 , x ^ )  na leżącego do o to ­

c z e n ia  p u n k tu  Pq o p ro m ie n iu  <5 i  dow olnych m^, . . . ,  mn 
s p e łn ia ją c y c h  w arunek ( 1.1 ) za ch o d z i n ie rów ność

n

Z a. . (x .  , . . . .  x  )m. m. 
x y  1 ’ * n ' i  3

i ,  3=1 

n

¿ J  | ai j (x 1  -  ai j (x r  •••> xn | mi l  h l <
i ,  3=1

n

2  N h r t 1,2 =6XI « • XI
i , 3 =1

Z o s ta tn ie j  n ie ró w n o ś c i w y n ik a , że 

n

/  a . . ( x ° ,  . . . ,  x °)m . m. 
i ]  1 ’ * n '  i  3

i»3=1

n

-  £ <  /  a . . ( x . , . . . , x  )m.m.
/  . 1 3  i  ’ ’ n '  1  2

i ,  3=1

n

-  Z
„ o x °  )m.m. 

n '  i  3
i ,  3=1
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Stąd na podstaw ie o k r e ś le n ia  l ic z b y  £ otrzymujemy

x )m. m. >  0 n i  3

xn ) na leżącego  do o to czen ia  punk­
tu  PQ o prom ieniu 6 i  dowolnych m ,̂ . m sp e łn ia ją cy ch  
warunek (11 ).

Oznacza to ,  że forma kwadratowa ( 10 )  j e s t  określona dodatnio  
w o to czen iu  punktu PQ o  promieniu 5 .

Drugi dowód lematu wynika łatwo z tw ierd zen ia  J . J .  S y lv e -  
s te r a  [ 1]  . Porma kwadratowa ( 10 ) wtedy i  ty lk o  wtedy j e s t  okre­
ślo n a  dodatnio w punkcie (x 1 , x n ) j e ś l i  sp e łn io n e  są
n ierów ności

51-] ( x i » • * •» x nXJ  = a

i

,  • • • y

>  0

d is .  x  — 2 , • • • ,

Z za ło żen ia  lem atu i  tw ierd zen ia  S y ly estera  wynika, że

F ^ ( x ^ , • • • , ( 1 2 )

d la  i  ss 1, 2, • •* ,  n*
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Ponieważ fu n kcje a . . (x1 , x  ) d la  i , j  = 1 , 2 , . . . , n13  i n
są  funkcjam i c ią g ły m i w pewnym o to czen iu  punktu P f w ięc  
fu n kcje  i ^ ( x ^ , . . . ,  xq ) d la  i  = 1 , 2 , n są  c ią g łe  w
tym o to c z e n iu .

Z c ią g ło ś c i  fu n k c ji P^(x^, xn ) i  (12)  wynika i s t ­
n ie n ie  o to c z e n ia  punktu Pq o prom ieniu ó ^ , że

Pi ( x1 , xn ) >  0

d la  każdego punktu (x^, xn ) należącego do tego o to cze ­
n ia . Wprowadzamy oznaczenie <5= min [^ 1 * •••» ®nJ “ Zatem 
w o to czen iu  punktu Pq o prom ieniu <5 zachodzą n ierów ności

Pi ( x 1 , . . . ,  xn ) >  0 d la  i  = 1,  . . . ,  n . ( 1 3 )

Z n ierów ności ( 13 )  i  tw ierd zen ia  S y lv e s te r a  wynika, że forma 
kwadratowa (10)  j e s t  określona dodatnio w o to czen iu  punktu Pq 
o prom ieniu <S .

Dowód tw ierd ze n ia . Łatwo zauważyć, że funkcja (1 ) posiada  
w punkcie Pq minimum wtedy i  ty lk o  w tedy, j e ż e l i  fu n kcja
( 3 ) o s ią g a  d la  t  = 0 minimum w p rzed z ia le  (-<5,ó) (ó dowol­
na l ic z b a  d od atn ia) d la  dowolnych m ,̂ . . . ,  m sp e łn ia ją ­
cych warunek ( 11 ) .

Aby to wykazać, n a leży  udowodnić, że V”( t )  > 0  dla  
- ¿ < t  <  ó i  dowolnych nu , . . . ,  m sp e łn ia ją cy ch  warunek 
( 11 ) .  n

Przy oznaczeniach  ( 7 ) funkcja  (1 )  sp e łn ia  za ło żen ia  lema­
tu , a w ięc forma kwadratowa ( 10 )  j e s t  określona dodatnio w 
oto czen iu  punktu Pq o prom ieniu ó .

Forma kwadratowa (10)  d la  x.  -  x° + m. t ,  . . . .  x  = x ° +' ' 1 1 1 ’ ’ n n
+ m t  j e s t  równa V”( t ) .
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Zatem V” ( t ) >  O d la  dow olnych , . . . ,  m s p e łn ia ją c y c h

¥/arunek (11 ) d la  - 6  <  t  ■< 6 .

Oznacza t o ,  że fu n k c ja  v ( t )  o s ią g a  w p rz e d z ia le  < “ ó , ó >  
minimum d la  t  = 0 , fu n k c ja  ( i  ) p o s ia d a  w ię c  w p un kc ie  Pq m i­

nimum.

Dowód p ie rw s z e j c z ę ś c i te z y  w p rzyp a d ku ,g d y  fu n k c ja  (1 ) w 
p un kc ie  Pq o s ią g a  maksimum je s t  a n a lo g ic z n y .

P rzeprow adzim y te ra z  dowód d ru g ie j c z ę ś c i te z y .  Załóżm y, że 
d la  u k ła d u  (m’ , . . . ,  m ^) fo rm a  kw adratowa ( 8 )  je s t  d o d a tn ia , a

d la  (m” , . . . ,  m” ) je s t  u jem na. Oznacza t o ,  że fu n k c ja  ( i )  p rz y ­
b ie r a  na p r o s te j

m’. t
i

m^ + . . .  + m^

( i  = 1 , . . . ,  n )  w a rto ść  n a jm n ie js z ą  v/ p u n kc ie  PQ, a na p ro ­
s te j

m” t
o i

x .  = x . + ■ — 1  -----  -----

^  + . . .  + 4

( i  = 1, . . . ,  n )  w a rto ś ć  na j¥ /iększą  w punkc ie  Pq .

O czyw iśc ie  oznacza t o ,  że fu n k c ja  (1 ) w p un kc ie  P eks­
tremum n ie  p o s ia d a .

R ękopis z ło żono  w R e d a k c ji d n ia  16.111.1966 r .
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O HEKOTOPOM Ä0KA3ATEJLCTBHE YCHOBMÍÍ CyiHECTBOBAHMfl 
BKCTPEMyMOß fyHKItfM HECKOJLKHX IEPEMEHHUX BEO SOPMyjH TÍÜJIOPA

P e 3 » M e

JlOKa3aTeJTbCTBO HeodXOÄHMHX U ÄOCTaTOHHHX yCJIOBHa CymeCTBOBaHHH 3K C- 
ipeMyM $yH K m iä HecKOJiBKHX nepeweHHHx orm paeTC H  Ha c jre sy n m e ił T eopeM e:

üyCTfc ęyHKUHH

u = f(x° + m^t,...,x£ + mn.t)

onpeaeJieHa b  HeKOTopoü oicpecTHocTH tohkh t  = o o pajjiyce 0 h «Meer b 
3T0ä TOHKe aKCTpef^M Toae cawoe äjw npoH3BOJn>HHX m-, bh-
nojiHHeMHX ycjroBHe 1 ¿ “

2 2 míj + . . .  + s  1

Torna fyHKUHH u = f ( x 1. . . x ü ) HMeeT b  Tonne ( x ° , . . . , x £ )  ancTpeMyM.
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DERIVATION OP CONDITIONS FOR THE MAXIMUM AND MINIMUM 
VALUES OF A FUNCTION OF SEVERAL VARIABLES WITHOUT 
USING TAILOR’ S THEOREM

S u m m a r y

The fo l lo w in g  theorem is  the  b a s is  o f the  d e r iv a t io n  o f the 
necessary and s u f f i c ie n t  c o n d it io n s  f o r  the maximum and m i­
nimum va lu e s  o f the  fu n c t io n  o f s e v e ra l v a r ia b le s :  I f  the  
fu n c t io n

u = f (x ^  + m1t , . . . , x ^  + mQt )  0 2 )

i s  determ ined in  a d is ta n c e  o f a ra d iu s  $ the  p o in t  t Q = 0
and i f  i t  reaches the same extreme in  t h is  ve ry  p o in t  f o r  the
a r b i t r a r y  va lu e s  f o r  m . , . . . ,m  s a t is f y in g  the  c o n d it io n2 2 n q  + . . . .  mn = 1 ,

then the  fu n c t io n  u = f ( x ^ , . . i , x n )

has the  lo c a l extreme in  the  p o in t  ( x f  x £ ) .


