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WIESŁAW SOBIESZEK

O PEWKYCH WŁASNOŚCIACH EKSTREMALNYCH SUM CAŁKOWYCH 
FUNKCJI 1 / 1+x

W zw iązku  z badaniem z b io ru  w a r to ś c i sum p rz y b liż o n y c h  d la  
c a łk i  oznaczone j A. W a k u lic z  p o s ta w ił  p rob lem  w yznaczan ia  op
tym a ln ych  sum ca łko w ych  p rz y  p o d z ia le  p rz e d z ia łu  na n -c z ę ś c i.  
W p ra c y  n in ie js z e j  ro z w ią z u je  s ię  te n  p rob lem  d la  f u n k c j i

1 .y  = r -   w p rz e d z ia le  < o ,  a >  . O kazuje s ię ,  ze
I 4* X

max sn

X1 »“ • * x n-1

( x v  x n 1 ) •  n ( l  -  — ------- ) ,  a:>t>, n » 2  (1 )

n ,------
s n ( x 1f Xn_1 ) = n (-1  + y 1 +a’ ), a > o ,  n > 2  ( s )

' , x n-1

g d z ie  sn je s t  m in im a ln ą , zaś maksymalną sumą ca łkow ą
d la  f u n k c j i  y  =   w p rz e d z ia le  <  o , a >  , p rz y  czym

I 4* X

o <  x 1 <  x 1 <  . . .  <  x n_1 <  a . ( 3 )

O ptym alny p o d z ia ł p rz e d z ia łu  < o ,  a >  zarówno d la  sumy 
ca łko w e j m in im a ln e j ja k  i  m aksym alne j, je s t  w spó lny  i  dany 
wzorem
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S to s u ją c  metodę program owania dynamicznego (p  [1] ) i  zasadę 
in d u k c j i  m atem atycznej udowodnimy (1 ) .

Oznaczmy

h ( a )  = max s , n  2* 2 
n v '  n*

x 1»‘ * * ’ x n-1

S to s u ją c  zasadę o p tym a ln o śc i (p  [ i ]  ) o trzym ujem y

h ( a )  = ma* [ h ^ C y )  + j ^ ] ,  n  >  2 (6 )
o s s y « s a

g d z ie  ł^| ( a )  = -
a
+a

Zgodnie z oznaczeniem  ( 5 ) musimy w ię c  udowodnić praw dziw ość 
w zoru

h ( a )  = n ( l  -  —  -------) ,  n 3 = 2 ( 7 )
n

D la  n = 2 na mocy ( 6 )  o trzym ujem y

h 2( a )  = m a x ( ^  + f g )  (e)
o*=yssa

R ó żn ic z k u ją c  względem y  w yra że n ie  w n a w ia s ie  v/zoru (8 )  i  
p rz y ró w n u ją c  do ze ra  o trzym ujem y
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O znaczając d o d a tn i p ie rw ia s te k  ró w n an ia  ( 9 )  symbolem y^{a)

mamy

y. ( a )  = -  1 + ^1 + a (1 0 )

S tąd

W yrażen ie  w n a w ia s ie  w zoru  ( 8 )  o s ią g a  w a rto ść  maksymalną

2względem zm iennej y  d la  w a r to ś c i y^C d) dane j wzorem ( lÓ ) .

h  ( a )  = 2(1 -  — = )
f ri+a

Z a k ła d a ja c  p raw dziw ość w zoru  ( 7 )  d la  n = k 3* 2 o trzym u jem y 
na mocy ( 6 )

h ( a )  .  max [ lc ( l -  j - d = )  + f = Ł )  (11 )
o * g y s i a  yl+y

R ó ż n ic z k u ją c  z k o le i  w y ra że n ie  w n a w ia s ie  kwadratowym wzo
r u  (11 ) i  p rz y ró w n u ją c  do z e ra  o trzym ujem y

1 1 (1 2)k  n  1+a
(1+y)  ^1+y

O znaczając d o d a tn i p ie rw ia s te k  ró w n a n ia  (1 2 )  symbolem
y k+1( a )  mamy

k  +^1
y k+1 ( a ) = -  1 + ^ ( 1  + a )  ( 1 3 )
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Ponieważ w yra że n ie  w n a w ia s ie  kwadratowym w zoru  (11 ) o s ią g a  
w a rto ść  maksymalną d la  w a r to ś c i y ji+ - |(a ) danej wzorem (1 3 )*  

w ię c

k+1)--------------

* » . < • > ■ *  - t H — ‘ T i “ ?

i ^l+ a )

■ ( * + 1 ) 0  -  - S T )

*^1+a

co kończy dowód.

A n a lo g ic z n ie  dowodzi s ię  p ra w d z iw o śc i ( 2 ) ,  p rz y  tym okazu je  
s ię ,  że p u n k ty  optym alnego p o d z ia łu  są ta k ie  same.

Z (1 ) i  ( 2 )  w yp ływ a ją  n a s tę p u ją ce  w n io s k i

. n _____
n ( l  -  —  ----- ) < l n ( l  + a ) s £ n ( - 1  + " y 1 + a ) f a > 0  ( H )

ry r + a

l im  f n ( l  — — )1 = l im [ n ( -  1 + l / l  + a ) l  = l n ( l  + a )  ( 1 5 )
n—00 L n i  J n-~°° l  1 J

V1+a

1 _ + . . .  +
a n a + n  2 a + n

n ( l  2------ )n i '
1 ^  _J1 + a 1

+ (n  -  1 ) a + n  a na + n*
(1 6 )

/  1 1 1 \ I n  ( 1 + a )
l im  ( " " Hh ‘ 1 + • • • + / -i Y / ”  #-> 9 \ ^ /

i} —►oo 9*+i i  2a+n ( n— 1 ) ci+n ci
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W n io s k i ( 1 4 ) i  (1 5 )  w y n ik a ją  w p ro s t z d e f i n i c j i  c a łk i  
o zn a czo n e j. W c e lu  udow odn ien ia  w n io sku  (1 6 ) ,  n a le ż y  w z ią ć  su
mę ca łkow ą m in im a ln ą  i  maksymalną, p rz y  p o d z ia le  p rz e d z ia łu  
< 0 , a >  na n rów nych c z ę ś c i i  s k o rz y s ta ć  z optym a lnych  
w ła s n o ś c i sum ca łkow ych  ( 1 )  i  ( 2 ) .  Z (1 6 )  i  tw ie rd z e n ia  o 
t rz e c h  c ią g a c h  w yn ik a  w n io se k (1 7 ) .  Wzór (1 5 )  w sposób e le 
m en ta rny z o s ta ł  wyprowadzony w [ 2 ] .  W zory ( 1 6 ) i  (1 7 )  są zna
ne, je d n a k  sposób u z a s a d n ie n ia  w yda je  s ię  nowy.

W zory ( 4 ) na o p tym a lny  p o d z ia ł p rz e d z ia łu  < 0 , a >  o t r z y 
mujemy w n a s tę p u ją c y  sposób

R ękopis z ło żo n o  w R e d a k c ji d n ia  1 6 .I I I . 1966 r .
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OB HHEK0T0PUX CBOflCTBAX 3KGTP2AAJLHHX HHTETPAJIbHŁK 

CyMM $yHKIIM j j j

P e 3 10 m e

B paóoTe noMeineHH XBa peayjiŁTaTH, KacaionmecH $yHKmua - ¡ 4 j .
1 .  OnTHMajrtHHe aeJieHHH Ha n n a c T e ił a jm  h h te r p a jibhhx cyMM hhxhhx h 

BepXHHX nOKpHBaDTCfl.
2 .  noJiynaioTCfl HasHue ębopMyjw jyw sth x  jieJieHHH h cooTBSTCTBynoj«cym 

Ccm. ( 4 ) ,  ( i ) ,  ( 2 ) ) .

ON SOME PROPERTIES OF THE EXTREMAL INTEGRAL SUMS FOR THE 

FUNCTION 1..

S u m m a r y

The paper in c lu d e s  two r e s u lts  conce rn in g  the  fu n c t io n  ;
1 . The o p tim a l d iv is io n s  on the  n p a r t3  f o r  the in te g r a l  

i n f e r io r  and s u p e r io r  sums are  the  same.
2 . The e x p l i c i t  fo rm u lae  f o r  these d iv is io n s  and f o r  s u i

ta b le  sums are  re c e iv e d  Xsee ( 4 ) ,  ( l )  and (2)JL


