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WESLAW SOBIESZEK

O PEWKYCH WEASNOSCIACH EKSTREMALNYCH SUM CALKOANCH
FUNKCJI 1/1+x

W zwigzku z badaniem zbioru wartosci sum przyblizonych dla
catki oznaczonej A. Wakulicz postawit problem wyznaczania op-
tymalnych sum catkowych przy podziale przedziatu na n-czesci.
W pracy niniejszej rozwigzuje sie ten problem dla funkcji

y =r- w przedziale <o, a> . Okazuje sie, ze
I 4 X

max sn (xv xn 1) « n(l - —-—m- ), a>t>, n»2 1)

X1»* e*xn-1

n -
sn(x1f Xn_1) = n(-1 + yl +a'), a>o0, n>2 (s)
', Xxn-1
gdzie sn jest minimalna, za$ maksymalng sumag catkowag
dla funkcji y = e x w przedziale < o, a> , przy czym
0< x1< x1< ... < xn_1< a. (3)

Optymalny podziat przedziatu <o, a> zaréwno dla sumy
catkowej minimalnej jak i maksymalnej, jest wspélny i dany
wzorem
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Stosujgc metode programowania dynamicznego (p [1] ) i zasade
indukcji matematycznej udowodnimy (1 ).

Oznaczmy

hm(/a) =max s , n 2% 2

X1»' **'xn-1

Stosujgc zasade optymalnosci (p [i] ) otrzymujemy

h (a) = ma* [h*Cy) +j~], n> 2 (6)
0ssy«sa

gdzie ml(a) =-,,

Zgodnie z oznaczeniem (5) musimy wiec udowodni¢ prawdziwosé
wzoru

h (@) =n(l - = —— ), n3=2 (7)
n

Dla n = 2 na mocy (6) otrzymujemy

h2(a) = max(~ +fg) (e)
0*=yssa

Ro6zniczkujgc wzgledem y wyrazenie w nawiasie v/zoru (8) i
przyrownujgc do zera otrzymujemy
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Oznaczajac dodatni pierwiastek réwnania (9) symbolem y~{a)

mamy

y_(a):-l+"1+a (10)

Wyrazenie w nawiasie wzoru (8) osiaga wartos¢ maksymalng
wzgledem zmiennej y dla wartosci y’éCd) danej wzorem (10).
Stad

h (a) =201 - - =)
f ira

Zakladajac prawdziwo$¢ wzoru (7) dla n = k 3* 2 otrzymujemy
na mocy (6)

h (a) . max [lc(l - j-d =) +f=t) (11)
o*gysia yl+y

Rdézniczkujac z kolei wyrazenie w nawiasie kwadratowym wzo-
ru (11 ) i przyréwnujac do zera otrzymujemy

l-vla (12)

kK n
(1+y) "ty
Oznaczajgc dodatni pierwiastek réwnania (12) symbolem
yk+1(a) mamy

k +71
yk+l(a) = - 1 + AL o+ a) (13)
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Poniewaz wyrazenie w nawiasie kwadratowym wzoru (11 ) osigga
wartos¢ maksymalng dla wartosci yji+-|(a) danej wzorem (1 3)*
wiec

I+af
m(*+1)0 - -ST)
*1+a
co konczy dowdd.

Analogicznie dowodzi sie prawdziwosci (2), przy tym okazuje
sie, ze punkty optymalnego podziatu sg takie same.

Z (1) i (2) wypltywajg nastepujgce wnioski
n

n(l - - —)<In(l + a)seén(-1 + "yl+a)f a>0 (H)
ryr+a

im [n(l i )} = lipfn(- 1+ I{I +a)l=In(l +a) (15)

Vl1+a
1+ +
a n a+n 2a+n
n(l ni2— ————— )
1 n J1 + a 1

16
+ (n - 1)a+n a na + n* (16)
. [ 1. 1 v . , In (1+a) A
ip—rvnoo(g*ﬂi th 2a$n * * /(n—-lljg( ci+n> é? o N
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Wnioski (14) i (15) wynikaja wprost z definicji catki
oznaczonej. W celu udowodnienia wniosku (16), nalezy wzigé¢ su-
me catkowag minimalng i maksymalng, przy podziale przedziatu
<0, a> na n réwnych czes$ci i skorzysta¢ z optymalnych
wtasnosci sum catkowych (1) i (2). Z (16) i twierdzenia o
trzech ciagach wynika wniosek (17). Wzé6r (15) w sposob ele-
mentarny zostat wyprowadzony w [2]. Wzory (16) i (17) sa zna-
ne, jednak spos6b uzasadnienia wydaje sie nowy.

Wzory (4) na optymalny podziat przedziatu <0, a> otrzy-
mujemy w nastepujgcy sposoéb

Rekopis ztozono w Redakcji dnia 16.111.1966 r.
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OB HHEKOTOPUX CBOACTBAX 3KGTP2AAJLHHX HHTETPAJIbHEK
OyMM $yHKIIM  jjj

Pe 30me

B padoTe noMeineHH XBa peayjit TaTH, KacaionmecH $yHKmua -i4j.

1. OnTHMajrtHHe aelieHHH Ha n nacTeit ajm hhterpajibhhx cyMM hhxhhx h
BepXHHX nOKpHBaDTCfl.

2. noJiyna_ioTCfI HasHue ebopMyjw jyw sthx jieJieHHH h cooTBSTCTBynoj«Cym
Cem. (4), (i), (2)).

ON SOME PROPERTIES OF THE EXTREMAL INTEGRAL SUMS FOR THE
FUNCTION 1.

Summary

The paper includes two results concerning the function ;

1. The optimal divisions on the n part3 for the integral
inferior and superior sums are the same.

2. The explicit formulae for these divisions and for sui-
table sums are received Xsee (4), (I) and (2)JL



