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S tr e s z c z e n ie . A rtykuł j e s t  pewną m odyfikacją i  
znacznym skróceniem  pracy autora z roku 1958,  
naw iązującej do dwu p rac, publikowanych w Ze
szy ta ch  [9 , 10] . W pracy rozpatrzono układ n 
równań różniczkowych n ie lin io w y ch  pierw szego  
rzędu , dający s i ę  sprowadzić do p o s ta c i 1.2), 
przy czym o m acierzach A-F założono, że są  
p rzed staw ia ln e w p o s ta c i sumy dwu m acierzy, jed 
nej o elem entach s ta ły c h  i  d ru giej o elem entach  
s to c h a sty c z n ie  zmiennych o śred n ie j czasowej 
równej zeru. Warunki początkowe obrano następu
ją ce: t  = 0 , , k = 1 , . . .  n orazk k , o ’ ’ .
s t a ły  wektor N i  s t a łą  w artość *ui . Rozpa
trzono również wpływ s to ch a sty czn ej składowej na 
ch w ilę  za łą cza n ia  i  w yłączan ia  o s c y la c j i .
0 składowych stoch astyczn ych  założono, że są  o -  
ne małe wobec składowych s ta ły c h , m ianowicie 
rzędu pewnej w ie lk o ś c i d o d a tn ie j, k tó rej ty lk o  
pierw szą  potęgę uwzględniono w da lszych  o b lic z e 
n iach .

Przy tych  za ło żen ia ch  można otrzymać podobnie 
jak  w [9 -13] rozw iązan ie , pozw alające wyznaczyć 
s ta n  "ustalony" o s c y la c j i ,  pow stały w te n  spo
sób , że w określonych  chw ilach  w ektor N j e s t  
zmieniany skokowo, przy czym przyb iera  na zmia
nę jedną z dwu s ta ły c h  w a r to śc i.

Zastosowana metoda j e s t  rozszerzen iem  metody 
Dulaca [3] na równanie macierzowe p o s ta c i (2 )  o
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w spółczynnikach zmiennych w c z a s ie ,  przy za ło ż e 
n iu  m ałej w porównaniu z odpowiednimi wyrazami 
sta ły m i składowej czasowo zm iennej.

Przez ujednorodnienie równania i  w y d z ie len ie  
wyrazów sto ch a sty c zn ie  zmiennych, doprowadzono 
równanie (2 )  do p o s ta c i ( 1 5 ) . 0 m acierzy aO ) 
założono , że posiada  d z ie ln ik i  elem entarne poje 
dyncze, ujemne, r z e c z y w is te . Metodę można rów
n ie ż  rozszerzyć  przez nieznaczną m odyfikację na 
układy o d z ie ln ik a ch  w ielkokrotnych . Mogą one 
być również zesp o lon e , b y le  by dawały rozw iąza
n ie  s ta te c z n e , tz n . ic h  czę ść  rze czy w ista  b y ła  
uj emna.

1 . Sformułowanie zagadnienia

Praca nawiązuje do dwu poprzednich prac autora [9, 10] .  Prob
lem j e s t  następujący; Dany j e s t  układ n+1 c i a ł ,  z których  
jedno o n iesk oń czen ie  dużej pojem ności c ie p ln e j  stanow i "oto
c z e n ie ”, w jednym zaś z p ozosta łych  c i a ł  znajduje s ię  źródło  
c ie p ła ,  za łączane i  wyłączane w określonych  chw ilach . Wskutek 
wymiany c ie p ła  n astępują  zmiany tem peratur c i a ł  układu. Aby 
sformułować zagadnien ie przy pomocy równań różniczkowych zwy
czajnych , rozpatrujem y śred n ie  tem peratury c i a ł ,  z za ło żen ia  
jednakowe we w szystk ich  punktach danego c ia ła .  Wymianę c ie p ln ą  
opisano przy pomocy formalnych n ie lin io w y ch  z a le ż n o śc i, będą
cych uogóln ien iem  prawa Newtona, Ze względu na to , że zachodzą 
w c z a s ie  konwekcji skomplikowane p rocesy  aerodynamiczne, wyka
zujące wahania s ta ty s ty c z n e , uwzględniono te  wahania, przyjmu
ją c , że w sp ółczyn n ik i równań różniczkowych, op isu jących  proce
sy , p osiad ają  p ostać  następującą;

(1 ) ( 2 )  ( 1 )  ( 2 )a. = a. ' '  + a . , a. , s  a / + a. . ' , a. , =x ,o  1 ,0  x ,o  9 i , k  i , k  i , k  ’ i , k , o

(1  ̂ ( 2 )  . . .= a. ' + a.  ' l t d . ,  przy czym pierw sze wyrazy ozna-i  9 i£j O XjKg,0
czone indeksem 1 , przed staw iają  s t a łe  śred n ie  czasowe w spół
czynników, wyrazy zaś oznaczone indeksem 2 , c z ę ś c i  s to c h a sty c z 
n ie  zmienne, o śred n ie j czasowej równej zeru . E fekt wyrazów 
stochastycznych  zakładamy mały w porównaniu z wyrazami o in 
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d ek sie  (1 ) w te n  sposób , że w d a lszych  o b lic z e n ia c h  uwzględ
niono ty lk o  p ierw sze ic h  p o tę g i.

Ponieważ również chw ile za łą cza n ia  i  w yłączan ia  źród ła  
c ie p ła  są  poddane statystycznym  wahaniom, przedstaw iono je  w

+ • + + ( 1 ) + ( 2 )p o s ta c i t  = t  ' + t  przy czym wyrazy oznaczone m -
i£ K Ki

deksem (1 ) oznaczają śred n ie  czasow e, wyrazy zaś oznaczone 
indeksem ( 2 ) , w ie lk o ś c i s to c h a sty c z n ie  zmienne o śred n ie j cza
sowej równej zeru .

2 . Równania różniczkowe, problemu

Proces ogrzewania można o p isać  przy pomocy układu równań

K. [ i  + b . ('&. -  '5. )1 d iV /d t  + S .h . / ( a ( ^  + )(<$>.-<& )
i L  i , 0  i  i , o  _|  1  1  i \  1 , 0  1 , 0  M  1  o 7

- + - V2 + + - V3 +
2 (ai !k  + " V  + 2 (ai i k ) + ai i k ) (5i  -  \ ) 2
k=1 k=1

+ 2 {aiWc) + ai i k ))(* i  " * k )3 + C* i  - * o )  • "
k=1

n

+ 4 i k , o ) ( * i  -  -  ( S i  -  * 0 ) Z < 4 : i o -  a ( i k , o ) S i  -
k=1

n

-  \ f  + -  * o )2 -  V }  -
k=1

= U ., i  = 1 ,  n (1 )
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z warunkiem  początkowym t  = 0 , = 0 * ^  = ** *  n *
p rz y  czym d la  ogrzew an ia  ^ 0 , l i  = 6 , i  = 2, . . . ,  n , d la
o s ty g a n ia  zaś ta k ż e  1L = 0 . W ka żde j k o le jn e j fa z ie  p ro cesu  
s ta n  końcowy p o p rz e d n ie j fa z y  je s t  stanem początkowym fa z y  na
s tę p n e j .

W ró w n an iu  ( 1 )  zastosowano n a s tę p u ją ce  oznaczen ia :

-  p o jem no śc i c ie p ln e  c i a ł ,

b i  , o ~ wsP ° ic z y n n ik i  tem pera tu row e,

S. -  p o w ie rz c h n ie  c i a ł ,

h . . a* -i, a. u a. . , a.  ̂ , a. , a . - , x , k — 1 , . . . n —
i *  x ,k *  x ,k *  x ,k *  x ,k ,o *  k , o* x ,k ,o *  ’

p a ra m e try , c h a ra k te ry z u ją c e  wymianę c ie p ln ą ,

N. ~ moce ź ró d e ł ,
_x

-  te m p e ra tu ry  c i a ł ,

•A -  te m p e ra tu ra  o to cze n ia ,, 
o

3 . R ozw iązanie  problem u

Spośród t rz e c h  m etod, k tó ry m i rozw iązano  z a g a d n ie n ia , m ia 
n o w ic ie  m etody o p e ru ją c e j s k a la rn y m i rów nan iam i (1 ) ,  wzorowa
n e j na m e tod z ie  D u laca  [3 ] ,  m etody m a c ie rzo w e j, p row adzącej do 
n ie lin io w e g o  m acierzowego ró w n an ia  całkowego ty p u  L a lesco  
[2 ,  4 -8 ] o ra z  m etody m a c ie rzo w e j, wzorowanej na m e todz ie  Du
la c a ,  podano w a r ty k u le  je d y n ie  metodę o s ta tn ią ,  ja k o  pozw ala
ją c ą  na geom etryczną in te r p r e ta c ję  o trzym anych  wyników podob
n ie  ja k  to  u czyn io n o  w p o p rze d n ich  p ra ca ch .

4 . M acierzow a metoda ro z w ią z a n ia  za g a d n ie n ia

Równanie (1 ) można p r z e k s z ta łc ić ,  m ia n o w ic ie , ze w zg lędu  na 
m ałość w spó łczynn ików  b^ , można rów nan ie  ^1 ) p o d z ie l ić

p rz e z  w s p ó łc z y n n ik  p rz y  d S i /d t ,  w ykonując p rz y b liż o n e  d z ie le 
n ie  do p ie rw s z y c h  p o tę g  ^  w łą c z n ie .  D aje  to  z a sa d n i

czo te n  sam ty p  równań ze zm ien ionym i n ie c o  w sp ó łczyn n ika m i.
Z k o le i  uw aln iam y s ię  od s ta ły c h  te m p e ra tu r ^  , <&0 p o d s ta 
w ia ją c  *
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i  porządkujemy równanie według potęg  . Daje to  znów te n  
sam typ równań ze zmienionymi n ieco  w spółczynnikam i. W c e lu  
p r z e j ś c ia  od równań (1 ) do p o s ta c i macierzowej n a leży  wyraże
n ie  zaw ierające drugie i  t r z e c ie  p o tę g i tem peratur p rzed sta 
w ić w form ie iloczynów  form liniow ych.. Na o g ó ł formy kwadrato
we czy  sz e śc ie n n e  dadzą s i ę  p rzedstaw ić w form ie sumy ta k ich  
iloczyn ów . Aby n ie  komplikować zagad n ien ia , w dalszym c iągu  
będziemy p isa ć  jed y n ie  jeden  sk ład n ik  tych  sum, rozum iejąc, że 
n a leży  po nim wykonać sumowanie, uw zględniające w sz e lk ie  moż
liw e  kombinacje w ystępujących czynników lin iow ych . Czynniki 
l in io w e  przedstaw iono w form ie m acierzy d iagonalnych, oznaczo
nych nawiasam i.

W ten  sposób układ równań różniczkowych (1 ) można za s tą p ić  
równaniem macierzowym

d 5/d t + M  + ( M ) ( c l )  + ( B |) ( e I ) ( p I )  = N (3 )

przy czym 5  oznacza wektor kolumnę o elem entach <5̂ , . . .
N wektor kolumnę o elem entach ................  N^. M acierze A-P
są kwadratowe rzędu 11. Aby uw zględnić sto ch astyczn y  charakter  
procesu , zakładamy o n ich , że dadzą s i ę  przedstaw ić w form ie  
sumy dwu m acierzy , jednej o elem entach s ta ły c h  (śr e d n ie  cza so 
we wyrazów sto ch a sty c zn y ch ), oznaczonej indeksem 1 oraz ma
c ie r z y , k tó re j elem enty są  s to c h a sty c z n ie  zmienne ze śred n ią  
czasową równą 0 , oznaczonej indeksem 2 . Zgodnie z założen iem , 
uczynionym na początku , elem enty d ru giej m acierzy n a leży  uwa
żać za małe p ierw szego rzędu w porównaniu z elementami m acie
rzy p ier w sze j.

5 . U .iednorodnienie równania ( 2 )

W odróżn ieniu  od równań układu (1 ), gd z ie  ty lk o  N̂   ̂ 0 , w 
równaniu ( 2 ) d la  ogrzewania i  o sty g a n ia , b ędzie  na o g ó ł Ih f  
$ 0 , i  = 1 , . . .  n , przy czym w a rto śc i te  s ą r ó ż n e  d la  ogrze
wania i  o s ty g a n ia . Wynika s tą d , że równanie ( 2 ) w obu przy
padkach wymaga ujednorodnien ia . Dokonujemy'' tego  przy pomocy 
podstaw ienia

$  -  $  + © )
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p rz y  czym w ekt o r-ko lu m n a  o s ta ły c h  e lem entach © , p rz e d s ta w ia  
f iz y k a ln ie  te m p e ra tu ry  u s ta lo n e  p ro ce su  (ró żn e  d la  ogrzew an ia  
i  o s ty g a n ia ) ,  w e k to r-ko lu m na  nowych zm iennych.

P o d s ta w ie n ie  do rów nan ia  ( 2 ) d a je

d-tydt + A& + (B A )(C A ) + (D A )(1 * ) (P A ) = 0 ( 5 )

p rz y  czym oznaczono

A *  = A-A+ (B0)(Ć<&) + (BA)(ce)  + (B e)(E « )(fA ) + (D0)(e-A)(p©)+ 

+ ( 5 A ) ( B e ) ( f e )  ( 6 )

(BA)(cA) = (BA)(ĆA) + (d©)(e A)(F<&) + (DA)(E0)(PA) +

+ ( D A ) ( l A ) ( p e )  ( ? )

O s ta tn ie  ró w n o ś c i n a le ż y  rozum ieć s y m b o lic z n ie . M ia n o w ic ie  na 
po d s ta w ie  umowy w rów n an iu  (2 )  w w yrazach n ie l in io w y c h  n a p is a 
no w m ie js c e  sum t y lk o  je d e n  z ic h  s k ła d n ik ó w , podobn ie  w u zy 
skanych nowych sumach uw zg lędn iono t y lk o  po jednym s k ła d n ik u .

Na w yznaczenie  w e k to ra -ko lum n y ® o trzym ujem y rów nan ie

A©+ (B®)(C0) + (D0)(E©)(P0) = N (8 )

J e s t to  n ie l in io w e  m acierzowe rów nan ie  a lg e b ra ic z n e .
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6 . R ozw iązanie  ró w n an ia  ( 8 )

Ponieważ m a c ie rze  A-P z a w ie ra ją  p ró cz  elementów s ta ły c h ,  
e le m e n ty  s to c h a s ty c z n e  zm ienne, w ie lk o ś c i © , będące ro z w ią 
za n iam i ró w n a n ia  ( 8 )  p o s ia d a ją  n a s tę p u ją c ą  p o s ta ć

© =  ̂ (9)

( i  )p rz y  czym w e k to r-k o lu m n a  0  '  p o s ia d a  e lem enty  s ta łe ,  zaś
( 2 )

0  e le m e n ty  s to c h a s ty c z n ie  zm ienne.

P o d s ta w ie n ie  w ie lk o ś c i ( 9 ) do róv /na n ia  ( 8 )  i  u w z g lę d n ie n ie
f 2 )

t y lk o  p ie rw s z y c h  p o tę g  ©v , pozw ala  w yprow adzić n a s tę p u ją ce  
rów nan ia

¿ 0 )  @ ( 1 ) + ( b ( 1 ) ® ( 1 ) ) ( ć ^  © ^ )  +

+ (d ^ 1 ) ®^1 ) ) . ( f ^  © ^ 1 ) )  = n ( 1 0 )

A1 a A2 (1 1 )

p rz y  czym

A1©^2  ̂ = A^1  ̂ + ( b ^   ̂ ® ^2 ) )(Ć ^1  ̂ O*'1 +

+ (b ^ 1 ) ® ^1 ^ ( c ^ 1 ) 0 ^ )  + (d ^ 1  ̂ ®^2 ^ ) (e ^ 1 ' ®^1 ^ ) (p ^ 1 5 ^ )

+ (D(1  ̂ 0 ^ 1 ^ ( E ^ 1  ̂ ® ^2 ^ )(P ^ 1  ̂ ®^1 +

+ (D(1  ̂ 0 ^1  ̂ 0 ^1 ^ ) (p ^ 1 '  © ^ )  ( 1 2 )
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a 2 = -  [ ( 1 ( 2 )  © ^  + ( b ( 2 )  0 ^ 1 ) ) ( Ć (1 ' © ^  ^  +

+ (B ^1  ̂ © ^  ) ) (ć K 2  ̂ ®^1 + ( d ^ 2 - © ^  ) ) (E (1 ' ® ^1 ^ ) ( f ^ 1 ' V 1 ^)+

+ (D ^ 1  ̂ e 1' 1 ^ ( e ^ 2 ) © ^  ^ ) ( p ^ 1 ' © ^  ) )  +

+ (D ^1  ̂ ©^1 ^ )(E ^ 1 ' © ^  ^ ( F * '2 ' © ^  ^ ) ]  ( 1 3 )

( i  )Równanie (1 0 )  je s t  n ie l in io w e  ze w zg lędu  na 0 ty p u  rów 
nań (21 ), ( 2 7 ) ,  ( 2 8 ) ,  rów nanie  (11.) z powodu p o m in ię c ia  w yra
zów n ie l in io w y c h  je s t  równaniem lin io w y m  ze w zg lędu na 0 ( 2 ) .  
P rz y  z a ło ż e n iu ,  że m a c ie rz  je s t  n ie o s o b liw a , można n a p i
sać ro z w ią z a n ie  teg o  rów n an ia  w n a s tę p u ją c e j p o s ta c i

0 ^ 2 ) « A" 1 A2 ( 1 4 )

P rzy  p r z e jś c iu  od rów nan ia  (11 ) do rów nan ia  ( i 4 ) zm ien iono 
oznaczen ie  m a c ie rz y  ( 1 2 ) .  M a c ie rz  A  ̂ p o w s ta je  z m a c ie rz y  Â  
w te n  sposób, że n a le ż y  odpow iednie  m a c ie rze  d ia go n a lne  w ma
c ie r z y  ( 1 2 )  wymnożyć, n a s tę p n ie  dodać i  o trzym ana ta k  m a c ie rz  
d ia g o n a ln ą  z a s tą p ić  w ektorem -kolum ną. To samo n a le ż y  u c z y n ić  
d la  każdego s k ła d n ik a  sumy, o k t ó r e j  b y ła  mowa na w s tę p ie  
(ró w n a n ie  ( 6 )  i  ( 7 ) )  i  n a s tę p n ie  ta k  otrzym ane w e k to ry -ko lu m n y  
dodać.

Podobnie n a le ż y  p o s tą p ić  w p rzypad ku  in n y c h  a n a lo g ic z n y c h  
równań lin io w y c h  na p rz y k ła d  rów nan ia  c h a ra k te ry s ty c z n e g o  ( 1 7 ) .

7 .  P rz e k s z ta łc e n ie  rów nan ia  ( 5 )

W ró w n a n iu  ( 5 ) w yrazy  s to ch a s tyczn e  zmienne p rzenos im y na p ra 
wą s tro n ę .  Pozw ala to  n ap isać  ró w n an ie  w n a s tę p u ją c e j p o s ta c i 
(po p o d s ta w ie n iu  w yrażeń na © )

d ift/ń t  + A ^  + ^ ( " ^ O  = “  ® ( '^ ’) 0 5 )
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p rz y  czym

A ^ 1 'A  «  Â ^ 1 U +  ( b ^   ̂ ' ) ( C ^ 1 U )  +  ( B (1 ^ ) ( C (1 '  ® ^ 1 +

+ (d 1̂ ' ^)(e 1̂  ̂®^1 b(F^1 Â) +

+ (5 ^  ' )̂ (Ë^ ■'Ä)(F̂ 1  ̂ ®^1 h  +

+ (d(1 'A)(ÉÍ1  ̂ 0^1 /\')F̂ ‘1 V 1

4»2(A )  = (B ^ 1 ^ ) ( C ^ 1 '’a) = (B (1 ^ ) ( C (1 ^A) +

+ (D(1 '  ̂)(Ë^1 ^ ) ( f 1̂ Â) + (d 1̂ -A )(e ^ 1 V 1 ^ ( f 1̂ ^A ) +

+ (D(1 -)A)(1^1 }A)(F(1 V 1 ')» 

$ 3(A) = (d^1 -A)(l^1 'A)(f^1 ^A), 

B(A) = (a^2 'A) + (b^2 ^A)(c^1 -'A) + ( b ^ 1 'A ) ( c ^ A )  + 

+ (d^2 ')A)(ë^1 Â) . (F(1 - A) + (d(1 ' A X e ^ A X f ^ 1 'A) + 

+ (D(1 ^A)(Ë^1 ^A)(f^2 'A),
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(A<2)*) = + (B^2 ' ©^ }) (ć (1 )<&) + (B(1 y 2 ) )(Ći1 V )  +

+ (b'' 1  ̂ © ^  )(ć^2 ^ )  + (B ( 2 V ) ( Ć (1 ̂  0^1 h  +

+ (b (1 W c ^  © ^  h  + (b^1 V ) ( Ć (1 ̂  ®^2 ' )  +

+ (d 2̂) ©^ ))(E(1 - ©  ̂ '))(1^1 'A) + (B(1 • e*'2)) .

. (e 1̂ ' ©̂ 1 )̂(p^1 + (B(1 ■• ©̂ 1 ^)(e 2̂ '1 e^1 '̂ ) +

+ (d 1̂ ' ©  ̂ )) . (e 1̂ ) ©l̂ 2))(p1'1 '*) +

+ (D̂ 1 ) ©̂ 1 ')(1^  ̂ 0^1 )̂(f 2̂/V )  + (d -̂2 '1 ®;1 ' ) .

. ( E (1 U)(p^1 ) ® ^ 1 h  + (B 1̂ ' ®^ 2 ) ) ( E (1 ^ ) ( P (1  ̂ © ^  ) )  +

+ (5^1 ' © ^ )  . (S^2 ^*)(?^1 ' ®^1 h  +

+ (B^1 • ©  ̂ } )(E(1 '<dO(̂ 2' ©  ̂ + (B*'1 - o1'1 .

. (e^1 ̂ )(p^1 ' © ( 2 ) ) + (B(2 U)(E^1 ) e ^ 1 )̂(p 1̂ - ©  ̂ h  +

+ (d^1 'î )(e^2- 0^1 b  . (p*'1  ̂ e*'1 ') +

+ (d 1̂ ^ )(e (1 ' 0^2-)(p^1 ' ©̂ 1 ■) + (d 1̂ V )(e 1̂ • ©  ̂ )) .

. (F^2- 0^1 ' ) + (D̂  1 ^)(e^1 ' 0^1 ^)(p^ ' ®̂2h, O O
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( b (' 2 U ) ( c ^1 ■*) + ( b ^1 ^ ( c ^ A )  = ( b ( 2 ) A ) ( 5 (1 ^A) +

+ ( B (1 U ) ( 5 ^ 2 ' A)  + ( 5 ^ 2 ' 0 ^ 1 } ) ( E (1 ■ A ) ( F ^ 1 \ )  +

+ (D^1  ̂ ©^2 ^ ) ( e ^ 1 ^A) + (D(1  ̂ ) )  .

.  ( E ^ A ) ( F ^  U )  + (D(1  ̂ 0 ^ 1 ^ ) ( P ^ 2 ^ )  +

+ (D^2 ^ ) ( E ^ 1  ̂ h . ( F (1 ^A) + (D(1 W 21®0  ^A) +

+ (D ^1 ^ ) ( E ^ 1  ̂ 0 ^ 2 ^ ) ( f ^  ) * )  + (D (1 ^ ) ( E (1 V 1 ^)(F^2 ^ )  +

+ (D^2 ^ ) ( E ^ 1 ) a ) ( F <1  ̂ 0 ^ 1 ^) + (D(1 ^A) .

. (E^2 ^ ) ( f ^1 y' © ^  + (D(1 U ) ( F ^ 2 )  ®^1 b  +

+ ( D ^  ^ ) ( 1 ^ 1 ^A) . (F (1  ̂ © ^  b

Równanie (*15) je s t  jednorodne  w te m p e ra tu ra ch  A . J e ż e l i
m a c ie rz  AV1 ) je s t  n ie o s o b liw a  i  rów nan ie  c h a ra k te ry s ty c z n e

d e t ^ 1  ̂ -  A l )  = 0 , I  -  m a c ie rz  jednostkow a  ( 1 7 )

p os iad a  p ie r v / ia s tk i  Afc, k  = p o je d yn cze , ujem ne,
rz e c z y w is te , i s t n ie je  ta k ie  n ie o s o b liw e  p rz e k s z ta łc e n ie  
z kw adrat ową m acierz^. B o e lem entach  s ta ły c h )

Z = BA, (1 8 )
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p rz y  pomocy k tó re g o  można rów nan ie  ( 1 5 ) doprow adzić do p o s ta c i

d Z /d t = AZ -  $ * ( z )  -  * * ( z )  -  B * ( z ) ,  ( 1 9 )

g d z ie  gw iazdka oznacza, że za & podstaw iono  Z p rz y  pomocy 
t r a n s fo r m a c j i

b“ 1 Z ( 2 0 )

Równanie ( 1 9 )  dopuszcza ro z w ią z a n ie  metodą D u la ca , u o g ó l
n io n ą  na ró w n an ia  m acierzow e. P rz y  pomocy p o d s ta w ie n ia  (o  w sp ó ł
c zy n n ik a c h  n ie o zn a czo n ych )

H = Z + V 2( Z )  + V 3( Z )  + V ^ 2 ' ( Z )  ( 2 1 )

C 2 )
g d z ie  m a c ie rze  V 2 ( z ) ,  V o ( z ) ,  V  ( z )  są a n a lo g ic z n ie  zbu

dowane ja k  -  # * ( z ) ,  -  $ * (  Z ) ,  -  ¿ t z ) .

W tedy rów n an ie  ( 1 9 ) p rz y b ie ra  n a s tę p u ją c ą  po s ta ć

dH /d t = (A)H ( 2 2 )

w s p ó łc z y n n ik i w te n  sposób, by b y ło  s p e łn io n e  rów nanie

( a ) [ v 2( z )  +  v 3(z )  + v ( 2 ) ( z ) ]  -  ( d / d t ) [ v 2 ( z )  + v 3 ( z )  +  

+  v ^ ) ( z ) ]  = 4 >* ( z )  + ^ 3 ) ( z )  + b ( z )

( 2 3 )

p rz y  czym (A )  m a c ie rz  d ia g o n a ln a  o e lem entach V | , . . . . . . X n

W fu n k c ja c h  Y 0 ( z  ) ,  V o ( z  ) ,  V  ( z  ) ob ieram y n ieoznaczone
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R ozw iązan ie  ró w n an ia  ( 2 2 )  p o s ia d a  n a s tę p u ją c ą  p o s ta ć

H » (C ) e^A ^  ( 2 4 )

g d z ie  (A )  z d e fin io w a n o  p rz y  pomocy ró w n a n ia  ( 2 2 ) ,  zaś ( c )  ma
c ie r z  d ia g o n a ln a  o elementach. C ^ , . . . y C n , zaś e (A )t m a c ie rz

d ia g o n a ln a  o e lem entach  e 1 e n  w ie lk o ś c i są
s t a łe .

P rz y  pomocy ró w n a n ia  (21 ) można w yznaczyć Z na pod s taw ie  
zna jom ośc i H. Zw iązek te n  p o s ia d a  w yraz s to c h a s ty c z n y , poza 
tym je s t  n ie l in io w y .  P rz e jś c ie  od Z do ^  je s t  o k re ś lo n e  
p rz y  pomocy ró w n a n ia  ( 2 0 )  o w sp ó łc z y n n ik a c h  s ta ły c h *  J e ż e l i  
w ięc  ja k o  w y jśc io w e  p rzy jm ie m y n ie  s to c h a s ty c z n e  ro z w ią z a n ie
( 2 4 ) ,  te m p e ra tu ry  &  będą p o s ia d a ły  w yraz s to c h a s ty c z n y . Tak
że te m p e ra tu ra  s ta n u  u s ta lo n e g o  b ę d z ie  p o s ia d a ła  na p o d s ta w ie  
ró w n an ia  ( 1 4 )  składow ą s to c h a s ty c z n ą .

O trzym ane ro z w ią z a n ie  może być z in te rp re to w a n e  geom etrycz
n ie  podobn ie  ja k  w p rzyp ad ka ch , ro z p a trz o n y c h  w p o p rze d n ich  
p ra cach  a u to ra .

8 . Geom etryczna i  f iz y k a ln a  in t e r p r e t a c ja  wyników

P oprzedn ie  rozum owania przeprowadzono d la  p rzyp adku  ogrzewa
n ia .  W p rzyp a d ku  o s ty g a n ia  o b l ic z e n ia  p rz e b ie g a ją  p o d o b n ie , z 
tą  je d y n ie  ró ż n ic ą ,  że w a n a lo g ic z n y c h  w y ra że n ia ch  w y s tę p u ją  
in n e  w s p ó łc z y n n ik i.  Pov/oduje to  in n e  w a r to ś c i na s ta łe  oC. , ,3- ii
¡2>. , p ie r w ia s t k i  ró w n an ia  c h a ra k te ry s ty c z n e g o  A . o ra z

i ,  k  a
z w ią z k i m iędzy Z i  H d la  o grzew an ia  i  o s ty g a n ia .

Otrzymanym wynikom nadajemy n a s tę p u ją c ą  in te r p r e ta c ję  geo
m e tryczn ą : u k ła d  o s i H p rzy jm u jem y p ro s to k ą tn y , k a r te z ju -  
szo w sk i. R e la c je  (21 ) d e f in iu ją  u k ła d  o s i  Z ja k o  k r z y w o li
n io w y, na o g ó ł n ie  p ro s to k ą tn y  i  ze w zg lędu  na t r z e c i  w yraz 
rów nan ia  (21 ) ,  s to c h a s ty c z n ie  z m ie n ia ją c y  swe w ła s n o ś c i (p o 
ło ż e n ie  i  k s z t a ł t  o s i ) .  Aby n ie  kom plikow ać z a g a d n ie n ia  za
k ładam y, że powyższe w zory  t ra n s fo rm a c y jn e , ja k  te ż  za le żn o ść  
w ie lk o ś c i p ra w e j s t ro n y  ró w n a n ia  ( 2 3 ) od Z są fu n k c ja m i 
jednoznacznym i,, co można uzyskać p rz e z  odpow iednie  o g ra n ic z ę -
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n ie  p rzed z ia łu  zm ienności poszczególnych  w ie lk o śc i i  co znajdu
je  u za sa d n ien ie , j e ż e l i  am plituda o s c y la c j i  b ęd zie  d o sta te czn ie  
m ała. O si krzyw oliniow e mają wtedy k s z ta łt  zb liżo n y  do parabo
lic z n e g o . Przyporządkowanie -układowi o s i  Z układu o s i  $  odby
wa s i ę  przy pomocy równania (2 0 ) .  J e s t  ono lin io w e . Wynika stąd  
że o s i  A są  w stosunku do układu H krzyw oliniow e, przy czym 
układ o s i  $  j e s t  sztyw nie związany z układem Z i  razem z 
nim deformuje s i ę  s to ch a sty c zn ie  w stosunku do układu H.

Ze względu na odmienną postać m acierzy op isu jących  proces  
ogrzewania i  o sty g a n ia , otrzymujemy w tych  przypadkach różne 
p ie r w ia s tk i Powoduje to  różny p rzeb ieg  parabol p rzed sta 
w iających w p r z e s tr z e n i H procesy  ogrzewania i  o sty g a n ia . 
Zakładamy, że w obu przypadkach p ie r w ia s tk i są  p r o s te ,
rzeczy w iste  i  ujemne.

9 . S ta n  " u s ta lo n y 11 o s c y l a c j i

J e ż e l i  chodzi o rozpatryw anie w ła śc iw o śc i stanu  " usta lonego” 
to  s to su ją  s i ę  tu  uwagi i  rozumowania, podane w pracach [9-1 3] .

Słowa "ustalony" używany w tym s e n s ie ,  że obliczam y go czy
s to  form aln ie podobnie jak  w poprzednich pracach, n ie  uwzględ
n ia ją c  fa k tu , że w ystępują tu  w ie lk o ś c i s to ch a sty czn e . Podob
n ie  jak w poprzednich pracach można sformułować równania, poz
w alające na wyznaczenie stanu  usta lon ego

( Hk ,0  -  -  K) = « H1 ,0  -  HP J \ o  -  H1* ) ) * k .

X
n

(25 )

C  - K , o

W tym u k ład zie  równań dwa o s ta tn ie  równania p osiad ają  charak
t e r  s to ch a sty czn y .
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1 0 . Uwagi d o ty c z ą c e  ro z w ią z a n ia  rów nań

1 0 .1 .  R o z w iązan ie  ró w n a n ia  ( 2 3 )

Równanie (2 3 )  s łu ż y  do wyznaczenia nieoznaczonych w spółczynn i
ków w równaniu (21 ) .  Zadanie to  w p rzed staw ien iu  macierzowym 
n ie  j e s t  jednoznaczne. Jednoznacznie daje s i ę  zagadnienie ro z
w iązać j e ż e l i  od p o s ta c i (1 6 ) d la  wyrazów n ie lin io w y ch  p r z e j
dziemy do odpowiednich form kwadratowych czy  tr z e c ie g o  s to p 
n ia .  Możemy w ięc nap isać

n

* V Z) = Z  ft*i,k z± z* (26)
i,k=1

n

§ * (z  ) = ^  |!>*i,kf l  Z. Zk Z1 (2 7 )

l , łc , l= 1

( 2 8 )

przy czym s t a łe  k , |b* k 1 otrzymano przez wykonanie
d z ia ła ń  znanych s ta ły c h  m acierzach, występujących w (1 6 ) ,

( 2 ) *  ( 2 ) *  /  \ *H , |b. , , |b. . .(2 )  są  współczynnikam i s to c h a -1 j  K 19 K 9 X
s ty c z n ie  zmiennymi, otrzymanymi rów nież z (1 6 ) .

Podobnie piszem y niewiadome w yrażenia równania (2 1 )

B*(Z) = K^2 )* Z + 2  Zi  Z1
i ,k=1

i , k , l - 1
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n

> - Z  “ i . k . i  zi  z* zi  (30)3
i ,k , l= 1

2 \ z ) = Z + ^  CC± ^  Z± Z,. +k
i,k=1

n

+

i ,k , l= 1

n

2  oCw <2) zi  z* zi  (31)

( 2 ) ( 2 )przy czym w spółczynn ik i OC. v , oC. v są  s t a ł e ,  N , oC ,
/ » -L»-K»J- -L»'K

oc. ' 3 są  s to ch a sty c zn ie  zmienne.
1 ’ , / /  \Podstaw ien ie powyższych wyrażeń do równania (1 9 ) ,  k tóre w

tym wypadku p rzyp iera  następującą  p ostać

n n

dZ/dt = (A)Z -  2  ^ i* k  Zi  Zk " 2  ^ k»kt l  Zj- Zk Z!  "
i,k=1 i , k , l

[ k (2 )*Z + ^  Zi  Z1 +k

i , k = 1  

n

+ 2  | i i , k , i ( 2 )  z i  z k  ZJ  (32>
i ,k , l= 1

prowadzi do równania, k tóre musi być sp ełn ion e d la  dowolnych Z.



Z te g o  powodu muszą być s p e łn io n e  n a s tę p u ją ce  ró w n an ia :
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^  Zi  Zk [ ^ ° ° i , k  " ^ i ^ i j k  " ^ k ^ i . k ]  ~

i , k = 1

n

- 2  6i.i= zi zk (33)
i,k=1

£  H W  [<A K , * t i + ] > \ . s  +

i , k , l= 1  s=1

n

^  ^ , 3  ^ i , l , k  = "  < * i , f c , l  (X i  + ^ l  + V ]  =+

5=1

'  2  Zi  Z*  Z1 (3 4 )
i , k , l= 1

D d N ^ - ^ / d t  = - N ^ *  (3 5 )

n

2  z i  z*  [ (A )a i , i c (2> •  +
± ,k = i
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1
Sa1 Sss1

-  Z  ^ ¿ 2)* zi  z>
i fk=1

(3 6 )

Z  z i  zi  z i  L (A )a i , k , i <2) -  “ i , * , ! 2 ) / i t  +
i,k,l=l

+ 1<i2) ^,*.1 '  Z  “s,ki2)f>i,*,3 + Z  CX3,k(2) &i,l,  
s=1 Ss1

n

~ ^ i , k , l  X i  ”  < * 1 ,^ 1  “  ^ i ł k j l  A 1 “  2 ,
( 2 )*

n n
V  ( 2 )* V

“  ^  ^ k . s  ^ k , i , l  + ¿ i  ^ k . l . s  ^ s , i
( 2 )’

s-1

n

+ Z  « * , ! , * * + Z  rtk,l,S frS, i (2>1
S =1 s=1

■  Ż  ^ , k . i i 2 ) ’ z i z k z i
i,k,l=1

(37)
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W yrazy z a w ie ra ją c e  w ię c e j n iż  t r z y  c z y n n ik i Z n ie  z n a j
d u ją  od p o w ie d n ika  po d ru g ie j s t r o n ie ,  w ięc  pow inny być ta k  ma
łe ,  by można b y ło  je  pom inąć. J e ż e l i  w arunek te n  n ie  je s t  
s p e łn io n y  można w ró w n an iu  (2 1 )  u w zg lę d n ić  w yrazy  wyższego 
s to p n ia  i  w te n  sposób ro zw ią za ć  zm odyfikowane d o k ła d n ie js z e  
ró w n an ia  ( 2 3 ) .  D u lac  u d o w o d n ił zb ie żn o ść  o trzym anych w te n  
sposób szeregów  w pewnym o to c z e n iu  p o c z ą tk a  u k ła d u . W p rz y 
padkach p ra k ty c z n ie  ważnych sprawdzianem  u ż y te c z n o ś c i m etody 
b ę d z ie , czy  w yra zy  w ypisane n iż e j  można pom inąć.

W ystępu jące  w p o m in ię ty c h  w yrazach  w s p ó łc z y n n ik i są pew
nym i fu n k c ja m i elem entów m a c ie rz y  p ro b lem u. 0 d o k ła d n o ś c i 
ró w n an ia  (21 ) d ecyd u ją  w ięc w ła s n o ś c i ty c h  m a c ie rz y . P o m in ię te  
w yra zy  w naszym p rzyp ad ku  są czw artego  i  p ią te g o  s to p n ia  i  po
s ia d a ją  n a s tę p u ją c ą  p o s ta ć

n  i i

>  oc z, /  (Ł. *  Z . Z Z +/  , s , k  k  1 i , u , v , s  i  u  v
s ,ks1  i,u ,v = 1

n  n

Z  a - J 2)  z= • Z  zi z» z'
s,k=1 i,u ,v = 1

iL, n

+ 2  ° ^ k , l , s  Zk  Z1 * 2  ^ » u » 3 Z± Zu +
s ,k , l= 1  i,u = 1

n  n <

+  /  Z .  Z  Z ) +  /  oc. ,  z  z n .
/  , lDi , u , v , s  i  u  v '  Z - j k , l , s  s !

i ,u ,v = 1  s ,k , l= 1

n n  [

*  ̂ ^  ^ i j U j k  Zi  Zu  + ^ i j U ^ k  Zi  Zu  Zv ^  +
i,u = 1  i,u ,v = 1
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+

s , k , l= l  x f u=

n  JL

+ Z fb*. , z.  Z Z ) + > oc Z Z .(i>x , u , v , l  1 u  v '  / . J  k , l , s  k  s
i,u ,v = 1  k ,l ,s = 1

n n
/” > (t.* z Z + > & * Z. Z Z ) —* (  ^1,11,1 i  U x, u, v , 1 X u v '

i ,  U=1 i,U,\-=1

n -Łk,

X  * * , 1 , 8  Zk  Zs * X  * l , u , p ( 2 ) *  Z Z + 
k , 1,8=1 P.U-1 P

< n
+

p,uy7=1

n

^ l , U , V , p ^  Z p  Z U  ZV^ +

n J L

X  « k , 1#8 ZS ¥  X  Zi
k , 1,8=1 ifU-1

&.* 1 Z. Z Z ;, i „ 1 x , u , v , k  i  u v  
x ,u ,v= 1

n n

"  X  * * . 1 . 8  ZS Z1 ^ X
k , l ,s = 1  P,u=1

^  &, . Z Z Z ) (3 8 )/  , p k ,u ,v ,p  p u v '

.  ( 2 ) *
' k ,u ,p  p uZ Z +

n

+

p,u7v=1
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1 0 .2 . Równania ( 33) do (3 7 )

P rzechodząc do równań (3 3 )  do (3 7 )  w id z im y , że dwa p ie rw sze  
są ró w n an ia m i l in io w y m i,  k tó re  p rz y  z a ło ż e n iu ,  że m iędzy p ie r 
w ia s tk a m i ró w n a n ia  c h a ra k te ry s ty c z n e g o  n ie  zachodzą z w ią z k i 
w p o s ta c i

n

2  k i  h  "  0 (3 9 )
i=1

g d z ie  k^  s t a łe ,  n ie rów ne  rów nocześn ie  z e ru , dadzą s ię  ro z 

w ią z a ć . P o z o s ta łe  ró w n a n ia  są rów n an ia m i ró żn iczko w ym i p ie r 
wszego rz ę d u  na niewiadom e w s p ó łc z y n n ik i.  Są one ró w n ie ż  c a ł
kow a lne , j e ż e l i  fu n k c je  s to c h a s ty c z n ie  zmienne są bezw zględ
n ie  c a łk o w a ln e .

1 0 .3 . Równanie (21 )

P o z o s ta ją  do om ówienia n ie l in io w e  a lg e b ra ic z n e  ró w n a n ia  m acie 
rzow e. W s z y s tk ie  są one tego  samego ty p u .  Możemy je  w ięc  ro z 
w iąza ć  t ą  samą m etodą. Możemy n p . stosow ać metodę i t e r a c j i
[1 ] . Omówimy to  na p rz y k ła d z ie  ró w n a n ia  (21 ) .  Możemy je  n a p i
sać w n a s tę p u ją c e j p o s ta c i

Z = H -  V 2(Z)  - V 3(Z)  - Y ^ ( Z )  (4 0 )

o g ó ln ie  w p o s ta c i

Z = [ T ]  (Z , H ) (4 1 )

g d z ie  w y ra że n ie  po p ra w e j s t r o n ie  oznacza fu n k c ję  od Z i  H.

0 s to s o w a ln o ś c i m etody decydu je  s p e łn ie n ie  z a ło ż e n ia ,  pod 
k tó rym  c ią g  i t e r a c j i  je s t  z b ie ż n y . J e ż e l i  normę w e k to ra  o k re 
ś lim y  ja k o  sumę modułów je g o  e lem entów, pow inny normy pochod
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nych  p ie rw s z y c h  w e k to ra , utw orzonego z praw ych s t r o n  równań 
(4 2 )  ze w zg lędu  na Z^, k  = 1 , . . . n  być m n ie jsze  od pewnej 

l i c z b y  d o d a tn ie j m n ie js z e j od je d n o ś c i.  W tedy można u tw o rzyć  
n a s tę p u ją c e  i t e r a c je

Można ró w n ie ż  zastosować k tó ry ś  ze sposobów odw racan ia  s z e re 
gów.

Podobne uw agi ja k  do ró w nan ia  (2 1 )  s to s u ją  s ię  ró w n ie ż  do 
n ie l in io w y c h  równań p o zw a la ją cych  wyznaczyć s ta n  " u s ta lo n y " .

1 0 .4 . Równania na w yznaczen ie  s ta ły c h  ca łko w a n ia

Ważną cechą zastosow anej m etody je s t  t o ,  że ro z w ią z a n ie  s ta n u  
"u s ta lo n e g o "  je s t  n ie z a le ż n e  od h i s t o r i i  p ro ce su  (b ra k  pam ię
c i ) .  Dwa p ie rw sze  ró w n an ia  u k ła d u  (2 5 )  są w s ta ły c h  je d 
norodne, w ię c  s ta łe  te  na k s z t a ł t  k rzyw ych  n ie  w p ływ a ją . W po
z o s ta ły c h  ró w n a n ia ch  w ys tę p u je  kom b in ac ja  ( c )  e^A )t . J e ż e l i  
ro zw ią zu je m y ró w n a n ia  (21 ) w p o s ta c i (4 5 )  i  ogran iczym y s ię  do 
trzecich p o tęg  w łą c z n ie ,  możemy n a p isa ć  w p rzypadku  ogrzew an ia

(4 2 )

(4 3 )

l im  Zn  = Z (4 4 )

n — ►  oo

<&= & + D.| , (C )  + (D 2(C )e ( A ) t )(D3 (C )e ( A ^ )  +

+ (D4 (C )e (A >ł  )(D5(C > 3 ^ *  ) (d6 (C ) J A>‘  ) (4 5 )
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w p rzyp a d ku  o s ty g a n ia

A -  ^  + D ^ C J e ^ *  + (D 2(Ć )e ( A ) t )(D 3 (Ć )e ( A ) t ) *

+ (D4 (Ć )e ( A ) t )(D 5(Ć )e ( A ) t )(D 6 (Ć )e ( A ) t ) ( 4 6 )

p rz y  czym m a c ie rze  ,  Dg,   Dg o ra z  w e k to ry  0 ,

p o s ia d a ją  e lem enty  będące sumą sk ła d o w e j s t a łe j  i  s k ła d o 

w ej s to c h a s ty c z n e j.  W c h w i l i  począ tkow e j je s t

A ( o )  -  0 + d ^ c )  + (d2( c ) ) ( d 3( c ) )  +

+ (d4 ( c ) ) ( d 5( c ) ) ( d 6( c ) )  ( 47 )

lu b

* ( 0 )  + D1 ( ć )  + (D2( c ))(D3(Ć)) +

+ (D4 (Ć ) ) (D 5 ( Ć ) ) ( d 6(Ć ) )  (4 8 )

Są to  ró w n an ia  n ie l in io w e  na w yznaczen ie  s ta ły c h ,  ty p u  równa
n ia  (21 ) .

M aszynopis z łożono  w R e d a k c ji d n ia  1 5 . I V . 1966 r .
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PEJIAKCAIIHOHffiE K0JEBAH1W B HEJMHEftHHX C11CTMAX 
OIMCAHHHX IIPM nOMOlHH CT OXACTMECKHX IXAPAMETPOB

P e  3 n  m e

B paûoT e paccMaTpHBaeTCH CHCTeMa n h6ÆEH6ëhhx OT#epeHixnajibHia ypaB- 
HeHHË nepBoro paHra, KOTopae Moryr <5htb HanncaHii b  Bnne ( 2 ) ,  rjie Ma- 
Tpnuu A-P -  9TO CyMMH «ByX MaTpim: OBHOH XlOCTOHHHOii H flpyTOH CTOXa- 
cTHnecKOË, HMeemeH HyjieBym BpeMeHHyio cpeAHMM B e .ra w iy , c Hâ ajiBHKMH 
yCJIOBHHMH t  = 0 ,  Ak = * k 0 > *  = 1 ,2 , . . . n  H  IIOCTOHHHHM BeKTOpOM -  
ctojkSom N h ôo . IlpodJiewa pejiaKcauuoHHHX KOJieôaHnü peniaeTca ncAodHHM 
o<5pa30M b KOH$nrypapKOHHOM npocTpaHCTBe, icaic b  npep,hwymnx padoTax a&- 
Topa. McnoÆb3yeTca cjiobo "ycTaHOBUBimie" KOJiedampi H3-3a no^odHoro 
cnocoda ero onpeseJieHHH.

RELAXATION OSCILLATIONS IN  NONLINEAR SYSTEMS,
DESCRIBED BY STOCHASTIC PARAMETERS

S u m m a r y

In  the  paper i s  a system o f n n o n lin e a r d i f f e r e n t ia l  equa
t io n s  o f f i r s t  o rd e r d iscu sse d , re p re s e n ta b le  in  the  form  ( 2 ) ,  
where the  m a tr ic e s  A-F have the  sum form  w ith  two component 
m a tr ic e s : one o f d e te rm in is t ic  and the  o th e r o f  s to c h a s tic  
form  w ith  zero  tim e  average, w ith  i n i t i a l  c o n d it io n s  t  = 0 ,
^k  = k o* 1<c = 1 ’  n and co n s ta n t ve c to r-co lu m n  N and
$  . The’ in f lu e n c e  o f s to c h a s t ic  component on the  onset and
o f fs e t  moment o f tim e  is  a ls o  co ns id e re d . The s to c h a s t ic  com
ponents were so sm a ll assumed in  comparison w ith  the  d e te rm i
n is t i c  ones, th a t  o n ly  t h e i r  f i r s t  powers './ere taken in to  a -  
coun t.

The o s c i l la t io n  "s te a d y  s ta te ”  s o lu t io n  can be ob ta ined  s i 
m i la r ly  as in  [ 9- 13]  , f o r  th e  case when in  determ ined moments 
o f tim e the v e c to r  N i s  non c o n tin u o u s ly  v a r ie d  between two 
co n s ta n t q u a n t i t ie s .

The method used i s  a g e n e ra lis a t io n  o f Dulac [3 ] method 
fo r  m a tr ix  e qua tion s  o f  the  fo rm  (2 ) w ith  c o e f f ic ie n ts  v a r ia b 
le  in  tim e  and tim e  v a r ia b le  component sm a ll in  comparison 
w ith  co n s ta n t term s o f the  f i r s t  o rd e r.

The hom ogenisation o f equa tions  and s e p a ra tio n  o f s tocha
s t ic  te rm s, g ives  the  e q u a tion  system (15J. I t  i s  assumed 
th a t the m a tr ix  AC1) has r e a l ,  n eg a tive  and s im ple  d iv is o r s .  
W ith sm a ll e f f o r t  o f work can be the  method g e n e ra lise d  f o r  a 
system w ith  m u lt ip le  d iv is o r s .  The d iv is o rs  can be a ls o  o f 
complex form  w ith  n e g a tiv e  r e a l p a r t .

The geom etric in te r p r e ta t io n  o f  th e  Z and A v a r ia b le  spa
ces and o th e r fe a tu re s  o f the  problem  can be s im i la r ly  g iven  
as in  fo rm er a u th o r ’ s papers [9-13] . The tra n s fo rm a tio n  f o r 
mula from the  Z a x is  to  A a x is  system is  o f s to c h a s t ic  cha
ra c te r .


