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OSCYLACIE RELAKSACYINE W UKEADACH NIELINIOWYCH,
OPISANYCH PRZEZ PARAMETRY, KTORE SA WIELKOSCIAMI
STOCHASTYCZNYMI

Streszczenie. Artykut jest pewng modyfikacjg i
znacznym skréceniem pracy autora z roku 1958,
nawigzujgcej do dwu prac, publikowanych w Ze-
szytach [9, 10] . Wpracy rozpatrzono ukiad n
rownan rézniczkowych nieliniowych pierwszego
rzedu, dajacy sie sprowadzi¢ do postaci 1.2),
przy czym o macierzach A-F zatozono, ze sg
przedstawialne w postaci sumy dwu macierzy, jed-
nej o elementach statych i drugiej o elementach
stochastycznie zmiennych o Sredniej czasowej
réwnej zeru. Warunki poczatkowe obrano nastepu-
jace: t =0, K K o’ k =1,... n oraz
staty wektor N i stata warto$¢ 1 . Rozpa-

trzono rowniez wplyw stochastycznej sktadowej na
chwile zalgczania i wytgczania oscylacji.

0 sktadowych stochastycznych zatozono, ze sg o-
ne mate wobec sktadowych statych, mianowicie
rzedu pewnej wielkosci dodatniej, ktorej tylko
pierwszg potege uwzgledniono w dalszych oblicze-
niach.

Przy tych zatozeniach mozna otrzymac¢ podobnie
jak w [9-13] rozwigzanie, pozwalajgce wyznaczy¢
stan "ustalony' oscylacji, powstaly w ten spo-
s6b, ze w okreslonych chwilach wektor N jest
zmieniany skokowo, przy czym przybiera na zmia-
ne jedng z dwu statych wartosci.

Zastosowana metoda jest rozszerzeniem metody
Dulaca [3] na rdwnanie macierzowe postaci (2) o
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wspdtczynnikach zmiennych w czasie, przy zatoze-
niu matej w poréwnaniu z odpowiednimi wyrazami
statymi sktadowej czasowo zmiennej.

Przez ujednorodnienie réwnania i wydzielenie
wyrazow stochastycznie zmiennych, doprowadzono
réwnanie (2) do postaci (15). 0 macierzy aO )
zatozono, ze posiada dzielniki elementarne poje-
dyncze, ujemne, rzeczywiste. Metode mozna réw-
niez rozszerzy¢ przez nieznaczng modyfikacje na
uktady o dzielnikach wielkokrotnych. Mogg one
by¢ rowniez zespolone, byle by dawaly rozwigza-
nie stateczne, tzn. ich cze$¢ rzeczywista byta
uj emna.

1. Sformutowanie zagadnienia

Praca nawigzuje do dwu poprzednich prac autora [9, 10]. Prob-
lem jest nastepujacy; Dany jest ukifad n+l ciat, z ktorych
jedno o nieskonczenie duzej pojemnos$ci cieplnej stanowi '"oto-
czenie”, w jednym za$ z pozostatych ciat znajduje sie Zrodio
ciepta, zalgczane i wylgczane w okreslonych chwilach. Wskutek
wymiany ciepta nastepujg zmiany temperatur ciat ukfadu. Aby
sformutowa¢ zagadnienie przy pomocy réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych, rozpatrujemy Srednie temperatury ciat, z zatozenia
jednakowe we wszystkich punktach danego ciata. Wymiane cieplng
opisano przy pomocy formalnych nieliniowych zaleznos$ci, beda-
cych uogo6lnieniem prawa Newtona, Ze wzgledu na to, ze zachodzg
w czasie konwekcji skomplikowane procesy aerodynamiczne, wyka-
zujace wahania statystyczne, uwzgledniono te wahania, przyjmu-
jac, ze wspotczynniki réwnan rozniczkowych, opisujgcych proce-
sy, posiadajag postaé nastepujaca;

_ (1) (2)
%0 "0  T%o 9 %k

= e (2} e i -
a, 9itj O + anKg,O Itd., przy czym pierwsze wyrazy ozna

czone indeksem 1, przedstawiajg state Srednie czasowe wspoit-
czynnikéw, wyrazy za$ oznaczone indeksem 2, czes$ci stochastycz-
nie zmienne, o Sredniej czasowej rownej zeru. Efekt wyrazow
stochastycznych zaktadamy maty w pordwnaniu z wyrazami o in-
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deksie (1) w ten sposdb, ze w dalszych obliczeniach uwzgled-
niono tylko pierwsze ich potegi.

Poniewaz réwniez chwile zalgczania i wylgczania Zrodia
ciepta sa poddane statystycznym wahaniom, przedstawiono je w

postact f‘iE :"'tK(l) + 1;1(2) przy czym wyrazy oznaczone m -
deksem (1) oznaczaja Srednie czasowe, wyrazy za$ oznaczone
indeksem (2), wielkos$ci stochastycznie zmienne o $redniej cza-
sowej réwnej zeru.

2. Rownania rdzniczkowe, problemu

Proces ogrzewania mozna opisa¢ przy pomocy ukiadu réwnan
. 1 oo H N -
K. [i + bi. ,0(&_. 5. o)1Jd|Y/dt + Sl'hi\/(al(,o + 10 ?\S<$T.<& %

iL i i, 0

- + V2+ + -V 3+

2 (ai'k + "V o+ 2 (aiik) + aiik)(5i - \) 2
=1 k=1
+2 {aiWc) + aiik))(*i "*Kk)3 + CGi -*0) - "
k=1
n
+ 4ik,o0)(*i - - (Si - *0)Z < 4 :io0o - a(ik,0)Si
=1
n
-V f o+ - *0)2 -V} -
k=1
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z warunkiem poczatkowym t = 0, = 0* N = #x n*
przy czym dla ogrzewania ~N0, li =6, i =2, ..., n, dla
ostygania zas$ takze 1L = 0. W kazdej kolejnej fazie procesu
stan koncowy poprzedniej fazy jest stanem poczatkowym fazy na-
stepnej .

W réwnaniu (1) zastosowano nastepujgce oznaczenia:

- pojemnosci cieplne ciat,

bi o ~ wsP °iczynniki temperaturowe,

S. - powierzchnie ciat,

h... a* -i, a. ua. . a. N a. a. - X, K —-—1,...n-—
i* x,k* “x,k* "x,k* "x,k,0* "k,o* "X,k,0”* '

parametry, charakteryzujagce wymiane cieplna,
N).( ~ moce zrddet,
- temperatury ciat,

A - temperatura otoczenia,,
o

3. Rozwigzanie problemu

Sposrdéd trzech metod, ktérymi rozwigzano zagadnienia, mia-
nowicie metody operujgcej skalarnymi réwnaniami (1), wzorowa-
nej na metodzie Dulaca [3], metody macierzowej, prowadzgcej do
nieliniowego macierzowego réwnania catkowego typu Lalesco

[2, 4-8] oraz metody macierzowej, wzorowanej na metodzie Du-
laca, podano w artykule jedynie metode ostatnig, jako pozwala-
jaca na geometryczng interpretacje otrzymanych wynikow podob-
nie jak to uczyniono w poprzednich pracach.

4. Macierzowa metoda rozwigzania zagadnienia

Réwnanie (1 ) mozna przeksztatci¢, mianowicie, ze wzgledu na
matos¢ wspéiczynnikéw b”* |, mozna réwnanie 1) podzielié
przez wspoOtczynnik przy dSi/dt, wykonujgc przyblizone dziele-
nie do pierwszych poteg n wiacznie. Daje to zasadni-
czo ten sam typ rOdwnan ze zmienionymi nieco wspo6iczynnikami.
Z kolei uwalniamy sie od statych temperatur * , W podsta-
wiajgc *
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i porzadkujemy rownanie wedtug poteg . Daje to znbw ten
sam typ rownan ze zmienionymi nieco wspoétczynnikami. W celu
przejsScia od réwnan (1) do postaci macierzowej nalezy wyraze-
nie zawierajgce drugie i trzecie potegi temperatur przedsta-
wi¢ w formie iloczynéw form liniowych.. Na og6t formy kwadrato-
we czy szescienne dadzg sie przedstawi¢ w formie sumy takich
iloczynow. Aby nie komplikowa¢ zagadnienia, w dalszym ciggu
bedziemy pisa¢ jedynie jeden skiadnik tych sum, rozumiejgc, ze
nalezy po nim wykona¢ sumowanie, uwzgledniajgce wszelkie moz-
liwe kombinacje wystepujgacych czynnikéw liniowych. Czynniki
liniowe przedstawiono w formie macierzy diagonalnych, oznaczo-
nych nawiasami.

W ten spos6b uktad réwnan rézniczkowych (1) mozna zastgpic
rébwnaniem macierzowym

ds/dt + M + (M)(cl) + (B])(el)(pl) =N (3)

przy czym 5 oznacza wektor kolumne o elementach <&©

N wektor kolumne o elementach ... N~ Macierze A-P
sg kwadratowe rzedu 1. Aby uwzgledni¢ stochastyczny charakter
procesu, zakiadamy o nich, ze dadzg sie przedstawi¢ w formie
sumy dwu macierzy, jednej o elementach statych (Srednie czaso-
we wyrazow stochastycznych), oznaczonej indeksem 1 oraz ma-
cierzy, ktorej elementy sg stochastycznie zmienne ze Srednia
czasowa rowna 0, oznaczonej indeksem 2. Zgodnie z zalozeniem,
uczynionym na poczatku, elementy drugiej macierzy nalezy uwa-
za¢ za mate pierwszego rzedu w porownaniu z elementami macie-
rzy pierwszej.

5. U.iednorodnienie réwnania (2)

Wodréznieniu od réwnan uktadu (1), gdzie tylko N>~ 0, w
rownaniu (2) dla ogrzewania i ostygania, bedzie na og6t Ih f
$0, i =1, ... n, przy czym wartosci te sagrdézne dla ogrze-
wania i ostygania. Wynika stad, ze réwnanie (2) w obu przy-
padkach wymaga ujednorodnienia. Dokonujemy" tego przy pomocy
podstawienia

$-9%$ +0© )
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przy czym wektor-kolumna o statych elementach © , przedstawia
fizykalnie temperatury ustalone procesu (ré6zne dla ogrzewania
i ostygania), wektor-kolumna nowych zmiennych.

Podstawienie do rownania (2) daje
d-tydt + A& +(BA)(CA) +(DA)(1*)(PA) = 0 (5)
przy czym oznaczono
A* = A-A+ (BO)(C<&) + (BA)(ce) + (Be)(E«)(fA) + (D0)(e-A)(p©)+
+ (5A)(Be)(fe) (6)

(BA)(cA) = (BA)(CA) + (dO)(eA)(F<&) + (DA)(E0)(PA) +

+ (DA)(TA)(pe) (?)

Ostatnie rownosci nalezy rozumie¢ symbolicznie. Mianowicie na
podstawie umowy w réwnaniu (2) w wyrazach nieliniowych napisa-
no w miejsce sum tylko jeden z ich skiadnikéw, podobnie w uzy-
skanych nowych sumach uwzgledniono tylko po jednym sktadniku.

Na wyznaczenie wektora-kolumny ® otrzymujemy réwnanie
AOC+(B®)(C0) +(D0O)(E©)(PO) =N (8)

Jest to nieliniowe macierzowe rOwnanie algebraiczne.
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6. Rozwigzanie réwnania (8)

Poniewaz macierze A-P zawierajg précz elementéw statych,
elementy stochastyczne zmienne, wielkosci © , bedace rozwig-
zaniami rownania (8) posiadaja nastepujacg postac

©= A (9)

przy czym wektor-kolumna O(i ) posiada elementy state, za$

,(2)

Podstawienie wielkoécif(Q) do rov/nania (8) i uwzglednienie
2
tylko pierwszych poteg ©v ', pozwala wyprowadzi¢ nastepujgce

rownania

elementy stochastycznie zmienne.

¢0) @(1)+ (b(1) ®(1))(cr © ") +

+ (d~1) ®1)).(fr" ©*1)) =n (10)
Al a A2 (11)
przy czym
ALON2 A = ANLA + (bAN A®"2))(EALAOFL 4+

+ (b*1) ®*17~(c”1) 0~ ) + (d™1” ®"27M) (el ®MN)(pM15 M)

+ (D@L A 0"LA(EALA®A27)(PALA @ +

+ (D@ A0~ AQALA)(PALT © M) (12)
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a2 = - [(1(2) o~ + (b(2) 0721))(C(QL ' ©~ ~ +

+ (BALAON ))(EK2A® M + (d"2- ©7 ))(E(L ' ®MLA)(fAL'V 178)+
+ (DM M ell”(ef2) ©ON N)(phl' ©7)) +

+ (DALA ©MLA)(EAL ©A A(F*'2' ©N A)] (13)

Roéwnanie (10) jest nieliniowe ze wzgledu na O(I ) typu réw-
nan (21 ), (27), (28), rownanie (11.) z powodu pominiecia wyra-
z6w nieliniowych jest rownaniem liniowym ze wzgledu na 0 (2).
Przy zatlozeniu, ze macierz jest nieosobliwa, mozna napi-
sa¢ rozwigzanie tego réwnania w nastepujgcej postaci

0"2) « A"1 A2 (14)

Przy przej$Sciu od réownania (11 ) do réwnania (i4) zmieniono
oznaczenie macierzy (12). Macierz A" powstaje z macierzy A"
w ten spos6b, ze nalezy odpowiednie macierze diagonalne w ma-
cierzy (12) wymnozy¢, nastepnie doda¢ i otrzymana tak macierz
diagonalng zastgpi¢ wektorem-kolumng. To samo nalezy uczynic
dla kazdego skitadnika sumy, o ktdrej byta mowa na wstepie
(réwnanie (6) i (7)) i nastepnie tak otrzymane wektory-kolumny
dodact.

Podobnie nalezy postgpi¢ w przypadku innych analogicznych
rownan liniowych na przyktad réwnania charakterystycznego (17).
7. Przeksztatlcenie réwnania (5)

W réwnaniu (5) wyrazy stochastyczne zmienne przenosimy na pra-
wg strone. Pozwala to napisa¢ rOwnanie w nastepujgcej postaci

(po podstawieniu wyrazen na ©)

dlft/ht + A/\ + /\("AO - o« ®('A’) 05)
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przy czym
A” A« AML U +  (bA A (Cr1U) +(B(L ~)(C (1 ' ®~1 +
+(dM T AN (e A@D(FALAY)
+ (5™ ' N(EN wAFL "@h +
Hd(1'A)(EI1~ 0~MNF¥LV 1
42(A) = (BAM1A)(Cr1%a) = (B(L ~)(C (@A ~A) +
+ (D@1 NENMN)(FMM) + (dM-A)er1V 1A (FAMMA) +
+ (DI AAMIA)FEL V 1Y)»
$3(A) = (A L-A)(INL'A)(FALMA),
B(A) = (a*2'A) + (b"2/A)(C LA + (b1 'A)(c A) +
+ (d7M2R) (871 . (FAL-A) + (d(1'AXerAXTAL'A) +

+ (D(1 M) ENLAA)(FA2'A),
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(A<2)*) = + (BN D(EQL )X+ (BALy 2))Cil V) +

+ (b"1 ~©~ )(Eh27)+(B(2V)(C(@ANO0MLh +

+ (b1 W ¢~ ©Nh+(hrV)(CAN®N2Y) +

+ (d72) ©))(E@L -©™ ))(AML'A) +(B(L » e¥'2)) .

(e NP +(B(L MM N)(e 72 1eN N+

+ (d™ ON)) . (e™) ©2))(plltr) +

+ (DM ) @1 (1N AOMLNGFN) + (2B,
(EQU)(p™NL) ®*1h + (B ®*2))(E@L ~")(PA1 ™ ©7 ) +

+ (5A1'© A . (SA2AR) (A1 @MLh +

+ (B™ e © })(EQ '<dO(™2' @ + (B¥l- o011l .
€ )(PL ©(2)) + (B(2U)(END) er1M(P™1- © T

+ (™1 N (EeN2- 0Mb . (prlNerl’) +

+ (a1 AY(e(1' 07°2-)(pAL' © L m + (d™1V) (e ©N)) .

L (FR2-0717) + (DM 18)(e~1t o~y (pn - ®2h, 00
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(b(2U)(cALm*) +(bALA (cAA) = (b(2)A)(5(L ~A) +

+ (B(L U)(572'A)+ (572" 071})(E(1 mA)(FAL\) +

+(D’\1’\©"2 ~)(ent A + (DA )
(EAA)(FA U) + (D(L~071 AY(PA2A) +
+ (DA2A)(EALA h . (F(L ~A) + (D1 W 21®0 ~A) +

+ (DALA)(EALA0728)(F1 )¥) + (DL A)(E @V 1A)(FA27) +

+  (DA2A)(EADa)(F<17A0717) + (D(1 ~A)

(Er27) (fAyOA~  + (D(L U)(FA2) ®1b +

+ (DA A)(1A1M). (F(I 2@~ b

Rownanie (*15) jestjednorodne w temperaturach A Jezeli
macierz AV1l) jest nieosobliwa i réwnanie charakterystyczne

detr1~-Al) =0, | - macierz jednostkowa (17)

posiada pierv/iastki Afc, k = pojedyncze, ujemne,
rzeczywiste, istnieje takie nieosobliwe przeksztatcenie
z kwadratowa macierz®. B o0 elementach statych)

Z = BA (18)
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przy pomocy ktérego mozna réwnanie (15) doprowadzi¢ do postaci
dz/dt = AZ - $*(z) - **(z) - B*(z2), (19)

gdzie gwiazdka oznacza, ze za & podstawiono Z przy pomocy
transform acji

b“1 Z (20)

Rownanie (19) dopuszcza rozwigzanie metodg Dulaca, uogol-
niong na réwnania macierzowe. Przy pomocy podstawienia (o wspot-

czynnikach nieoznaczonych)
H =Z+V2(Z) +V3(Z) +V"2'(2) (21)
. . C2) . .
gdzie macierze V2(z), Vo(z), V (z) sa analogicznie zbu-

dowane jak - #*(z), - $*(Z), - ¢tz).
Wtedy réwnanie (19) przybieranastepujgcag postac

dH/dt= (A)H (22)
przy czym (A) macierz diagonalna o elementach V|,...... Xn
W funkcjach Y O0(z), Vo(z), V (z) obieramy nieoznaczone

wspotczynniki w ten sposéb, by byto spetnione réwnanie

(a)[v2(z) + v3(z) +v(2)(z)] - (d/dt)[v2(z) +v3(z) +

+vA)(z)] = 4>*(z) +” 3)(z) +b(z)

(23)
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Rozwigzanie rownania (22) posiada nastepujgca postac

H» (C) erAN (24)

gdzie (A) zdefiniowano przy pomocy réwnania (22), za$ (c) ma-

cierz diagonalna o elementach. C*,...yCn, za$ e(A)t macierz
diagonalna o elementach e 1 en wielkos$ci sa
state.

Przy pomocy réwnania (21 ) mozna wyznaczy¢ Z na podstawie
znajomos$ci H. Zwiazek ten posiada wyraz stochastyczny, poza
tym jest nieliniowy. Przejscie od Z do "~ jest okre$lone
przy pomocy réwnania (20) o wspéiczynnikach statych* Jezeli
wiec jako wyjSciowe przyjmiemy nie stochastyczne rozwigzanie
(24), temperatury & bedg posiadaty wyraz stochastyczny. Tak-
ze temperatura stanu ustalonego bedzie posiadata na podstawie
rownania (14) sktadowg stochastyczng.

Otrzymane rozwigzanie moze byé zinterpretowane geometrycz-
nie podobnie jak w przypadkach, rozpatrzonych w poprzednich
pracach autora.

8. Geometryczna i fizykalna interpretacja wynikow

Poprzednie rozumowania przeprowadzono dla przypadku ogrzewa-
nia. W przypadku ostygania obliczenia przebiegajg podobnie, z
ta jedynie réznicg, ze w analogicznych wyrazeniach wystepuja
inne wspotczynniki. Pov/oduje to inne wartosci na state o% i

|2|> K’ pierwiastki robwnania charakterystycznego A'a oraz
zwiazki miedzy Z i H dla ogrzewania i ostygania.

Otrzymanym wynikom nadajemy nastepujaca interpretacje geo-
metryczng: ukiad osi H przyjmujemy prostokatny, kartezju-
szowski. Relacje (21 ) definiujg uktad osi Z jako krzywoli-
niowy, na ogot nie prostokatny i ze wzgledu na trzeci wyraz
rownania (21 ), stochastycznie zmieniajacy swe wtasnosci (po-
tozenie i ksztatt osi). Aby nie komplikowa¢ zagadnienia za-
kltadamy, ze powyzsze wzory transformacyjne, jak tez zaleznos¢
wielko$Sci prawej strony réwnania (23) od Z sg funkcjami
jednoznacznymi,, co mozna uzyska¢ przez odpowiednie ogranicze-
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nie przedziatu zmiennosci poszczeg6lnych wielkosci i co znajdu-
je uzasadnienie, jezeli amplituda oscylacji bedzie dostatecznie
mata. Osi krzywoliniowe majg wtedy ksztatt zblizony do parabo-
licznego. Przyporzadkowanie -uktadowi osi Z uktadu osi $ odby-
wa sie przy pomocy rownania (20). Jest ono liniowe. Wynika stad
ze osi A sg w stosunku do uktadu H krzywoliniowe, przy czym
uktad osi $ jest sztywnie zwigzany z ukladem Z i razem z
nim deformuje sie stochastycznie w stosunku do ukiadu H.

Ze wzgledu na odmienng posta¢é macierzy opisujgcych proces
ogrzewania i ostygania, otrzymujemy w tych przypadkach roézne

pierwiastki Powoduje to rozny przebieg parabol przedsta-
wiajagcych w przestrzeni H procesy ogrzewania i ostygania.
Zaktadamy, ze w obu przypadkach pierwiastki sg proste,

rzeczywiste i ujemne.

9. Stan "ustalonyll oscylacji

Jezeli chodzi o rozpatrywanie witasciwos$ci stanu "ustalonego”
to stosujg sie tu uwagi i rozumowania, podane w pracach [9-13].

Stowa "ustalony'" uzywany w tym sensie, ze obliczamy go czy-
sto formalnie podobnie jak w poprzednich pracach, nie uwzgled-
niajgc faktu, ze wystepujag tu wielkos$ci stochastyczne. Podob-
nie jak w poprzednich pracach mozna sformutowac¢ réwnania, poz-
walajgce na wyznaczenie stanu ustalonego

(Hk,0 - -K)= « HL,0 - HP J \o - HI*))*k.

X

(25)

C -K,o

W tym uktadzie réwnan dwa ostatnie réwnania posiadajg charak-
ter stochastyczny.
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10. Uwagi dotyczace rozwigzania rownan

10.1. Rozwigzanie rownania (23)

Réwnanie (23) stuzy do wyznaczenia nieoznaczonych wspoétczynni-
kéw w rownaniu (21 ). Zadanie to w przedstawieniu macierzowym
nie jest jednoznaczne. Jednoznacznie daje sie zagadnienie roz-
wigza¢ jezeli od postaci (16) dla wyrazéw nieliniowych przej-
dziemy do odpowiednich form kwadratowych czy trzeciego stop-
nia. Mozemy wiec napisac

n
*VZzZ)y= zZ ftrik zx z* (26)
ik=1
n
8*(z )= » ['>*ikfl Z. Zk z1 (27)
lic,I=1
B*(Z) = K2)* Z+ 2 Zi 21
ik=1
(28)
ik,I-1
przy czym state k, |b* k 1 otrzymano przez wykonanie
dziatan znanych statych macierzach, wystepujacych w (16),
(2)* (2)* o \* ) . . )
H : |b1jK , |b19K9).<(2) sg wspoétczynnikami stocha

stycznie zmiennymi, otrzymanymi rowniez z (16).

Podobnie piszemy niewiadome wyrazenia rownania (21)
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n
3 >- Z “i.k.oiozi oz* zi (30)
ik,I=1
2\ z ) = Z+ N~ @ Z+ 7, +
ik=1
n
o2 Ov  <2) zi z* zi (31)
i\k,I=1
przy czym wspoétczynniki QC v, oC Vv sg state N(Z) o (2)
I » ' L>K»J ’ " TTwK '

oc. ' 3 sg stochastycznie zmienne.

11Podstawienie powyzszych wyrazend do ré/wnania /(19), ktore w
tym wypadku przypiera nastepujgca postac

n n

dz/dt = (A)Z - 2 A~i*k Z Zk ™ 2 A~kwkt]l Zj- Zk Z

i,k=1 ikl
[kK(2)*Z + » Zi 24 +
ik=1
n
+ 2 lii, k ,i(2) zi zk Z) (32>
ik,1=1

prowadzi do réwnania, ktéore musi byé spetnione dla dowolnych Z.
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Z tego powodu muszg by¢ spetnione nastepujgce rownania:

Az ZKk [ ik "AiMTjk "AkAILK] -

i,k=1
n
- 2 e6l.id=zi zKk (33)
i,k=1
£ H W [<AK ,*ti +]>\.s +
ik,l=1 s=1
n
¥ A3 ALk =" <*ife,l (Xi +A1 +V ] =
5=1
) zi z* z1 (34)
ik, =1
DANA-A/dt = -N A * (35)
n
2 zi z* [(A)ai,ic(2> - +
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1
Sal Sss1
(36)
- N 2)* zi z>
- ¢
|%k:1 )
Z zi zi zi L(A)ai,k ,i<2) - “ i,*,12)/it +
i,k,1=I
+1<92) N, *.1  Z2 s, ki2)fEi,*,3 +Z2 B k(2) &L,
s=1 Ss1
n
(2)*
~~iyk, I Xi " <*1 .M “ Atk ALY 2,
n n
Vv (2 V (2)
“on Ak.s Mk, + ¢ 0 Mk.l.s NMs i
s-1
n
+Z «* 1 * * +7 rtk,l,SrS,i(2>1
s=1 s=1
(37)

. Z ~okoLii2) ziozk zi
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Wyrazy zawierajgce wiecej niz trzy czynniki Z nie znaj-
duja odpowiednika po drugiej stronie, wiec powinny by¢ tak ma-
te, by mozna byto je pomingé. Jezeli warunek ten nie jest
spetniony mozna w réwnaniu (21) uwzgledni¢ wyrazy wyzszego
stopnia i w ten sposéb rozwigza¢ zmodyfikowane doktadniejsze
rownania (23). Dulac udowodnit zbiezno$¢ otrzymanych w ten
sposéb szeregdéw w pewnym otoczeniu poczatka uktadu. W przy-
padkach praktycznie waznych sprawdzianem uzytecznos$ci metody
bedzie, czy wyrazy wypisane nizej mozna pomingc.

Wystepujgce w pominietych wyrazach wspoéitczynniki sg pew-
nymi funkcjami elementow macierzy problemu. 0 doktadnosci
rownania (21 ) decydujg wiec witasnosci tych macierzy. Pominiete
wyrazy w naszym przypadku sg czwartego i pigtego stopnia i po-
siadajg nastepujacg postac

n i
*
/> , OCs,k Zk / JL|',u,v,s Z|' Zu Zv *
s,ks1 i,u,v=1
n n
Z a-J2)z=+ Z zi z» 7'
s,k=1 i,u,v=1
iL, n
+ 2 °rk.l,s Zk Z1 * 2 "»u»3 Z+ Zu +
s,k,I=1 ihbu=1
n n <
¥ // , IDi,u,v,s i qu)'+ Z/-j OCk,I,s Zs o
i,u,v=1 s,k,l=1
n n [
* AN ANijU jk Zi Zu + AijuU Mk ZE Zu Zvn o+

iu=1 iu,v=1
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s,k,I=1 xfu=
JL
Eg)'(,u,v,’l Z1 Zu Zv) + /.>J Ock,l,s Zk Zs
i,uf=1 k,l,s=1

n

n
7 W54t 7 & v XAEA T
i, UL iU \-=1

n +K
X *x 1.8 zZk Zs * X *lbu,p(2)* 2z z +
k,1,8=1 P.U-1 P
H
~Al,U,V ,p~n Zp ZU zZV~™ o+
p,uy7=1
n JL
X «k,1#8 ZS ¥ X Zi
k,1,8=1 ifUu-1
f‘x u,v, l%
X,U,V= 1
n n
; (2)* z 7z +
X xx 1.8 7S 71 ~ X k,u,p p
k,l,s=1 P,u=1
n
N

p,u7v=1



Oscylacje relaksacyjne w ukiladach nieliniowych.. 59

10.2. Roéwnania (33) do (37)

Przechodzac do réownan (33) do (37) widzimy, ze dwa pierwsze
sg rownaniami liniowymi, ktére przy zalozeniu, ze miedzy pier-
wiastkami rownania charakterystycznego nie zachodzg zwigzki

w postaci

ﬂ'l\)
=

ki h " 0 (39)

gdzie k"~ state, nier6wne réwnoczes$nie zeru, dadzg sie roz-

wigza¢. Pozostate rOwnania sa rownaniami ré6zniczkowymi pier-
wszego rzedu na niewiadome wspo6tczynniki. Sa one rOwniez cat-
kowalne, jezeli funkcje stochastycznie zmienne sg bezwzgled-
nie catkowalne.

10.3. RoOwnanie (21 )

Pozostaja do omoéwienia nieliniowe algebraiczne réwnania macie-
rzowe. Wszystkie sg one tego samego typu. Mozemy je wiec roz-
wigza¢ tg samg metodg. Mozemy np. stosowaé metode iteracji

[1] . Omoéwimy to na przykitadzie réwnania (21 ). Mozemy je napi-
sa¢ w nastepujgcej postaci

Z=H-V22Z) -V32Z) -Y"(Z) (40)

ogo6lnie w postaci

Z=[T] (Z, H) (41)

gdzie wyrazenie po prawej stronie oznacza funkcje od Z i H.

0 stosowalnosci metody decyduje spetnienie zatozenia, pod
ktorym cigg iteracji jest zbiezny. Jezeli norme wektora okre-
Slimy jako sume modutéw jego elementéw, powinny normy pochod-
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nych pierwszych wektora, utworzonego z prawych stron réwnan
(42) ze wzgledu na z”~, k = 1,...n by¢é mniejsze od pewnej
liczby dodatniej mniejszej od jednos$ci. Wtedy mozna utworzy¢
nastepujgce iteracje

(42)

(43)

lim zZn = Z (44)
n—» 00
Mozna réwniez zastosowaé ktory$ ze sposobOw odwracania szere-
gow.

Podobne uwagi jak do réwnania (21) stosujg sie rowniez do
nieliniowych réwnan pozwalajgcych wyznaczy¢ stan "ustalony".
10.4. Rownania na wyznaczenie statych catkowania

Wazng cechg zastosowanej metody jest to, ze rozwigzanie stanu
"ustalonego" jest niezalezne od historii procesu (brak pamie-

ci). Dwa pierwsze rownania uktadu (25) sg w statych jed-
norodne, wiec state te na ksztatt krzywych nie wptywajg. W po-
zostatych rownaniach wystepuje kombinacja (c) eMA)t . Jezeli

rozwigzujemy réwnania (21 ) w postaci (45) i ograniczymy sie do
trzecich poteg wtacznie, mozemy napisa¢ w przypadku ogrzewania

<= & + O,(C) + (D2(C)e(A)t)(D3(C)e(A™) +

+ (D4(C)e(A> )(D5(C >3~ )(d6(C)JI A ) (45)
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w przypadku ostygania

A-"~ +D”rCJe”* + (D2(C)e(A)t)(D3(C)e(A)t) *

+ (D4(C)e(A)t)(D5(C)e(A)t)(D6(C)e(A)t) (46)
przy czym macierze , Dg, Dg oraz wektory O,
posiadajg elementy bedace sumg sktadowej statej i skitado-

wej stochastycznej. W chwili poczatkowej jest

A(o) - 0+ d”nc) + (d2(c))(d3(c)) +

+ (d4(c))(d5(c))(d6(c)) (47)
lub

*(0) + D1(¢) + (D2(c))(D3(C)) +

+ (D4(€))(D5(C))(a6(C)) (48)

Sa to réwnania nieliniowe na wyznaczenie statych, typu réwna-
nia (21).

Maszynopis ztozono w Redakcji dnia 15.1V .1966 r.
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PEJIAKCAIIHOHffiE KOJEBAHIW B HEJMHEftHHX ClICTMAX
OIMCAHHHX 1IPM nOMOIHH CT OXACTMECKHX IXAPAMETPOB

Pe3nme

B paloTe paccMaTpHBaeTCH CHCTeMa n h6/AEH6Ehhx OT#epeHixnajibHia ypaB-
HeHHE neBBoro paHra, KOTopae Moryr <5htb HanncaHii b Bnne (2), rjie Ma-
Tpnuu A-P - 9TO CO/MVH «ByX MaTpim: OBHOH XIOCTOHHHGOI H flpyTOH CTOXa-
cTHnecKOE, HMeemeH HyjieBym BpeMeHHyio cpeAHMM Be.rawiy, C HaajiBHKMH
yCQIIOBHHVH t = 0, Ak =*k 0>* = 1,2,...n wu lIOCTOHHHM BeKTOpOM -
ctojkSom N h 6o . llpodJiewa pejiaKcauuoHHHX KOJiebaHnu peniaeTca ncAcdHHM
0<5pa30M b KOH$nrypapKOHHOM npocTpaHCTBe, icaic b npep,hwymnx padoTax a&-
Topa. McnoZ&b3yeTca cjiobo "ycTaHOBUBImie™ KOJiedampi H3-3a no”odHoro
cnocoda ero onpeseJieHHH.

RELAXATION OSCILLATIONS IN NONLINEAR SYSTEMS,
DESCRIBED BY STOCHASTIC PARAMETERS

Summary

In the paper is a system of n nonlinear differential equa-
tions of first order discussed, representable in the form (2),
where the matrices A-F have the sum form with two component
matrices: one of deterministic and the other of stochastic
form with zero time average, with initial conditions t = 0,

ANk = ko k=1 n and constant vector-column N and
$ . The'influence of stochastic component on the onset and

offset moment of time is also considered. The stochastic com-
ponents were so small assumed in comparison with the determi-
nistic ones, that only their first powers '/ere taken into a-
count.

The oscillation "steady state” solution can be obtained si-
milarly as in [9-13] , for the case when in determined moments
of time the vector N is non continuously varied between two
constant quantities.

The method used is a generalisation of Dulac [3] method
for matrix equations of the form (2) with coefficients variab-
le in time and time variable component small in comparison
with constant terms of the first order.

The homogenisation of equations and separation of stocha-
stic terms, gives the equation system (15J. It is assumed
that the matrix AQ) has real, negative and simple divisors.
With small effort of work can be the method generalised for a
system with multiple divisors. The divisors can be also of
complex form with negative real part.

The geometric interpretation of the Z and A variable spa-
ces and other features of the problem can be similarly given
as in former author’s papers [9-13] . The transformation for-
mula from the Z axis to A axis system is of stochastic cha-
racter.



